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Ueber die Definitionsgleichungen der continuirlichen 
Transformationsgruppen. 


Von 


Frmepricn Enger in Leipzig. 


Einleitung. 


Kin liingerer Aufenthalt in Christiania bot mir Gelegenheit im 
personlichen Verkehre mit Sophus Lie dessen Theorie der continuir- 
lichen Transformationsgruppen eingehend zu studiren. Das Ziel unserer 
gemeinsamen Arbeit war, eine zusammenhingende Darstellung dieser 
Theorie zu liefern, wobei mir wesentlich nur die redactionelle Seite 
der Aufgabe zufiel. Nebenbei beschiiftigte ich mich jedoch auch mit 
selbststiindigen Untersuchungen auf dem Gebiete der Transformations- 
gruppen. Meine Resultate sollen im Verlaufe dieser Abhandlung 
auseinandergesetzt werden. 

Zur Zeit ist nun jene zusammenhiingende Darstellung der Theorie 
noch gar nicht vollendet, geschweige denn verdffentlicht. Zum Ver- 
stiindnisse des Folgenden wiirde es somit néthig sein, die ziemlich 
zahlreichen Lie’schen Abhandlungen itiber Transformationsgruppen zu 
kennen. Um diesem Uebelstande nach Méglichkeit abzuhelfen, sollen 
zunichst die Hauptbegriffe und Hauptsiitze aus der Theorie der Trans- 
formationsgruppen in aller Kiirze zusammengestellt werden, so weit 
sie spiter Anwendung finden. Auf die Beweise miissen wir natiirlich 
bei dieser Zusammenstellung verzichten. 

A. Eine Schaar von Transformationen 


Hy mm fi(@,...2n3 a...) (bol...) 

der Variabeln 2, ... 2%, bildet eine endliche continuirliche Transfor- 
mationsgruppe, wenn zwei Transformationen der Schaar nach einander 
ausgefiihrt wieder eine Transformation der Schaar ergeben. Analytisch 
heisst diess, dass die obige Transformation verbunden mit 

x; == f;(x,’ eee Bas db, eee b,) 
eine Transformation von der Gestalt 

wi” em fg (Sy . 0 Bad Co - » G) 
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ergiebt, bei welcher die ¢ nur von den a und b abhiingen: 
Cy == Dz (4, . . . Gr; B, ... By). 

Die Gréssen a,...«, heissen die Parameter der Gruppe. Es ist klar, 
dass es auf die Gruppe als solche keinen Einfluss hat, wenn man 
irgend r unabhingige Functionen der a, als neue Parameter einfiihrt. 

Wir werden uns hier auf solche Gruppen beschriinken, welche die 
identische Transformation 2; =; enthalten und von infinitesimalen 
Transformationen erzeugt sind. 

Unter einer infinitesimalen Transformation versteht Lie eine Trans- 
formation von der Gestalt: 


Bi = + E(u, ..- an) OE (C= 1... 2m), 


wobei dé eine unendlich kleine Grésse bezeichnet. Fiir diese infini- 
tesimale Transformation fiihrt er nun das Symbol 


Dit 55, XN 
ein, aus welchem ihre Transformationsgleichungen augenblicklich her- 


geleitet werden kénnen. Bedeutet niimlich f eine beliebige Function 
von %,...2%,, 80 besteht die Gleichung: 


f(@y.- - tn) = f(@,~.. + Hn) + X(f) ot, 


aus welcher x; = x; + &d¢ ohne Weiteres folgt. Es ist auch klar 
und jedenfalls leicht zu verificiren, dass das Symbol X (f) von der 
Wahl der Variabeln unabhiingig ist. ° 

Denkt man sich die infinitesimale Transformation X(/) unendlich 
oft wiederholt, so erhilt man oo! endliche Transformationen, niimlich 
die folgenden: 


’ 2 - 06; 4 
af te tt Se SEE Gem) 
oder kiirzer: ; 
af = a; +t X(a,) + +s Sli) 4---.. 


Wie sich leicht zeigen lisst, bilden diese oo' Transformationen eine 
endliche, continuirliche Transformationsgruppe mit dem einen Para- 
meter ¢. Lie nennt diese Gruppe eingliedrig und sagt, dass sie von 
der infinitesimalen Transformation X(f) erzeugt wird. 

Mehrere, etwa r infinitesimale Transformationen 


Xef =>) bie ZL (we 1...) 


heissen von einander wnabhdngig, wenn es nicht mdglich ist r Con- 
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stanten ¢,...c¢, so zu wihlen, dass der Ausdruck c, X,f-+-----+-¢, X,f 
identisch verschwindet. 

Sind X,f...X,f von einander unabhingig, so liisst sich zeigen, 
dass der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen 


r 


> CrXxf 


1 


eine Schaar von eingliedrigen Gruppen 
(1) ai = 4 + t DF ee Xu(ai) +> 
1 


erzeugt, welche oo” verschiedene Transformationen enthalt. Lie hat 
weiter nachgewiesen, dass diese Schaar von Transformationen immer 
dann, aber auch nur dann eine endliche continuirliche Transformations- 
gruppe bildet, wenn zwischen den Xf Beziehungen von der Form 





X; (Xe(f)) — Xe (XA) =D} {Xie — Ka (od } Fe =D) Coes Naf 


bestehen, wobei die ¢;,, numerische Constanten bedeuten. Ist diese 
Bedingung erfiillt, so stellt (1) die endlichen Gleichungen einer con- 
tinuirlichen Transformationsgruppe mit r Parametern dar oder kiirzer 
einer r-gliedrigen Gruppe. 

Die Schaar der co’—! infinitesimalen Transformationen, welche 
einer solchen r-gliedrigen Gruppe angehéren, ist offenbar dadurch 
charakterisirt, dass sie gleichzeitig mit X;f und X,f immer auch alle 
infinitesimalen Transformationen von der Form 


6: Xif + ex Xxf, X;(X.(f)) —_ X,(X:(/)) = (X; Xx) 


enthiilt. 
Als Beispiel diene die allgemeine projectivische Gruppe der ein- 
fachen Mannigfaltigkeit. Ihre endlichen Gleichungen sind 


a+a 


2 = — 
G,% +a,’ 





die infinitesimalen Transformationen aber: 


d d d 
Xf—, X%f—2Gl, xf—eZ 


und zwar bestehen die Relationen: 


(X, X,) _ Xf; (X, X;) = 2X,/, (X, X;) — X;f- 
i* 
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B. Es sei 
Xf= Seo meg Xft---+eXf 
1 t 


die allgemeine infinitesimale Transformation einer r-gliedrigen Gruppe. 
Differentiirt man die Gleichungen 


r 


Bi >* cabs (§=—=1...0) 


1 


hinreichend oft nach z,...2%,, so kann man ¢,...¢, eliminiren und 
entbilt fiir z,...2, eine Reihe von linearen homogenen Differential- 
gleichungen 

n n n 2€ 
(2) SP Aas (@--- 4a) + >! Baie ay... ata) oa — 

1 1 1 


(4 mm 1,2...). 


Solcher Gleichungen kann man nun so viele aufstellen, dass sie &,...&, 
und damit die ganze Gruppe vollstiindig definiren. Lie nennt sie 
daher die Definitionsgleichungen der betreffenden endlichen continuir- 
lichen Gruppe. Mit Beriicksichtigung des unter A. gesagten kénnen 
wir jetzt den Satz aussprechen: 

»,Hin System linearer homogener Differentialgleichungen von der 
Form (2) definirt eine endliche continuirliche Transformationsgruppe, 
wenn seine allgemeinsten Lisungen §,...§, nur von willkiirlichen 
Constanten abhiingen und wenn sich aus irgend zwei Lésungensystemen 
Ei,--+§n1, &.... 8,2 immer ein drittes von der Form 


(3) > ( pe — &is a) (g=1...) 


zusammensetzen liisst.“ 

€. Den endlichen continuirlichen Transformationsgruppen mit ihren 
willkiirlichen Parametern stehen die wnendlichen mit willkiirlichen 
Parametern und willkiirlichen Functionen gegeniiber. Wir betrachten 
natiirlich nur soleche unendliche Gruppen, deren infinitesimale Trans- 
formationen sich durch lineare homogene Differentialgleichungen von 
der Form (2) definiren lassen. Diese Differentialgleichungen werden 
dann alle in dem letzten Satze angegebenen Kigenschaften besitzen, 
nur dass ihr allgemeinstes Lésungensystem nicht bloss vor willkiirlichen 
Constanten abhiingt, sondern auch von willkiirlichen Functionen. 

Hier tritt nun eine Schwierigkeit hervor. Die Schaar von infini- 
tesimalen Transformationen, welche durch jene Differentialgleichungen 
definirt wird, erzeugt eine Schaar von eingliedrigen Gruppen; es ist 
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aber bisher noch nicht gelungen, den Nachweis zu fthren, dass diese 
Schaar von eingliedrigen Gruppen eine Transformationsgruppe bildet 
und dass sie mit der urspriinglichen unendlichen Gruppe identisch ist. 

Um diese Schwierigkeit zu vermeiden, werden wir uns wenigstens 
bei den unendlichen Gruppen auf die infinitesimalen Transformationen 
beschriinken und die endlichen Transformationen fast ganz aus dem 
Spiele lassen. In der Theorie der continuirlichen Transformations- 
gruppen sind ja sowieso die infinitesimalen Transformationen weit 
wichtiger als die endlichen. 

Zu dem Ende fiihren wir den Ausdruck: Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen ein. Wir verstehen darunter eine Schaar von infini- 
tesimalen Transformationen, welche die Eigenschaft hat, dass sie mit 
X,f und X,f zugleich auch noch die Transformationen c, X,f+-c, X,f 
und (X, X,) enthilt, und welche ausserdem sich durch Differential- 
gleichungen definiren lisst. Es ist selbstverstiindlich, dass diese Dif- 
ferentialgleichungen linear und homogen sind und dass sich aus zwei 
Lésungssystemen £;, und &;. derselben stets ein drittes von der Form 
(3) ableiten liisst. Wir nennen diese Differentialgleichungen die 
Definitionsgleichungen unserer Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen.*) 

Knthilt das allgemeinste Lésungensystem der besprochenen Differen- 
tialgleichungen nur willkiirliche Constanten, so haben wir eine endliche 
Gruppe von infinitesimalen Transformationen vor uns und zwar erzeugen 
diese Transformationen nach dem Obigen eine endliche continuirliche 
Transformationsgruppe. Enthalten dagegen die allgemeinsten Lésungen 
jener. Differentialgleichungen auch willkiirliche Functionen, so haben 
wir es mit einer wnendlichen Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen zu thun. Ob dieselbe jedoch eine unendliche Transformations- 
gruppe erzeugt oder nicht, das lassen wir dahingestellt. 

D. Von grosser Wichtigkeit ist der Begriff der Achnlichkeit. 

Zwei r-gliedrige Transformationsgruppen heissen dhnlich, wenn 
die eine bei Kinfiihrung geeigneter Variabeln mit der andern identisch 
wird. 

Es seien also z. B. 


x = 9(X; a, a); ‘== w(x; b,, by) 


zwei zweigliedrige Gruppen der einfachen Mannigfaltigkeit und es 





*) Die Einfiihrung dieser Bezeichnungen geschieht im Einverstindniss mit 
Lie. Derselbe hat zwar den Ausdruck ,,Gruppe von infinitesimalen Transforma- 
tionen“* noch nicht benutzt, wohl aber den Begriff, von welchem er namentlich 
in seiner Abhandlung ,,Ueber unendliche continuirliche Gruppen“ (Christiania 
Videnskabsselskabs Forh. 1882 Nr. 12) Gebrauch macht. 
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nehme die zweite bei Einfiihrung der neuen Variablen x, = @ () 
und entsprechend 2,’ = w(z’) die Form an: 


By = P(x; a, (0, by), do(b, b,)). 
Werden jetzt noch a, und a, als neue Parameter eingefiihrt, so wird 
die zweite Gruppe mit der ersten identisch; also sind beide mit einan- 
der iihnlich. 

Zwei r-gliedrige Transformationsgruppen sind offenbar auch dann 
mit einander fihnlich, wenn die infinitesimalen Transformationen der 
einen bei geeigneter Variabelnwahl in die infinitesimalen Transforma- 
tionen der andern iibergehen, Hiernach ist auch klar, was unter der 
Aehnlichkeit zweier endlicher oder unendlicher Gruppen von infini- 
tesimalen Transformationen zu verstehen ist. 

E. Wenn ein analytischer Ausdruck bei einer Transformation 
sich nicht findert, wenn er also invariant bleibt, so sagt Lie, dass 
der Ausdruck die betreffende Transformation gestattet oder zuliisst. 

Eine Function (a, ...%n) gestattet die infinitesimale Trans- 
formation Xf, wenn der Ausdruck X(q) identisch verschwindet oder, 
was dasselbe ist, wenn g eine Lésung der Gleichung Xf = 0 ist. 
Zugleich mit der infinitesimalen Transformation Xf gestattet dann 
auch alle endlichen Transformationen 


a; = WV; — t X (a) -t- ~ X X (x;) a eee 


der zugehérigen eingliedrigen Gruppe. 

Giebt es eine Function g(a, ...2,), welche r unabhiingige infini- 
tesimale Transformationen X,f... X,/f einer. r-gliedrigen Gruppe zu- 
lisst, so gestattet dieselbe auch alle endlichen Transformationen der 
Gruppe. Bei unserer Gruppe bleibt daher jede einzelne der oo' Mannig- 
faltigkeiten p=const. invariant d, h, jeder Punkt des Raumes (2,...2,) 
bewegt sich auf einer solchen Mannigfaltigkeit. Man nennt in diesem 
Falle die Gruppe intransitiv. Dagegen heisst unsere Gruppe transitiv, 
wenn sie jeden Punkt des Raumes (z,...4%,) in jeden andern iiber- 
fiihrt, analytisch ausgedriickt, wenn die Gleichungen 

X,f=—0...X,f=—0 
keine gemeinsame Lisung haben. 

Eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen, mag sie nun 
endlich oder unendlich sein, heisst fransitiv, wenn es keine Function 
giebt, welche die allgemeine infinitesimale Transformation der Gruppe 
gestattet, im entgegengesetzten Falle heisst sie intransitiv. 

Ein Gleichungensystem 


i(%, .. . %n) = O (¢ == 1... m) 
oder, geometrisch ausgedriickt, eine Meunigfaltigkeit des Raumes 
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(a, ...%n) gestattet die infinitesimale Transformation Xf, sobald alle 
Ausdriicke X(q;) vermige des Gleichwngensystems verschwinden. 

Gestattet eine Function oder ein Gleichungensystem die zwei infini- 
tesimalen Transformationen X,f und X,f, so gestatten sie zugleich auch 
die Transformationen ¢, X,f + ¢,X,f und (X, X,). Hat man daher 
eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen, so bildet der In- 
begriff aller in thr enthaltenen Transformationen, welche eine bestimmte 
Function oder ein bestimmtes Gleichungensystem invariant lassen, selbst 
wieder eine Gruppe von infinitesimalen Transformationen. 

Den Begriff der Primitivitiit, so wichtig er auch ist, tibergehen 
wir hier, weil er im Folgenden keine Anwendung findet, 

F. Jetzt wollen wir noch die Begriffe der Zusammensetewng und 
des Isomorphismus und was damit zusammenhiingt kurz besprechen. 
Diess sind lauter Begriffe, welche bloss fiir die endlichen Transforma- 
tionsgruppen eine Bedeutung haben (wenigstens vorliufig). 

Es seien X,f... X,f unabhiingige infinitesimale Transformationen 
einer r-gliedrigen Transformationsgruppe und demnach 


(X; Xx) on Cixs Xf. 


Besitzen irgend m < 7 unabhiingige infinitesimale Transformationen 


Yif—= >" bj Xaf (f= 1...m) 
1 


unserer Gruppe die Eigenschaft, dass jedes (Y; Y;) sich linear mit 
constanten Coefficienten durch Y,f... Y,,f allein ausdriickt: 


(Yi Yi) =D giv Vol, 
1 


so erzeugen die infinitesimalen Transformationen Y,f... Ynf eine 
m-gliedrige Untergruppe der ersten Gruppe. Insbesondere heisst diese 
Untergruppe invariant (ausgezeichnet), wenn auch jedes (X; Y;) sich 
durch die Y;f allein ausdriickt: 


(X; Y) =>! hugs Vol, 


wobei unter den h,;, Constanten zu verstehen sind. 

Kennt man die infinitesimale. Transformationen X,f und somit 
auch die Constanten ¢;,,;, so kann man alle Untergruppen der Gruppe 
X,f durch algebraische Operationen finden. Namentlich gestaltet sich 
die Bestimmung der invarianten Untergruppen sehr einfach; man 
braucht nur zu beachten, dass in einer invarianten Untergruppe, in 








8 Frrepricu Eneet. 


welcher die infinitesimale Transformation Yf vorkommt, auch alle 
Transformationen von der Form (X, Y) enthalten sein miissen. 

Wir nennen das System der Constanten ¢;,, nach Lie einfach die 
Zusammensetzung der Gruppe X,f... X,/. 

Die Jacobi’sche Identitit 


((X:X) Xx) + ((X)Xx) Xy + (XxX) Xj) = 0, 


welche zwischen drei beliebigen infinitesimalen Transformationen X,/, 
X,f, X;f besteht, liefert folgende Relationen zwischen den ¢;,;: 


> (Cijs Conv + Cis Coir + Cris Csjv) = 0 
1 
(t,j, % vol...) 

Soll daher ein System der ¢;,,; die Zusammensetzung einer Gruppe 
darstellen, so muss es nothwendig die eben geschriebenen Relationen 
befriedigen. Sind umgekebrt diese Gleichungen erfiillt, so giebt es, 
wie Lie zeigt, auch stets r-gliedrige Gruppen, welche die betreffende 
Zusammensetzung haben. Lie giebt tiberdiess Methoden, um alle 
transitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung aufzustellen. 

Hat man zwei r-gliedrige Gruppen X,f... X,f und Y,f... Y,f, 
zu welchen ein und dasselbe System der ¢;,, gehért: 


(4) (X; X,) -> Cixs Xf; (% Y;) -> Cixs Y,f, 


so nennt man die beiden Gruppen gleichzusammengesetat oder holoedrisch 
isomorph. 

Andererseits sei zwar die Gruppe X,f... X,f r-gliedrig, aber die 
Gruppe Y,f... Y,f bloss m-gliedrig, so dass also unter den Y,f nur 
m von einander unabhingige Transformationen vorhanden sind. Be- 
stehen dann die Gleichungen (4), so sagt man, dass die Gruppe Y,f 
mit der Gruppe X,fmeroedrisch isomorph ist. Unter den eben gemachten 
Voraussetzungen sind Y,f... Y,f durch r — m von einander unab- 
hingige Relationen von der Form 


r 


(5) > Inu Y,f=0 (w=—1...r—m) 


1 


e 


verkniipft. Der Ausdruck 


(x. Sup vet) = Se. Cixs Yof 
1 1 1 


muss dann vermége der Gleichungen (5) verschwinden d., h. es bestehen 
Gleichungen von der Form: 





























Transformationsgruppen. 


(x Shon ¥.1) > > pe Y,f 
1 1 1 


und zwar miissen dieselben eine directe Folge der Gleichungen (4) 
sein. Daraus ergiebt sich, dass die infinitesimalen Transform:tionen 


> Gen Xef (w=1...r— m), 


welche offenbar von einander unabhiingig sind, eine (r—m) gliedrige 
invariante Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe X,f... X,f erzeugen. 
Aus dem Gesagten erkennt man leicht, wie man die Zusammen- 
setzungen aller Gruppen findet, welche mit einer vorgelegten r-gliedrigen 
Gruppe X,f...X,f meroedrisch isomorph sind. 
Ks seien 


> Geu Xaf ‘(u=1...r—m) 
1 


unabhiingige infinitesimale Transformationen einer (r — m) gliedrigen 
invarianten Untergruppe der Gruppe X,f... X,/f. Zwischen den infini- 
tesimalen Transformationen Y,f... Y,f setze man die Relationen 


> Inu Yef = 0 (u=1...r—m) 
1 


fest, welche etwa Y,4:/... Y,f durch die iibrigen Y,f auszudriicken 
gestatten mégen. Setzt man die so gefundenen Werthe von Y,4:/.. 
.. Y,f in die Relationen 


(Yi Yu) = > Cins Ys f 
1 
ein, so erhiilt man alle (Y;¥,) durch Y,f... Y,,f ausgedriickt und 
bekommt somit die Zusammensetzung einer m-gliedrigen Gruppe Y,/. . 
- Ynf, welche offenbar mit der Gruppe X,/...X,f meroedrisch 
isomorph ist. 

Av? diese Weise hat man nach und nach alle invarianten Unter- 
gruppen der Gruppe X,f... X,f durchzugeben. 

Enthilt eine Transformationsgruppe gar keine invarianten Unter- 
gruppen, so heisst sie einfach. Kine mit ihr meroedrisch isomorphe 
Gruppe kann dann keine infinitesimale Transformation enthalten d. h. 
sie besteht nur aus der identischen Transformation 2; — 2;. 


“Nach diesen Vorbemerkungen, welche dazu bestimmt waren in 
die Theorie der Transformationsgruppen tiberhaupt einzuftihren, schalten 
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wir noch einige allgemeine Bemerkungen iiber die vorliegende Abhand- 
lung ein. 

Es soll in dieser Abhandlung eine neue Methode entwickelt werden, 
vermittelst deren Definitionsgleichungen von Gruppen von infinitesimalen 
Transformationen bestimmt werden kinnen. 

Lie hat an mehreren Stellen der erwiihnten Abhandlung ,,Ueber 
unendliche Gruppen“ direct einige Definitionsgleichungen in der Ebene 
berechnet. Er verlangt einfach, dass mit §,, 9, und &, 4, gleich- 
zeitig auch 


a a a a 
Fi he + 1 oe — & a “oe ges 


Fi oe +m ous — § om — No ou 
ein Lésungensystem der betreffenden Differentialgleichungen ist, und 
erhilt auf diese Weise Relationen, aus welchen sich die Coefficienten 
der Differentialgleichungen ermitteln lassen. Allerdings fiihrt dieses 
Verfahren auf recht weitliufige Rechnungen (vgl. Ueber unendliche 
Gruppen § 6). ; 

Die Methode, welche hier auseinandergesetzt werden soll, ist all- 
gemeiner. Schon liingst vermuthete ich, dass sie alle Definitions- 
gleichungen von Gruppen liefert, da iiberraschte mich Lie eines Tages 
mit einem Beweise dieser meiner Vermuthung. Leider muss ich auf 
eine Reproduction dieses Beweises verzichten, weil dieselbe zuviel Raum 
in Anspruch nehmen wiirde. 

Natiirlich werden wir fast nur solche Gruppen finden, welche 
schon aus den Lie’schen Untersuchungen bekannt sind, Das Interesse 
der nachfolgenden Entwickelungen kann daher in der Hauptsache nur 
in der Eigenthiimlichkeit der Methode und ausserdem noch in der Form 
der Resultate liegen. 

Lie betrachtet nimlich alle ahnlichen Gruppen als gleichberechtigt. 
Es kommt ihm nur darauf an, Normalformen fiir die verschiedenen 
Gruppentypen aufzustellen, soweit dieselben nicht durch Variabeln- 
iinderung in einander iibergehen kénnen. Er sucht immer den Reprii- 
sentanten jedes solchen Typus; mit dem Repriisentanten ist ja die 
ganze Schaar der aihnlichen, also aller Gruppen, welche dem Typus 
anghéren, implicite gegeben. 

Aber es kann seine Vortheile haben auch einmal einen andern 
Gesichtspunkt in den Vordergrund treten zu lassen. Wir werden daher 
keine Normalformen suchen, sondern auch die Gruppen, welche mit 
den Lie’schen Normalformen ihnlich sind, siimmtlich explicite angeben. 
Wir wiinschen nicht die einfachsten Formen der Definitionsgleichungen 
zu kennen, wir verlangen vielmehr fiir jede Schaar von gleichberechtigten 
Gruppen die allgemeine Form der Definitionsgleichungen, aus welcher 
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dann jede einzelne Gruppe der Schaar durch Specialisirung erhalten 
wird. 

Soviel iiber die Form, in welcher sich uns die Gruppen darstellen 
werden. Nebenbei werden wir aber noch einige Resultate fiir die 
Integration von Definitionsgleichungen gewinnen. Unter Umstiinden 
lisst sich niimlich a priori die Existenz gewisser Integrale erkennen; 
zur Aufstellung derselben werden wir Mittel angeben. Damit gelangen 
wir mehrfach zu denselben Integrationsvereinfachungen, welche Lie 
auf anderem Wege erreicht hat. 

Aus leicht erkennbaren Griinden beginnen wir mit dem einfachsten 
Fall, wir betrachten zuerst die einfache Mannigfaltigkeit. Die Ent- 
wickelung der Theorie bietet hier die wenigsten Schwierigkeiten und 
lasst sich auch zu einem gewissen Abschluss bringen. 


et. 
Allgemeines iiber die einfache Mannigfaltigkeit. 


1. Der Gedankengang, welcher mich urspriinglich zu den nach- 
stehenden Entwickelungen gefiihrt hat, war kurz der folgende. 
Denken wir uns irgend eine Gruppe der einfachen Mannigfaltig- 
keit vorgelegt und ausserdem alle mit ihr ahnlichen Gruppen auf- 
gestellt. . 
. Die urspriingliche Gruppe wird durch eine Differentialgleichung 
von der Form 


Et aya) PoE 4. + ae ala) $2 + a @E =O 


definirt. Ebenso wird sich auch der Inbegriff aller Gruppen, welche 
mit der urspriinglichen iihnlich sind, durch eine Differentialgleichung 


ay £t43, £4 


da” ' Soe tes + Bua G+ But =0 
definiren lassen, nur dass in derselben die Coefficienten B von einer 
willkiirlichen Function etwa a(x) und von deren Differentialquotienten 
abhingen. 

Es liegt auf der Hand, dass die betreffende Schaar von Gruppen 
bei Kinfiihrung einer neuen Variabeln x, = F(x) invariant bleibt; 
jede Gruppe der Schaar geht ja dabei in eine mit ihr thnliche tiber 
und diese gehért ebenfalls der Schaar an. Da nun der Werth, welchen 
die Function a(x) besitzt, in (1) die einzelne Gruppe bestimmt und 
andererseits die einzelnen Gruppen bei Einfiihrung der neuen Variablen 
x, unter einander vertauscht werden, muss @(2) in eine neue Function 
a,(#,) tibergehen. Zwischen a, a,, F und ihren Differentialquotienten 
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miissen also analytische Beziehungen bestehen, vermége deren sich «, 
aus @ und F' bestimmen lisst. 

Insbesondere kann der Fall eintreten, dass «, sich analytisch durch 
« und durch F mit seinen Differentialquotienten etwa bis zur ne Ord- 
nung ausdriickt: 

a,=yz(a, FP, FF’... F™); 

wir wollen ausserdem noch annehmen, dass die Function x keine will- 
kiirlichen Constanten enthilt. Unter dieser Voraussetzung ist «, voll- 
stiindig bestimmt, wenn « und JF’ gegeben sind und ebenso ist um- 
gekehrt @ vollstiindig bestimmt, wenn man a, und F kennt. 

Die Gleichungen 


(2) “= F(a), “= 4 (a, F, - - F) 
bilden nun eine wnendliche Transformationsgruppe. Hat man nimlich: 
Ly = D(X), Hy = 4 (a,,9, 0... OM), : 


so bekommt man 2, = % (7’'(z)) und also: 
a, = x(e, OF), O(F)F’...) 
= 1(@, 9, @... Om), 


worin eben liegt, dass die Gleichungen (2) eine unendliche Gruppe 
darstellen. 

Ebenso bestimmen auch die Gleichungen 
(3) m—=—F@), &=§F(@), y—2(0, FF... Fo) 
eine unendliche Gruppe, bei welcher offenbar die Differentialgleichung 
(1) der oben besprochenen Schaar von Gruppen invariant bleibt. 

Die identische Transformation der unendlichen Gruppe (2) erhalten 
wir fiir x, = 2, denn dann bleibt ja jede einzelne Gruppe der Schaar 
(1) invariant; fiir 2,2 muss also auch a, = « werden. Weiter 
ergeben sich die infinitesimalen Transformationen der Gruppe (2), wenn 
man “, =x -+ (x) dt setzt, unter d¢ eine infinitesimale Grésse ver- 
standen. Dabei wird etwa: 

a, = a+ Q(a, p, yp... p™)dt, 
wo die Glieder zweiter und héherer Ordnung weggelassen sind. Die 
Function Q verschwindet offenbar, wenn die willkiirliche Function » 
gleich Null gesetzt wird. Mit Anwendung der Lie’schen Bezeichnungs- 
weise lassen sich nun die infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
(2) folgendermassen schreiben: 
(4) p(x) fe + Q(a, 9, y... 9) # : 


a 


Ist zx, = «+ pdt, so wird 
f= § + Eq dt; 
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die infinitesimalen Transformationen der unendlichen Gruppe (3) werden 
somit: 


(5) o() £ + tp + Q¢a, 9, 9°... 9%) ZF 


Die suaititiie (4) und ea stellen natiirlich zwei unendliche 
Gruppen von infinitesimalen Transformationen dar und zwar lisst die 
zweite dieser beiden Gruppen die Differentialgleichung (1) invariant. 

Was die Form der Function Q anbetrifft, so ist leicht zu sehen, 
dass Q in den g, gy... g™ linear und homogen sein muss. Ist 
nimlich 


v(a) £4 Q(a, y, 9"... om) $F 


eine zweite infinitesimale Transformation der ii (4), so gehort 
auch jede Transformation von der Gestalt 


(ap+be) f+ (aQ@o..) +0Q@, 9...) 


der Gruppe an. Diese Transformation muss daher die Form 
(ap -+by) 2F f+ Qa, ap + by. ..ag™ + by) $F 


besitzen und da ausserdem Q(a, pm...) gleichzeitig mit m verschwindet, 
so ergiebt sich, dass Q(a, m...) die Gestalt hat: 


Qa, po... 9) =ap+agy +---+ ag”, 
wo die Coefficienten a; nur von « abhiingen, aber auch keine will- 
kiirlichen Constanten enthalten, 

2. Ich bemerkte bald, dass tiberhaupt zu jeder unendlichen Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen, welche die Form (4) besitzt, eine 
Differentialgleichung von der Form (1) gehért, welche eine unendliche 
Schaar von Gruppen der einfachen Mannigfaltigkeit definirt. Fiir 
dieses Resultat, welches ich durch Rechnung gefunden hatte, erkannte 
Lie den inneren Grund. Wir geben zuniichst den Lie’schen Ge- 
dankengang wieder. 

Die infinitesimalen Transformationen 


(6) p(w) $F 4 aie j of 


mit der willkiirlichen Function als mégen eine unendliche Gruppe 
bilden. Es sei ferner «(#) irgend eine beliebig wihlbare Function 
von «. Lie sucht nun unter den infinitesimalen Transformationen 
(6) diejenigen auf, welche die Gleichung « — a(x) = 0 invariant lassen. 
Der Inbegriff aller dieser Transformationen muss eine Gruppe von in- 
finitesimalen Transformationen bilden (vgl. Einleitung unter EF). 
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Wenn man die infinitesimale Transformation (6) auf den Ausdruck 
a — a(x) ausfihrt, so erhilt man: 


Da 9 — e@o. 
0 
Soll nun die Gleichung « — a(~) = 0 bei einer Transformation von 
der Form (6) invariant bleiben, so muss der eben gefundene Ausdruck 
vermége « — a(x) = 0 verschwinden (vgl. Hinleitung unter E) d. h. 
die Function m muss eine Lisung der Differentialgleichung 


>! a (a(a)) »® — a’ (a) p =0 


sein. Setzt man daher in (6) an die Stelle von » die allgemeine Lésung 
der erhaltenen Difterentialgleichung, so bekommt man die gewiinschte 
Gruppe von infinitesimalen Transformationen. 

Die gefundene Gruppe enthiilt die zwei Variabeln 2 und a. 
Wichtiger ist jedoch eine damit eng zusammenhingende Gruppe in der 
Variabeln x allein. Die Differentialgleichung fiir g besitzt niimlich 
augenscheinlich die Kigenschaft, dass sich aus zweien ihrer Lésungen, 
etwa gm und yw stets eine dritte Lésung von der Form py’ — yq’ z- 
sammensetzen liisst. Versteht man daher unter gp die allgemeine 


Lésung der obigen Differentialgleichung, so stellt auch kf - 


Gruppe von infinitesimalen Transformationen dar. Diese Gruppe ist 
offenbar endlich und erzeugt daher auch eine endliche Transformations- 
gruppe. Also hat Lie ohne Weiteres den Satz: 

Satz 1. Stellt der Ausdruck 


eine 


o(2) ZF +>} ala) 9 ZF 
0 


eine unendliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen dar, so 
definirt die Differentialgleichung 


n 


(7) >! a;(a) © — Wve =—0, 


0 


wenn darin fiir « irgend eine Function von x gesetet wird, eine endliche 
Gruppe der einfachen Mannigfaltigkeit. 
Die Art und Weise, in welcher Lie zu diesem Satze gelangt, 
lisst, wie man sieht, an Einfachheit und Kiirze nichts zu wiinschen tibrig. 
Mein urspriinglicher Beweis ging darauf aus, durch Rechnung zu 
beweisen, dass die Gleichung (7) eine Gruppe definirt. Der Beweis 
hat auch jetzt noch ein gewisses Interesse, namentlich wegen der 
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Endformel, welche sich ergiebt. Er mag deshalb hier noch seine Stelle 
finden. 

Zur Abkiirzung schreiben wir U(a, p) fir Da;(a«) gp. Die 
unendliche Gruppe (6) Be”: dann die we an 


9 4 c+ U(a, y) 2 


Ist ferner 
v4 Ce, » 3 


eine andere infinitesimale Transformation der rae so gehért auch 


n " 
ee U(a, 0 U(«, 
(pv —vy) So 4 {> > oP yn — y >) a ae gt 4+ 
0 


U(a, U(a, 
+ U(a, 9) )2 sae. — U(a, v) 2 RTE 


der Gruppe an (Einleitung unter C); der Coefficient, welchen af in 


dieser Transformation hat, muss daher die Form U(a, py’ — q’) 
besitzen. 
Um den Ausdruck fiir U(@, py’ — vg’) moglichst kurz schreiben 


zu kénnen, fiihren wir folgende Bezeichnungen ein. Wir setzen: 


1 GU(a,9) pitt) = a’ U(a, @) 
Py ~ ag dz 
und 





1 aU(a, 9) pit) 4+ «& a’ oT e.g) — 4U(«,9) 
og @ dx ? 


so dass also 
a L’ U(a, me = _ dU (a, 9) a’ 0 U(a,) 
dx ey dz da 





wird. Unter @’ verstehen wir dabei den Differentialquotienten | se von 


a, indem wir z als unabhiingige und « als abhiingige Variable be- 
trachten. 
Nach diesen Festsetzungen bekommen wir ae Identitiit: 


’ , 1’ . YU (ce, 


+ U(a, 9) ede) _ ae y) 2U (a9) oT a9) 


oder nach einer einfachen Umformung: 


U (a, p¥ — vy) =p S2e9) _ y Wao) 4 


4 20; pas {U(a, 9) — ep} — sve {U(a, v) — «'y}. 





(8) 
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Subtrahiren wir endlich hiervon die Identitit 


« (p¥—ve) =a oy + a’ py — ayy — agg, 
so ergiebt sich die wichtige Formel: 


U(a, pv —vq’) — «(pv —vq’) 
(9) =9 + (U(ev)—a'v)—v 4 (U@9) —«9) + 
4+ 229 £0 (a, ») — « p} —F@*) {0 (a, ¥) — ov}. 


In dieser Formel liegt nun der Beweis des Satzes 1. Denken wir 
uns namlich fiir @ eine beliebige Function von « gesetzt und setzen 
wir voraus, dass § —qg und § =—w zwei Lisungen der Differential- 
gleichung (7) sind, so verschwindet die rechte Seite von (9) identisch. 
Da in Folge dessen zugleich die linke Seite verschwindet, so ist auch 
gv —wvq eine Lisung von (7) und diess war zu beweisen. 

3. Wir werden jetzt zeigen, dass die Differentialgleichung 
(10) U(a, §) —w#&=—0 


die unendliche Gruppe der infinitesimalen Transformationen 


(11) p(x) Ley + UG, 9) oH 
gestattet. 


Vom Lie’schen Standpunkte aus gestaltet sich der Beweis kurz 
wie folgt: Die Gleichung (10) definirt, wie wir oben sahen, diejenigen 
unter den infinitesimalen Transformationen 


x(a) 2 4 Oe,» 2, 


welche die Gleichung « — a(x) = 0 invariant lassen, unter e(x) irgend 
welche Function von « verstanden. Nimmt nun « — ae(2) =0 bei 
Ausfiihrung der infinitesimalen Transformation (11) oder: 


(11) a—=a+g(a)dt, E=E+EG' St, «, —a+U(q, pdt 


die Form a, — @,(x,) =O an, so miissen die durch (10) definirten 
infinitesimalen Transformationen sich in or” Transformationen 


v(x, y gE py U(a,, ¥) 2 


verwandeln, welche «, — a, a == 0 sii’: lassen. Also geht die 


Gleichung (10) bei Ausfiihrung der infinitesimalen Transformation (11’) 
tiber in: 


U(a,, §) — a,’—, = 0. 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Mein ilterer Beweis wird vielleicht den einen oder den anderen 
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Leser mehr befriedigen als der eben entwickelte. Mein Verfahren war 
einfach das folgende. 
Den Variabeln z, und @ wurden die Incremente 


Oxa—=gpot, DE—EG' It, da =— U(a, pdt 


ertheilt und es war nunmehr das Increment von U(a, §)—a’& zu 
berechnen. 


Aus da — a dz = 0 ergab sich: 
, ad ’ d d , , 
dad= 7 da—a qq ba = (> VE, g)—«'g Ot. 


Ebenso wurde 


—- =p", —-=—t9"+ eo" —é’g’ us. w. 
Durch die Bemerkung , ask sich schreiben liess: 
=fo+(ty—et), a =e et é (Eo’— 98), 


oF = t'o + * by'—9!), 


wurde man auf die Vermuthung wo dass allgemein die Formel 


a = E+) + - = = (Eg — — ot’) 


geiten méchte. Wirklich erhielt man auch aus der Gleichung 
dé — e+ dz — 0 


wieder: 


ogee ) git 
ae Bp + E+ 2 Ee — 98) — Be 








= EH) gp + x (Ey —9), 


womit die Allgemeingiiltigkeit der vermutheten Formel nachgewiesen war. 

Nunmehr konnte das gewiinschte Increment berechnet werden. 
Da € und seine Differentialquotienten in U(a, §) nur linear und homogen 
vorkommen, ergab sich: 


$ (U8) — et) = £ UG, 8). 9 + Ue, by’ — 98) — 


— Wt +U(«, 9) ~ U@,t)— &( Ge Ulag)—«'9). 


Hier liess sich die rechte Seite vermittelst der Identitiét (8) umformen 
und man kam auf die einfache Formel: 


(12) 3 (U(@, &) — &t) = % Ula, o) {U(a,§) — of}. 


Mathematische Annalen. XXVII. 2 








17 





18 Friepricu Eneet. 


Diese Formel zeigte deutlich, dass die Gleichung 
U(a, §) —o’—E=—0 
die infinitesimalen Transformationen (11) gestattet. 
Wir haben also den Satz: 
Satz 2. Bilden die aiiciasiteae Transformationen 


o(e) 3 + Di ale) 9 Fe 


eine unendliche Gruppe, so dole die Gleichung 


> ai(a)8 — w§ = 0 


0 


die unendliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen 
; . ar 
o(2) $F 4 bg SE 4 Sala) yo £F. 
0 


4, Die Differentialgleichung (19) gestattet, wie wir eben gesehen 
haben, die infinitesimalen Transformationen 





dx af dé af om da Of , Se Of 
at an + at ag ter fat + 


(13) t da dt da’ 
é 8 , é 
St =(a), So =ty, $* = U@,9). 
Im Raume der Variabeln z, — ... &"), a, a haben wir uns die 


Gleichung (10) als eine Mannigfaltigkeit vorzustellen, welche bei den 
Transformationen (13) invariant bleibt, wihrend ihre Punkte unter- 
einander vertauscht werden. Es ist nun sehr gut denkbar, dass die 
Punkte dieser Mannigfaltigkeit sich ihrerseits in unendlich viele Mannig- 
faltigkeiten anordnen lassen, welche einzeln bei den Transformationen 
(13) invariant bleiben. Analytisch ausgedriickt heisst diess: es kann 
eine Function von 2, & ... &), a, a’ existiren, welche bei Beriick- 
sichtigung der Gleichung (10) die Transformationen (13) gestattet. 
Denkt man sich etwa §”) vermittelst der Gleichung (10) eliminirt, so 
handelt es sich einfach um die Existenz einer Function 


e Q(x, §, es ay ge), a, a’), 
welche die Transformationen (13) zulisst. 
Existirt eine solche Function Q, so stellt dieselbe gleich Constans 
gesetat stets ein Integral der Gleichung (10) dar. Diess werden wir jetzt 
beweisen. 


Die Function Q(x, §... a’) ist nach Voraussetzung eine Liésung 
der Gleichung 
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da Of , 9& Of. age? da of or 
(14) “Ot Ox + Fr Ot dé Tene ah ot at Ot da i Ga" = 9. 


Diese Gleichung zerlegt sich wegen der Willkiirlichkeit von —— oe = (2) 


in eine Reihe von Differentialgleichungen, denn die Coefficienten von 
g, py... gt) miissen ja einzeln verschwinden. Da p+» einzig und 


allein in =. vorkommt, ergiebt sich sofort $f = 0, in den etwaigen 
Lésungen von (14) ist also jedenfalls « nicht enthalten. Dagegen 


muss @ nothwendig vorkommen. Ware nimlich ; or = 0, so kime g™ 


m—1) 
bloss in ie ;~ Vor, also miisste 1 f i nl Ebenso wiire 
— =0u.s. w., kurz die Gleichung (14) hitte nur die nichts- 


sagende Liésung f = const. 
Es sei nun Q(%, &... &"—, a) eine Lésung von (14) und also 


A identisch gleich Null. Mit Benutzung des friiher gefundenen Aus- 


ag : 
druckes fiir — 7. haben wir dann: 


n—1 


dQ AQ 1 OQ @2 
_— —" + Qa + < fee ahs ee’ ais 9 &’) + 
+ U(@, g) 2 - a @ 


Setzen wir hierin g = &, so kommt: 
dQ Q ' 


so dass also die Gleichung a2 0 sich von der Gleichung (10) nur 


um einen nicht verschwindenden Factor unterscheidet. Wirklich ist 
demnach Q = const. ein Integral der Differential gleichung (10): 
Satz 3. Bilden die infinitesimalen areas Gare 


opt reg hy Yaa § of 
eine unendliche Gruppe und ist Q(x, &, fi ..+&-), a) eine Lisung der 
Differentialgleichung 


de Of 88 af age?) da of 
(15) or ge tae ag tt a ment a das 





ox da 


low 


é , 
FU 2=t% Ze ST ai(a) 9, 
0 


2* 
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so ist 
Q(x, &, F ... F*-», a) — const. 
ein Integral der Differentialgleichung n*” Ordnung: 
Dd! (at — dB =0. 
0 
Zum Schlusse noch eine Bemerkung, welche fiir das Folgende von 
Wichtigkeit ist. Wir werden nimlich zeigen, dass man in der wnend- 
lichen Gruppe ‘ ‘ 
9 24 U(a,g) $f 
an Stelle von « die neue Variable 
(16) a, = 0(a) + (2) 
einfiihren kann, ohne dass diess auf die Differentialgleichung 
U(a,§)— wi —0 


einen wesentlichen Einfluss hat. Die Functionen @ und z bedeuten dabei 
willkiirliche Functionen ihrer Argumente. 

Bei Einfiihrung der neuen Variabeln a, nimmt unsere unendliche 
Gruppe die Form an: 


9 $F + {9.2 (2) + U(a, 9)o'(a)} $- 
Hieraus ergiebt sich nun die Differentialgleichung 
Ex'(«) + O(a, &) @'(a) — (@'(a) @ + 2’ (x))§ =O, 
also bei Weglassung des Factors ’(«) wieder die alte Differential- 


gleichung 
U(a, §) — v& =0. 


Wir sehen daraus, dass zwei unendliche Gruppen von der Form 
é 7] 

(17) g £4 O(a, 9) of 

stets dieselbe Schaar von Gruppen der einfachen Mannigfaltigkeit liefern, 
wenn sie durch eine Transformation von der Form (16) mit einander 
aibnlich sind. Wir werden in Folge dessen im niichsten Paragraphen, 
wo wir die verschiedenen unendlichen Gruppen (17) bestimmen, nicht 
alle diese Gruppen aufzustellen brauchen, sondern nur die einfachsten 
Normalformen aller verschiedenen Typen, welche nicht durch Transfor- 
mationen von der Form (16) in einander iibergefiihrt werden kinnen. 
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§ 2. 
Die einzelnen Gruppen der einfachen Mannigfaltigkeit. 


5. Zuniichst wenden wir uns dazu, alle unendlichen Gruppe.: von 
infinitesimalen oe eamresrg 


y 4 ry fs. U(a, g) $f 
zu bestimmen. 
Die allgemeine infinitesimale Transformation einer solchen Gruppe 
hat die Form: 


7) ’ 
Xf = 9 SE + (ag(a)p + a,(@) 9 +--+ aa (ay) 2, 
wo die Coefficienten Functionen von « sind aber keine willkiirlichen 
Constanten enthalten. Fiihren wir fiir die infinitesimale Transformation 


i ef - allgemein das Symbol A;f ein, so erhalten wir: 


Xf=9 = +3} Aif - 9. 


Eine andere infinitesimale Transformation der Gruppe sei: 
ypaw 4 Sar yi, 


Wir bilden nun die Transformation ‘ Y) oder wie wir in Zukunft 
kurz sagen wollen: wir combiniren die beiden Transformationen Xf 
und Yf mit einander. Die Transformation (X Y) muss dann wieder 
der Gruppe angehoéren, also muss werden: 


(1) (XY) =(¥-v9) $6 £4 Dar & (pw —v9). 


Auf der andern Seite aber ergiebt sich bei directer Ausrechnung: 


(2) X(¥ (1) — ¥(X(N) = @v —v9) L4 Dd} Af Qyy— yy) 
0 
n—i nn 
+>) D? (Aids) (9 YO — Y9 gi), 
0 #1 
Die beiden Gleichungen (1) und (2) miissen tibereinstimmen. Diese 
Forderung driickt sich durch eine Gleichung von der Form 
n—l 2” 
t >= giz (pO YH — yO mp) = 0 
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aus, in welcher die g;, von x unabhiingig sind. Da aber m und w 
vollkommen willkiirlich sind, iiberzeugt man sich ohne Schwierigkeit, 
dass diese Gleichung nur dann bestehen kann, wenn alle g , ver- 
schwinden. 

Um fiir den vorliegenden Fall die Ausdrticke g;, zu berechnen, 
miissen wir zuniichst die rechte Seite von (1) entwickeln. Mit Be- 
| der bekannten Formeln 


Sie—) 


(OV) = 9 HH AG WF MOD gryen 4... 


e (vy) = PY FT gryHv+.-- 
erhalten wir: 
“(ov — 0p) = PHY + (& — 1) gp PO+ 


+(2e=9 E —n) gp’ yd 4... 


und hieraus durch eine leichte Umordnung: 

a , , ‘ 2 , x , *) 

=~ (98 —¥ 9) = 994+ — v4 + (n—1) (9'WO— v9!) + 

—1 ” : ” > * 
+( 2 : a n) (p” yl) — yp" pl-9) 4... 

Diese Reihe schliesst jenachdem i die Form 2v — 1 oder 2v hat 

mit einem Gliede m?-) yo+) — pl) m+) oder mit einem Gliede 
p™ Yor — yl) pO), 
Machen wir jetzt nach Einsetzung des gefundenen Ausdrucks in 


(1) die Vergleichung der beiden Ausdricke fir X(¥(/)) — ¥(X(/f)), 
so finden wir zuniichst, dass sich das Glied: 


> Aif (py) — ppt») 
0 


weghebt. Weiter bekommen wir: 
(A,4:) =90O (t—=1...m) 
(3) (A,4;)) =(i—1) A; (t—=2... m) 
(4,41) = (S8=9 — i) A, (i= 3... m). 


Beriicksichtigen wir noch, dass in (1) kein Glied mp p™ — pl) gi” 
vorkommt, in welchem die Summe v + z die Zahl + 1 tibersteigt, 
so haben wir: 


(A,An) = (Ag An) = +++ == (Any As) = 0 (n> 2), 
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Damit sind zwar keineswegs alle Relationen zwischen A)f, A,/ . . 
A, f aufgestellt, allein wir werden sehen, dass die aufgestellten voll- 
kommen geniigen, um die infinitesimalen Transformationen A,;f zu 
bestimmen. 

6. Am einfachsten ist natiirlich der Fall n = 0, Entweder ist 
dann Af =O oder es ist von Null verschieden. Bei der ersten An- 
nahme erhalten wir die unendliche Gruppe 


7) 
9 £, 


bei der zweiten kénnen wir uns immer die Variable « so gewiahlt 


denken, dass A,f die Form gf annimmt. Auf diese Weise erhalten 


wir also die unendliche Gruppe: 
of of 
? oa +9 be’ 
Allein diese ist von der eben gefundenen nicht wesentlich verschieden, 


denn fiihren wir « — x als neues @ ein, so erhiilt auch sie die Form 


of 
? oa" 

Jetzt kénnen wir voraussetzen, dass » grésser als Null ist und 
dass A,f nicht verschwindet. Wir werden zeigen, dass die Zahl n 
nicht grisser als 3 sein kann. 

Fur » > 2 fanden wir oben (A,-1:A,) = 0; da aber die infini- 
tesimalen Transformationen A;f nur von der einen Variablen « ab- 
hiingen, folgt aus (A,-14,) = 0 sogleich A,-; = ApitAn, WO Ay—1 
eine Coustante bedeutet. Wegen der Gleichungen (3) ist nun: 

(A, An—1) = (m — 2) Ani = Ani (m — 2) A, 
= Ay-1(A, An) = de(n — 1)4,, 


woraus, da A, =£ 0 ist, folgt 4,1 =O das heisst A,1 = 0. 
Andererseits haben wir: 


(4, Ans) = 0 = (*@—9 — n) A,, 





eine Gleichung, welche nur fiir » = 3 bestehen kann, weil fiir » >3 
nothwendig A, verschwinden miisste, was ausgeschlossen ist. Demnach 
ist wirklich 3 der hichste Werth, welchen die Zahl n haben kann. 
Weiter ist (A)A,) = 0, also A, —=4,A, und da ausserdem die 
Gleichungen 
(A, Ay) = 0 = 4)(A, Ay) = 4y(n—1) An 
bestehen, so verschwindet 4, und somit auch A, immer, wenn n grdsser 


als 1 ist. 
Wir miissen jetzt die Fille » = 1, 2,3 einzeln behandeln. 
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1. Fall. n=1. 
Es ist A, = 4,A,; fiihren wir eine geeignete Function von a als 


neues @ ein, so kénnen wir A,f auf die Form rie bringen und be- 
kommen daher die unendliche Gruppe 


p fsa +9) of 


Fiihren wir hier noch e — 4,z als neues « ein, so erscheint die Gruppe 
in der Gestalt: 


- 
y of +P 30° 


2. Fall. n = 2. 
Wie wir oben sahen, ist: 
A,=0, (A, A,) = A, 
Indem wir daher A,f = ef wahlen, ergiebt sich: 
A,f = — (a + const.) at 
oder wenn « + const. als neues « eingefiihrt wird: 
7] é 
Af= 5, Af=—afl. 


ba" 
Die betreffende unendliche gee ist daher: 


9 so +g" —ag) a 
3. Fall. n = 3. 
Die oben gefundenen Relationen zwischen A,f...A,f sind: 


A,=A,=0, (A,4A;) =24A,. 

Setzen wir A, f= $f , so folgt 

A,f = — (2a + const.) #f 
und indem wir die Constante wie beim zweiten Falle wegschaffen : 

; ; é 
Asf = 2, A,f= — 2a—~ . 
Also haben wir die folgende unendliche nied 
Q ” , 7] 
poet (p" — 2ag’) oe 


7. In der vorangehenden Nummer haben wir gesehen, dass jede 
unendliche Gruppe von der Form 


+ of f+ UC, y) $f 
sich durch geeignete Wahl von « auf eine wl vier Formen: 
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7) ’ 
P5 ‘ : of +9 # 
gL +(g'—ap) $l, p+ 209) 2% 

euriickfiihren lisst. 

Nach dem in § 1 Nr. 2 bewiesenen Satze 1. stellt nun die Gleichung 
U (a, &) — o’& =O, wenn darin fiir a eine bestimmte Function von x 
gesetzt wird, immer die Definitionsgleichung einer Gruppe dar. Wenden 


wir diess auf die vorliegenden vier Gruppen (4) an, so bemerken wir 


zunichst, dass die Gruppe of nur liefert «’§ —0 also §=—0. Da- 


(4) 





gegen erhalten wir in den iibrigen drei Fallen wirklich Gruppen, niim- 
lich die folgenden: 

e’— avé = 0 
(5) g”— af’ — at =O 

&” —2at’—o’—& = 0. - 
Auf eine dieser drei Formen lisst sich also jede Definitionsgleichung 
U(a, §) — o& & = 0 bringen, welche zu einer unendlichen Gruppe 


P oF + U(@, g) $f 
gehort. 
Die drei Gruppentypen (5) sind, wie aus Lie’s Untersuchungen 
bekannt ist, die einzigen der einfachen Mannigfaltigkeit. 


Die Gleichung & — «’§ —( definirt die eingliedrigen Gruppen, 


welche mit der Gruppe of oder x, =x - a iihnlich sind. Die Glei- 


chung &” — wt’ — oa’ — = 0 definirt die Gruppen, welche mit der Gruppe 


se »¢t—— sf oder 2, = ax-+b ihnlich sind. Endlich die Gleichung 


t’” — 2at’— a’ § =O definirt solche Gruppen, welche mit der all- 


gemeinen projectivischen Gruppe 5 » &=— st ,?—— sf ahnlich sind. 


Unsere Methode liefert uns demnach simmiliche Gruppen der ein- 
fachen Mannigfaltigkeit. A priori klar war diess allerdings keines- 
wegs und es miisste eigentlich untersucht werden, warum wir alle 
Gruppen erhalten haben. (Vgl. dariiber das im letzten Theile der Ein- 
leitung gesagte.) 

8. Untersuchen wir jetet, ob es uns mit Benutezwng des Satzes 3, 
§ 1 Nr. 4 gelingt Integrale der Definitionsgleichungen (5) aufeustellen. 

Wir gehen die drei Fille einzeln durch, stellen jedesmal die 
Differentialgleichung (15) des § 1 auf und suchen ihre Integrale. 

1. Fall. Die ee 


g of + &y BC 4g of 
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zerfallt in die beiden: 
of of of 
7% # Oe te 
Die einzige Lésung derselben ist Ee-*, also ist Ee-« = const. das 
Integral der Differentialgleichung & — «’§ = 0. 
2. Fall. Die Gleichung 
, ” a ” , 
P- of +g’ = a + &@ 6 + (p —ay) 
zerlegt sich wie folgt: 


af _ ar 
0a 0, da 0, 


Man erhiilt cnr ein Integral der Gleichung &” — a& — a’§ = 0, 
namlich & — a& = const. 


3. Fall. 
SL +bo fl + ee fe + (Eo +89" Fo) ge Hp" 20g) 
ergiebt: 


52 fe Bae ef = Q, 


af Of _ yr Of _ oq Of _ 
eh Se el ia 


Bg tk go Ege ts 


Es findet sich ein Integral der settihpadinant? ‘—2at’—a’E=—=0 
nimlich 
be” — $ £'? — w&? — const. 


Man verificirt in jedem einzelnen Falle leicht, dass man wirklich 
ein Integral der betreffenden Differentialgleichung vor sich hat. 

Hier wird der geeignete Ort sein, noch etwas niither auf die Inte- 
grationstheorie der Gleichung &” — 2at’—«a’§ = 0 einzugehen. Ueber 
die beiden andern Definitionsgleichungen brauchen wir dagegen nichts 
weiter hinzuzufiigen, da aus dem Gesagten schon hervorgeht, dass sie 
beide durch Quadraturen erledigt werden kénnen. 

Wir denken uns also die Differentialgleichung 


(6) e” — 2at’ — oc’ E=0 
vorgelegt und fiir « irgend eine gegebene Function von x eingesetzt. 
Ein Integral der Gleichung (6) kennen wir zwar schon, niimlich 


ge” — >; &’? — a§? = const., 


allein dasselbe bringt uns zunachst weiter keinen Vortheil. 
Die Gruppe, welche durch (6) definirt wird, ist einfach, denn sie 
ist gleichzusammengesetzt und zugleich ihnlich mit der allgemeinen 
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projectivischen Gruppe $ £ , & - , # x der einfachen Mannigfal- 
tigkeit. Die gesuchte Gruppe enthilt daher oo! zweigliedrige Unter- 
gruppen, welche nach dem friiheren durch Differentialgleichungen von 


der Form 
&” — B(a)& — B’(x)E=—0 


definirt werden. 

Wir wollen die allgemeine Definitionsgleichung dieser co' Unter- 
gruppen bestimmen. Zu dem Ende differentiiren wir die Gleichung 
&” — pt’ — p'§ —0 nach z: 

ge” — Be" — 2p’e — prE=—O 
und eliminiren sodann §”: 
5” — (B? + 26')8 — (BB + B’)E=0. 

Diese Gleichung muss mit (6) tibereinstimmen, es muss also #6 der 
Differentialgleichung 

po 
(7) 6 ++p =a 
geniigen. 

Ist nun 6 = B(a, «) die allgemeine Liésung dieser Gleichung, so 
definirt &” — B(x, a)& — B'(x)§ =O die erwihnten co! Untergruppen 
und ist zugleich offenbar ein Integral der Gleichung (6). 

Jetzt kénnten wir mit Hiilfe des Integrals be’—2 atte const, 


noch ein weiteres Integral finden; es ist aber bequemer und kommt 
iibrigens auf dasselbe hinaus, wenn wir gleich von dem friiher gefun- 
denen Integrale der Gleichung &” — B&’ — p’§ — 0 Gebrauch machen. 
Auf diese Weise erhalten wir ein Integral von (6) mit zwei willkiir- 
lichen Constanten: 


& — B(x, a)— = const. 


Die Integration dieser Gleichung erfordert anscheinend Quadratur, 
kann aber ohne Quadratur geleistet werden. Diess zeigen uns die 
folgenden Betrachtungen, welch: wir aber nur kurz andeuten wollen, 
weil dieselben oder wenigstens ganz ahnliche schon mehrfach von Lie 
angewendet worden sind. 


In der dreigliedrigen Gruppe sf, x sf 2 $f 
jeder mit ihr gleichzusammengesetzten haben zwei zweigliedrige Unter- 
gruppen stets eine eingliedrige gemein und, wie sich zeigen liisst, ist 
auch jede eingliedrige Untergruppe in zwei zweigliedrigen enthalten. 
Diese Bemerkung kénnen wir hier verwerthen. 


Denken wir uns a und 0 in den beiden Gleichungen 
&’ — B(a,a)— —const., §& — B(x, b)E = const, 


und ebenso in 
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als feste aber doch willkiirlich gewihlte Constanten, so definiren diese 
beiden Gleichungen zusammengenommen die infinitisemale Transfor- 
mation, welche zwei bestimmten zweigliedrigen Untergruppen der ge- 
suchten Gruppe gemein ist. 

Wir bekommen daher fiir diese infinitesimale Transformation den 
Ausdruck: 


const. 
(8) aay “B(@, @)— Bla, b) 


Lassen wir aber hierin @ und 6 variiren, so erhalten wir alle infini- 
tesimalen Transformationen, welche zwei zweigliedrigen Untergruppen 
gemeinsam sind, also nach dem Obigen alle infinitesimalen Transfor- 
mationen der gesuchten Gruppe. 

Die Gleichung (8) stellt mithin die allgemeine Lésung der Glei- 
chung (6) dar. Diess kann man iibrigens auch direct verificiren, indem 
man (8) differentiirt und vermittels der Gleichung (7), welcher B(2, a) 
und B(x, b) beide geniigen, die Functionen 6 und die Constante c 
eliminirt. 

Die Integration der Differentialgleichung 3. O. (6) ist demnach 
unmittelbar durchfiihrbar, wenn die Differentialgleichung 1. O. (7) voll- 
stiindig integrirt ist. : 

9. Es wurde schon oben einmal (vgi. Nr. 7) beiliufig erwihnt, 
dass jede der drei Definitionsgleichungen 
(92) F—w§=0, & —a— We =0, & — 2a —w——0 
eine unendliche Schaar von Gruppen definirt, welche unter einander 
dihnlich sind. Doch wurde diess damals geschlossen, indem wir uns 
auf Lie’s Bestimmung der Gruppen in der einfachen Mannigfaltig- 
keit beriefen. Jetzt wollen wir auf diesen Punkt etwas niiher ein- 
gehen. 

Sollen alle Gruppen, welche durch die Differentialgleichung 
(10) U(a, §)— wi =—0 
definirt werden, unter einander hnlich sein, so ist es zuniichst noth- 
wendig, dass jede Gruppe dieser Schaar bei Hinfiihrung einer neuen 
Variabeln 2, = F(x) an Stelle von x wieder in eine Gruppe der Schaar 
iibergeht; ausserdem muss aber noch jede Gruppe der Schaar in jede 
andere iibergefiihrt werden kénnen. 

Machen wir in (10) die Substitution z, = F(x) und entsprechend 
—, = § F’ (x), so erhalten wir eine Gleichung von der Form: 





(11) > Bia, FF’... — 4 & =0, 
0 


dt 
ax, 


wo §, fiir *- geschrieben ist. Soll nun jede Gruppe wieder in eine 
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Gruppe der Schaar tibergehen, so muss diese letzte Gleichung, wenn 
man ihre Coefficienten durch die neue Variable x, ausdriickt, die Form 
U(a,, &) — a,'&, = 0 
erhalten kénnen, unter a, eine Function von 2, verstanden, Diese 
Forderung giebt eine oder mehrere Gleichungen zur Bestimmung von 

a, und a@,’ als Functionen von «, a’, F, F’.... 
Sehen wir zu, wie sich die Sache bei den drei verschiedenen Defini- 
tionsgleichungen (9) gestaliet. 
Wir finden zunichst: 
, , F” 
g— $, o= 5 — bi pe 
” ” Ul , F” F'F’’—2F": 
B= &," F’ —§, > i i 
m me TN ,2F’ F""—3F"? ad H’F”"—-2F" 
Bra FF? — §, F? —i& 2 > i 
Bilden wir unter Zugrundelegung dieser Formeln zu jeder der 
drei Differentialgleichungen (9) die entsprechende Gleichung (11) und 
verlangen, dass die drei auf diese Weise gefundenen Gleichungen be- 
ziiglich mit 
&,’—a,'—,=0, §,"—a,, —a,'&,=0, E,"" —2a, &,’ — a,’&, = 0 
identisch werden, so erhalten wir Folgendes: 
1. Fall. 





‘ a’ F” 
a ae + 


, da . 
also, da a, F” = > ist: 


(12) a, =F(x), §& —E§F' (x2), a =a +1F’ + const. 
In den beiden iibrigen Fallen ergeben sich je zwei Gleichungen, 
von denen wir aber jedesmal nur die eine aufzustellen brauchen, weil 


die andere aus ihr durch Differentiation hervorgeht. Es wird im 
2. Falle: 


(13) a= F(a), §=8F@), y= ~+ty 


und im 3. Falle: 
F'r”—2 Fs 


(14) =F), <8’ (2), ——f¢+—pe—- 


Verstehen wir hier unter F(x) eine willktirliche Function von z, 
so haben wir offenbar in jedem dieser drei Fille eine unendliche Gruppe 
von endlichen Transformationen, welche die betreffende Differential- 
gleichung (9) invariant lassen. Die einzelnen Gruppen, welche eine 
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solche Differentialgleichung fiir die verschiedenen Werthe der Func- 
tionen «(z) definirt, werden dabei unter einander vertauscht. 

In jedem der drei Fille kénnen wir ferner fiir @ eine beliebige 
Function «(#) und fiir @, eine beliebige Function «,(2,) setzen und 
erhalten dann jedesmal eine Differentialgleichung zur Bestimmung von 
F(a). Daraus schliessen wir, dass z. B. vermége der unendlichen Gruppe 
(13) jede beliebige Gruppe &” — a(x) & — a’ (x)—& = 0 in jede beliebige 
andere Gruppe &,” — a, (x,)&,’ — @,'(a,)&, = 0 tibergefiihrt werden 
kann und ebenso in den beiden iibrigen Fallen. Diess aber war eben 
zu beweisen. 

Substituiren wir in (13) fiir @ eine bestimmte se « (x) und 
fiir «, dieselbe Function von 2, niimlich «(a,), so bekommen wir fiir 
F die Differentialgleichung 


(15) a(e,) = =O) 4 F.. 


Dieselbe definirt alle Transformationen z,—=F'(x), welche die Gleichung 
B" — a(x) — a’ (x)—=—0 in §,” — a(a,)&,’ — a’ (x)=, =O verwan- 
deln. Es ist klar, dass alle Transformationen x, = F(x) von dieser 
Beschaffenheit eine endliche Gruppe bilden. Um die infinitesimalen 
Transformationen derselben zu finden, setzen wir 2,—=F'(4)—=2-+-Edt, 


dann wird 
ee(a) = (a) + «' (x) §dt 
und aus (15) ergiebt sich fiir § die Differentialgleichung: 
(16) " — a(x) & — a’ (x)§ = 0. 
Die Differentialgleichung 
qat + (a) 3% — a) (4%) = 0 


definirt also die wine’ Gleichungen x, = F(x) derjenigen Gruppe, 
deren infinitesimale Transformationen durch die Gleichung (16) defi- 
nirt werden. 

Ebenso erkennen wir, dass die Differentialgleichung 


a oe — 8 (SY + a(e) (St) a(@,) (4%) = 


die endlichen aac der Gruppe 


(17) ” — 2a(u)e — a’ (x)— = 0 
definirt. 

Auf das Verhiiltniss der Differentialgleichung & — a’(a)— = 0 zu 
der unendlichen Gruppe (12) wollen wir nicht eingehen, um nicht zu 
weitlaufig zu werden. Dagegen wollen wir iiber die beiden Gruppen 
(13) und (14) noch eine kurze Bemerkung machen. 
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Die Gleichungen dieser Gruppen ergaben sich oben ohne Inte- 
gration. Die Kenntniss dieser Gleichungen gestattet uns aber die in 
Nr. 8 aufgestellten Integrale der beiden Differentialgleichungen (16) 
und (17) ohue Integration zu finden, 

Wir werden den Beweis nur andeuten. Das Integral der Gleichung 
(17) zum Beispiel hatte die Form 


ge” — + £2 _ a? — const., 


wo die Function links die unendliche Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen 


| te ae 
pf + Ey +g — 2ay’) of 


gestattet. Diese Function muss nun auch die unendliche Gruppe von 
endlichen Transformationen (14) gestatten und man muss daher aus 
den Gleichungen (14) mit Hinzunahme der Ausdriicke fiir &,'§,” eine 
Gleichung von der Form 


BE," — G2 — 0B)? = BE” — > B? — a? 


erhalten, wenn man g und seine Differentialquotienten eliminirt, Diess 
ist auch wirklich der Fall. 
Ebenso erhilt man aus (13) leicht: 


§, — a, = f — a§. 


Damit sind die beiden Integrale in der That ohne Integration 
gefunden. ' 


§ 3. 
Allgemeine Entwickelungen fiir die »-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. 


10. Wir wenden uns dazu die Betrachtungen der Nummern 2 und 3 
des § 1 fiir die m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit durchzufiihren. 
Doch werden wir uns jetzt etwas kiirzer fassen kénnen. 

In den Variabeln 2, ...%,, @,... Gm moge 


n m 
> a >: 7) eo ) 
pie + *Q4 (0, +++ em, Pis** Pn, a see a 
1 1 


eine unendliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen darstellen. 
Unter den g; verstehen wir dabei willkiirliche Functionen von 2, ...%,3 
die 2, enthalten ausser a, ...@,, noch die g; nebst ihren Differential- 
quotienten bis zu einer gewissen Ordnung. Ausserdem setzen wir noch 
voraus, dass die Functionen Q, keine willkiirlichen Constanten ent- 
halten und daher vollstindig bestimmt sind, wenn die gy; gegeben sind; 
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endlich mége noch Q; =--- = Q, = 0 werden, wenn alle g,; ver- 
schwinden. 

Nehmen wir eine zweite infinitesimale Transformation der obigen 
Gruppe hinzu, etwa: 


Se 36 +332. (a, ++ "Om, Wye*' Vn,» ae ” 55. ? 


so muss auch 


Dies, + by) +> (42x (a 9)-+b2u(a, ¥)) 7 


der Gruppe angehéren; die Coefficienten der 6f iissen daher unter 


den gemachten Voraussetzungen die Form Q,(a@,am-—+ by) erhalten 
kénnen. Daraus schliessen wir, dass die Functionen Q, in den gi 
und deren Differentialquotienten linear und homogen sind. 
Wie friiher setzen wir zur Abkiirzuag 
7] 
Q, (a, =< ee = +. = U, (@, 9). 


Unter den infinitesimalen Transformationen 


(1) Do Z+>} te, 9) 


suchen wir nun diejenigen, welche das Gleichungensystem 
(2) O, — (4, .. . Ln) =O... Om — Om (4, «2. La) = O 


invariant lassen. Der Inbegriff aller dieser Transformationen — wenn 
es tiberhaupt solche giebt — bildet dann, wie wir wissen, eine Gruppe 
von infinitesimalen Transformationen. 

Soll das Gleichungensystem (2) die infinitesimalen Transformationen 
(1) gestatten, so miissen die Ausdriicke 


Ux («, 9) —> Pi f 
1 





a Me (Hy + +» Dn) 


bei der Substitution «, = a,(a,...%,) verschwinden d. h. g,... Qn 
miissen die m Differentialgleichungen 


(3) U,(«@, 9) — Diagag=—O (x= 1... m) 


1 


befriedigen. In denselben ist fiir a, die Function a,(#,...%,) ein- 
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Nehmen wir 





einstweilen an, dass die Gleichungen (3) wirklich Lisungen besitzen. 
Setzen wir dann in (1) an Stelle von o, ...@, die allgemeinsten Lé- 
sungen von (3) ein, so erhalten wir eine Gruppe von infinitesimalen 
Transformationen in den Variabeln 2, ... 2, @,... Gm. 

Die Gleichungen (3) definiren aber auch eine Gruppe in den 
Variabeln x, ...”, allein und diese letztere ist es, welche uns hier inter- 
essirt. Denn haben wir zwei Lésungensysteme 9, ... Qn, %;.-- Un 
dieser Gleichungen, so ist offenbar auch 


Bom eR) Uta 
1 


ein Lésungensystem. 
Das System der Definitionsgleichungen 


(3), U.(a, 8) —S¥exiki = 0 (w= 1...m) 


gestattet nun die unendliche Gruppe der infinitesimalen a 


(4) do +23 be a 4 +23 U.(a, 9) 2, 


welche ausfiihrlich geschrieben lauten: 
4 , ’ . 09; 
(4) Gi = Xi i (Wy... n)Ot, Ei — & +2) 9a, ot, 
Oy = Oy + U, (a, gp) dt. 


Um diess zu beweisen, erinnern wir zunichst daran, dass die Glei- 
chungen (3’) bei der Substitution a, = a(x, ...2%,) diejenigen unter 
den infinitesimalen Transformationen (1) definiren, welche das Gleichungen- 
system a, — a,(%,...%,) = 0 invariant lassen. Geht nun dieses 
Gleichungensystem bei Ausfiihrung der Transformationen (4’) iiber in 
Oy — ay (%,'... a’) = 0, so miissen die durch (3’) definirten Trans- 
formationen sich in diejenigen Transformationen (1) verwandeln, welche 
das System der Gleichungen a,’ — a,’ (x,’... 2) = 0 invariant lassen. 
Mit andern Worten die Gleichungen (3’) nehmen vermédge der Trans- 
formationen (4) die Form an: ; 

Ux (a', 8) — Di aii =O (x = 1... m). 
1 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Mathematische Annalen, XXVII, 
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Die bisherigen Resultate zusammenfassend kénnen wir folgenden 
Satz aussprechen: 
Satz 4. Bestimmt der Ausdruck 


2) te +} Ua(e, 9) fe 


eine unendliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen und be- 
deuten dabei die U, Functionen von a, ... Gm, welche ausserdem linear 
und homogen von ,.-. Qn und ihren Differentialquotienten abhiingen; 
ist es ferner moglich fiir a, ... Gm» solche Functionen von x, ... 2%» 2 
wiihlen, dass die m Differentialgleichungen fiir &, ... &n: 


Us(a,&)— >? derby—= 0 (x= 1... m) 


ein integrables System bilden, so definirt dieses System eine Gruppe von 
infinitesimalen Transformationen in den Variabein x,... 3%». Ueberdiess 
gestattet das betreffende System von Differentialgleichungen die unend- 
liche Gruppe von infinitesimalen Transformationen: 


do 3 +35 oe E+ F U.(e, 9) 3 


11. Wihrend wir in der vorigen a dem von Lie gegebenen 
Gedankengang folgten, wollen wir jetzt noch kurz bei meinem ur- 
spriinglichen Beweise des Satzes 4 verweilen. 

Dass die Gleichungen (3’) eine Gruppe von infinitesimalen Trans- 
formationen definiren, bewies ich folgendermassen. 

Die beiden infinitesimalen Transformationen 


> Bi Fe +> Ux (a, 9) 
a $e +> Ue (@, 0) ge 


werden mit einander combinirt. Die resultirende Transformation muss 
dann wieder der unendlichen Gruppe (1) angehéren und daher die 
Form besitzen: 


i ev é) ar. 
PAC Y Fa, 4 ae) a +3}0.(« “1? Ge oe) 


dabei wird unter U, (« a, @ a vy o@) der Ausdruck verstanden, 
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welcher aus U,(a, pm) durch die Substitution von 
< av, =) 
( 
Pa, %i Fa, %a, a da, 
an Stelle von g; hervorgeht. Ferner mége noch 3 -- 2 U,(a, g) den 


partiellen Differentialquotienten von U, (a, ) -_ Xi yong soweit 
_ %; in den g; und den a, vorkommt, dagegen ~ =— =, Ux (a, p) den Differen- 


tialquotienten nach 2;, soweit dasselbe in por, g; vorkommt, so dass 
also die Gleichung besteht: 


Fe Wales 9) =D} ens Ge Unlas 9) + Gg, Tala, 9). 


Nach diesen Festsetzungen kénnen wir den Ausdruck berechnen, 
welcher sich bei der besprochenen Combination fiir U, («, 9 oa =: oe 


ergiebt. Es wird identisch: 


U.(a, 952 —¥5 2)=> (v2, U; (a, ¥)— v7, Use, 9)) + 


+>} Ge, 9) 2 Tale, ») — Wie, v)  Uslew)} 


In etwas anderer Gestalt lautet diese Gleichung: 


f 09 89\ _ Sh (20x (a ¥) aU, (a, 9) 
U.(%9 55 —¥ on) =a (%— ta, ba) t 
1 ‘ i 


aU, («,) . 
da, (Ts(q, ~) — as» Gr) — 
j 1 





| rs ssa) (Ue, v) —Shenv.)}. 


1 





Subtrahiren wir endlich hiervon die Identitit 
n n Py %, ao, 
> oD (1 Fa — YG, -) 
1 1 
n ! n Py n 
= > #(2 cus) — a> cot)| ? 
1 1 


so kommt die identische Gleichung: 
3* 





Frrepricn Enger. 


0.(« 929 —v8t)- Se. S(t — 0 i) 
=> { sg, (Ox(e #)— Seat) _ 
1 1 
Wigs (Tele, 9) >> tax s)| + 


+ Bs ete (me. 9— Bown) 


— ae Vale, ») (Te(@, ¥) -> corr) 


Die Gleichung (5’) zeigt es klar, dass das System von Differen- 
tialgleichungen (3’) ein System von Definitionsgleichungen darstellt. 
Kin weiteres Eingehen hierauf diirfte iiberfliissig sein. 

Noch bleibt zu zeigen, dass das System (3’) die infinitesimalen 
Transformationen (4) gestattet. Um diess zu beweisen, ertheilen wir 
den Variabeln x;, & und a, die Incremente: 





8x, = 9,8t, 1-3 Eo J da, = Ux (a, g)dt 


und haben nun das entsprechende Increment von U,(a, §) — Lay; & 
zu berechnen. 
Setzen wir 


so gilt die Ts Formel: 


(Pin) (rota) ae 
0 §; 05 gut ™ 09; 0g; 
=. Oa, — Qj + 32 wae (t du, Gj Oa, ), 


bei deren sehr einfachem Beweise wir uns nicht aufhalten wollen. 


Aus der Gleichung 
Qy -> ayy dn, = 0 
1 


ergiebt sich ausserdem fiir das Increment von a«,, der Ausdruck: 


da,, 0 . 09x 
_ On, Ux(«, 9) —_> Onn Oa, . 
1 
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Nunmehr kénnen wir das gewiinschte Increment berechnen. Da 
U, (a, §) in den § und deren Differentialquotienten linear und homogen 
ist, erhalten wir: 


iif U(e58)— Serbs) -> Px 5, Ue (%8)-+Ue(% 8-52 —@ 3) + 
1 1 


m n n a . 
+ DU @, 9) gee Vale, 8) — DF ter D! be Ge — 
1 1 1 


-3 é, (Fu, U,(«, p) — Se er). 


Hieraus aber ergiebt sich durch Benutzung der Identitiit (5) die ein- 
fache Formel: 


(6) a Uz (a, §) — Su, =>) ja U ale, | U;(a, §) _> Ojy e| " 


Diese Gleichung sagt eben aus, dass das System der Gleichungen 
(3’) die infinitesimalen Transformationen (4) gestattet. 

12. Kin System, welches aus Differentialgleichungen s‘*" und 
niedrigerer Ordnung besteht, ist wnbeschrinkt integrabel, wenn es bei 
ein- und mehrmaliger Differentiation und nachheriger Combination der 
erhaltenen Gleichungen keine neue Differentialgleichung von s'" oder 
geringerer Ordnung ergiebt. 

Ist ein vorgelegtes System von Differentialgleichungen nicht unbe- 
schrinkt integrabel, so miissen vermittels der angedeuteten Opera- 
tionen neue Differentialgleichungen hinzugefiigt werden, bis es schliess- 
lich zu einem unbeschrinkt integrablen Systeme vervollstiindigt ist; 
erst wenn diess geschehen, kann man die eigentliche Untersuchung 
des Systems beginnen. Wir wollen uns deshalb die Definitions- 
gleichungen einer Gruppe immer in der Gestalt eines unbeschrinkt 
integrablen Systems vorgelegt denken. 

Im Allgemeinen wird natiirlich das System 


(7) Us(a, 8) — >? erty =0 (w= 1... m), 


welches etwa Differentialquotienten von den & bis zur s'” Ordnung 
enthalten mége, nicht unbeschriinkt integrabel sein, so lange unter 
@,...@m Vvollkommen willkiirliche Functionen von 2, ... 2, verstanden 
werden, Durch Differentiation und Combination ergeben sich vielmehr 
in den meisten Fiillen neue Gleichungen s‘* und niedrigerer Ordnung. 
Wenn wir aber verlangen, dass unser System (7) unbeschrinkt integrabel 
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ist, miissen diese neuen Gleichungen eine Folge des Systems (7) werden; 
sie miissen somit identisch bestehen, wenn vermittels der Gleichungen 


(7) irgend m von den Gréssen §;, be. - ++ eliminirt werden. In den 
Gleichungen, welche wir nach Ausfiihrung dieser Elimination erhalten, 


miissen daher die Coefficienten aller noch vorkommenden §;, i & o. 


verschwinden. 


Diess giebt eine Anzahl Relationen zwischen den a, und ihren 
Differentialquotienten: 


(8) x (Gy .. + Om, Hyp, Oye Oy...) O (ee 1,2...). 


Solcher Relationen denken wir uns gerade so viele aufgestellt, dass 
sie ein unbeschrinkt integrables System bilden, vermdge dessen das 
System (7) unbeschrinkt integrabel ist. Vorausgesetzt wird dabei 
freilich, dass diess iiberhaupt mdglich ist. 

Die Differentialgleichungen (8) definiren alle Functionen «, . .. @», 
der Variabeln z,...2%,, welche in (7) eingesetzt ein unbeschrinkt 
integrables System ergeben; die Gleichungen (8) sind daher die Inte- 
grabilititsbedingungen des Systems (7). 

Ks liegt iiusserst nahe zu vermuthen, dass die Integrabilitits- 
bedingungen (8) bei den infinitesimalen Transformationen 


(9) > gi oe +> Us («, 9) 


invariant bleiben, ebenso wie das System (7) bei den infinitesimalen 
Transformationen 


wo Sot Be 14 Soe & 


Wir werden einen Beweis dafiir, dass diess wirklich der Fall ist, 
wenigstens andeuten. 

Zuniichst steht fest, dass ein unbeschriinkt integrables System von 
Differentialgleichungen bei jeder Variabelninderung in ein ebensolches 
System iibergeht. Fiihren wir daher in (7) die neuen Variabeln 


Zi; —= 0;(&, . . . In), b—De - (j= 1...m) 


ein und bilden sodann aus den erhaltenen Differentialgleichungen in 
derselben Weise wie oben die Integrabilitiitsbedingungen, so erhalten 
wir ein unbeschrinkt integrables System von Differentialgleichungen 
fiir @, ... Gm und dieses System muss bei Wiedereinfiihrung der 





Transformationsgruppen. 39 
urspriinglichen Variabeln 2; mit den Integrabilitiitsbedingungen (8) 


algebraisch fiquivalent sein. 
Wir fiihren jetzt in die Gleichungen (7) die neuen Variabeln 


X= 4+ oy; Ot, B= b+ >) oe. at (¢aa 1...) 
1 ¥ 


ein. Definiren wir ausserdem noch die Functionen @, durch die Gleichungen 


G, =a, + U, (a, gp) dt (xn=1...m) 


und erinuern uns daran, dass das System (7) die infinitesimalen Trans- 
formationen (10) gestattet, so erkennen wir, dass dieses System in 
den neuen Variabeln die Gestalt 


U, (a, §) — ” Gixy ey = 0 (== 1...m) 
annimmt, 


Die neuen Integrabilitiitsbedingungen werden daher: 
x (G1... Om, Ou... dn...) =O (== 1,2...) 


oder bei der Riickkehr zu den alten Variabeln: 
é 
Hn (Gy s+ + Om, Oy +++) ge Ue (%° ++ Om, Oy, +++) OE= 0. 


Dieselben miissen nach dem Obigen mit dem Systeme der Gleichungen 
%x = 0 algebraisch fiquivalent sein, es miissen also alle Ausdriicke 


é 
oe ha (Oy. + + Om; O44 + +) 


vermige y,—=0, y,—=0... verschwinden. Das heisst aber nichts 
anderes, als dass die Integrabilitiitsbedingungen (8) die infinitesimalen 
Transformationen (9) gestatten und das wurde eben behauptet. 

Die Differentialgleichungen 


Ux (a, §) — Sant —0 (== 1...) 


(11) 
Wi(Gy + + my %y- +.) =O (j—m1,2...) 


bilden demnach zusemmengenommen ein unbeschrdnkt integrables System, 
welches die umendliche Gruppe (10) gestattet. Dieses System definirt 
eine unendliche Schaar von Gruppen, denn jedes System von Functionen 
a,, welches die Gleichungen x; = 0 befriedigt, ergiebt, wie wir wissen, 
in (11) eingesetzt die Definitionsgleichungen einer Gruppe von infini- 
tesimalen Transformationen. 

Interpretiren wir die Gleichungen (11) im Raume der Variabeln 
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xi, &i, a +++, Oy, Gey*++, SO erhalten wir eine Mannigfaltigkeit, 
welche bei den infinitesimalen Transformationen (10) invariant bleibt, 
vorausgesetzt, dass dieselben durch Mitnahme der Differentialquotienten 
0g; 
On, 
Mannigfaltigkeit werden dagegen unter einander vertauscht und es 
kann dabei vorkommen, dass sich diese Punkte in Schaaren von 
unendlich vielen einzeln invarianten Mannigfaltigkeiten anordnen. 

Analytisch ausgesprochen heisst diess: es ist denkbar, dass man 
zu den Differentialgleichungen (11) noch eine oder mehrere Differen- 
tialgleichungen s'** oder niedrigerer Ordnung 


++, @»,-++-+ erweitert worden sind. Die Punkte der betreffenden 


0g; Og; 


? Ga,’ Ox, 0%, 


Q (ai, 8 


+++ Oy, Any .) = const. 


hinzufiigen kann, derart, dass alles zusammengenommen ein System 
von Differentialgleichun;:2n bildet, welches bei der unendlichen Gruppe 
(10) invariant bleibt. 

Erinnern wir uns der analogen Entwickelungen, welche wir in 
§ 1 Nr. 4 fiir die einfache Mannigfaltigkeit gegeben haben, so kommen 
wir sofort auf den Gedanken, dass jede solche Gleichung 2 = const. 
ein Integral des Systems (11) ist. Allein die Beweismethode, deren 
wir uns an dem angefiihrten Orte bedient haben, liisst uns hier im 
Stich; sie reicht nicht aus, um zu zeigen, dass Q = const. wirklich 
ein Integral ist. Man wird diess sofort sehen, wenn man die dortigen 
Formeln verallgemeinert, was gar keine Schwierigkeit hat, 

Einen Beweis fiir die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Ver- 
muthung zu finden, ist mir noch nicht gelungen. Doch will ich nicht 
unterlassen zu bemerken, dass in allen Beispielen, welche ich durch- 
gerechnet habe, die Gleichungen 2 = const. Integrale des Systems 
(11) sind, — 

Noch wollen wir eines Umstandes kurz Erwiihnung thun, den 
wir am Schlusse von § 1 fiir die einfache Mannigfaltigkeit etwas aus- 
fiihrlicher besprochen haben. Es ist diess die Thatsache, dass es auf 
die Differentialgleichungen (3’) keinen wesentlichen Hinfluss hat, wenn 
man in die uwnendliche Gruppe (1) an Stelle von a, ...@» die neuen 
Variabeln 


(12) Oy = Wy (OH, . . » Om) + Hy (%, . . - Xn) (x == 1...) 


einfiihrt, unter den w, und z, willkiirliche Functionen ihrer Argu- 
mente verstanden. Diess auch hier ausfiihrlich zu beweisen, diirfte 
kaum ndthig sein. Doch musste die Sache erwihnt werden, weil wir 
in den niichsten Paragraphen die unendliche Gruppe (1) immer durch 
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eine Transformation von der Form (12) auf eine mdglichst einfache 
Gestalt gebracht denken. In den betreffenden Fiillen sind tibrigens die 
Functionen x, immer gleich Null. 


§ 4. 
Einige Specialuntersuchungen fiir die »-fach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit. 


13. Zuerst werden wir solche wnendliche Gruppen 


do. t +>} 0. 
1 1 


betrachten, bei welchen in den U, nur Differentialquotienten erster Ord- 
nung der ; vorkommen., Der Einfachheit wegen wollen wir noch 
voraussetzen, dass g,..., selbst nicht auftreten. 

Verstehen wir unter den A;,f imfinitesimale Transformationen in 
(t, . +. Gm allein, so kénnen wir die betreffenden Gruppen schreiben: 


(1) xf=S}o + SDF At 3 


Durch Combination sait 


"—) vw +> paz + 


erhalten wir daher die infinitesimale eS a a 

(Xx) = DESH» Get — waar) et 
+> Aut (9-Ga-95, — * Garba) + 

[FUSES een den) GE SE 


Diese Transformation muss aber wieder der Gruppe (1) angehéren 
und in Folge dessen auf die Form 


an-S3(ih +038) is 
+22) Aut G5, YP» 7 — Ww 3) 


gebracht werden kénnen. 





(3) 
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Vergleichen wir beide Ausdriicke mit einand*r, so bemerken wir, 
dass eine gauze Reihe Glieder sich ohne Weiteres weghebt. Die Ver- 
gleichung der iibrig bleibenden Ausdriicke wird aber dadurch erschwert, 
dass in (3) drei Summenzeichen stehen, in (2) dagegen vier. 

Diesem Uebelstande kénnen wir abhelfen, indem wir auch in (3) 
vier Summenzeichen einfiihren. Setzen wir niimlich fest, dass ¢,, den 
Werth 1 hat, wiihrend ¢,, immer verschwindet, sobald w und v von 
einander verschieden sind, so kénnen wir das betreffende Glied von 
(3) in der Form 


n n n n ‘ 
3 _ (ite 2% _ Bt 801) 
+ DF DP toe Ai Ox, Ox, Ox, Ox, 


darstellen oder noch anders: 


Nunmehr kénnen wir die Vergleichung mit dem entsprechenden 
Ausdruck in (2) wirklich durchfiihren. Beachten wir dabei, dass die 
g; und x; vollkommen willkiirlich sind und dass jedes Product 
09; oO, 
Ox, Ox, 
finden wir die Relationen: 


unter den vier Summen nur ein einziges Mal vorkommt, so 


(4) (Ain Any) = éiy Aux — €ux Ai. 
Ks lisst sich a priori einsehen, dass die eben erhaltenen Werthe 
der Ausdriicke (A;, A,,) die Jacobi’sche Identitit 


(5) (Aix Apr) Ane) + (Ap Ang) Aix) +((Ane Aix) Aur) = 0 


befriedigen. Denken wir uns niimlich aus den drei infinitesimalen 
Transformationen Xf, Yf und 


> 7! > >> Oki 
Zfh= i4; On, -f- ‘ Ajxf oa, 
den Ausdruck 


(6) ((X ¥)Z)+((¥Z X)+((2X) ¥), 


welcher identisch verschwinden muss, gebildet, so erkennen wir, dass 
derselbe nur vermége der Gleichungen (5) verschwindet. 

Beachten wir aber weiter, dass z. B. (X Y) vermége (4) die 
Form (3) erhalt und dass sich ((X Y)Z) in thnlicher Weise ausdriickt, 
so sehen wir, dass der Ausdruck (6) auch vermége (4) identisch ver- 
schwindet, was nach dem Vorangehenden nur médglich ist, wenn die 
Gleichungen (5) eine Folge von (4) sind. 
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Daraus folgt (vgl. Einl. F), dass die * infinitesimalen Transforma- 
tionen A;, f eine endliche Gruppe erzeugen, deren Zusammensetzung 
durch die Relationen (4) bestimmt ist. Dass es iibrigens Gruppen 
giebt, welche die Relationen (4) befriedigen, hiitten wir in dem vor- 
liegenden einfachen Falle kiirzer erkennen kénnen. Setzen wir nim- 


lich Aj, f = — &; ff , so werden die Gleichungen (4) erfiillt und 
wir finden daher, dass die infinitesimalen Transformationen A;,/ eine 


. __ . 
mit der Gruppe 4; of isomorphe Gruppe erzeugen miissen. Die 


Gruppe 2; Zh aber enthiilt n? Parameter und ist die allgemeine lineare 


homogene Gruppe der »-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit; die end- 
lichen Gleichungen dieser Gruppe sind: 
Li D* dink, » (tm 1... mM). 
1 
of 
ou, 
oder meroedrisch isomorph. Den Fall des holoedrischen Isomorphis- 
mus wollen wir bei Seite lassen, da seine Behandlung zu weitliufig 
werden michte. Dagegen wollen wir diejenigen Gruppen bestimmen, 


Die Gruppe der A;,f ist mit der Gruppe 2; entweder holoedrisch 


welche mit der Gruppe x:-Z- meroedrisch isomorph sind und dabei 
die geringste migliche Anzahl von Variabeln enthalten. 


2 


Die allgemeine lineare homogene Gruppe ni Ge enthalt nur die 
beiden invarianten Untergruppen 
of of Of i lc x): of : of . 
vi Oa? te, — % Gg 6 =F x); ‘eT: + tn Fa 
Nach dem in der Einleitung unter F gesagten findet man daher auch 


. nur zwei verschiedene Arten von Gruppen A;,/, welche mit der Gruppe 


0 


%i meroedrisch isomorph sind. Zwischen den infinitesimalen 
x 


Transformationen A;,f dieser beiden Arten von Gruppen bestehen 
beziiglich folgende Relationen: 


Aix =O (¢=— %), Ay, = Ay = +++ = Anny Ay fe - > + Ann =O. 
Im ersten Falle bleibt also iiberhaupt nur eine einzige infinitesi- 
male Transformation iibrig; die einfachste Gruppe ergiebt sich, wenn 
eine einzige Variable « transformirt wird. Man kann dann setzen 
a 


Ay, = +++ = Ann = 3 


und erhilt so folgende Form der unendlichen Gruppe (1): 
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Sof 1 Sy 2% of 
Poe Hee 
und daraus bekommt man die Definitionsgleichung: 


08 0&, da da 
(7) lat FT - a — 0a, En, = 0. 

Diese Differentialgleichung, in welcher « als ganz beliebige Func- 
tion von 2, ... 2» zu betrachten ist, definirt eine Schaar von unend- 
lichen Gruppen, welche unter einander ahulich sind (vgl. Chr. Videnskabss. 
Forh. 1883, Nr. 12, pag. 18ff., wo Lie diess fiir zwei Variabeln z und 
y beweist). Setzt man in (7) speciell a = 0, so kommt man auf die 
unendliche Gruppe, welche alle Volumina des Raumes 2, .. . 2%, in- 
variant liisst. 

Den zweiten Fall wollen wir nur andeutungsweise behandeln. Von 
den »? infinitesimalen Transformationen A;, sind da nur n? — 1 unab- 
haingig, etwa: 


Ais (t= 2), Ay, .- - Antn—1- 
Ks zeigt sich, dass diese (n? —1)gliedrige Gruppe mit der allgemeinen 
projectivischen Gruppe 


n—1 
(8) Fon sztu dw Ge=1..n—2) 
i : 


OY; 


der (wm — 1)fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit y, .. . ya_: gleich- 
zusammengesetzt ist. Beriicksichtigt man aber einen Satz von Lie 
(Ann. Bd. XXV pag. 132), so erkennt man, dass es in weniger als 
n—1 Variabeln keine (n? — 1)gliedrige Gruppe von dieser Zusam- 
mensetzung giebt, wihrend dagegen in n—1 Variabeln alle derartigen 
Gruppen mit der Gruppe (8) ahnlich sind. Bei der niheren Unter- 
suchung ergiebt sich, dass die Gruppe A;,(i=|=%), A,,..-An—tn—1 
in n—1 Variabeln a, .. . @,—, auf zwei wesentlich verschiedene Weisen 
die Form (8) erhalten kann; entweder niimlich ist: , 


n—1 


Ain = ie ’ Ani =—a >) y $e Ajx om ie : 
1 
oder es ist: 


of oF 
Ga, ; Aix — a = ie, . 
Fiir A,, ergeben sich dabei beziiglich die Werthe: 


n—1 n 
- of of 
Aan — 2) Ge, Aem D5 


a; 
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Die zwei unendlichen Gruppen (1), welche diesen beiden Méglich- 
keiten entsprechen, sind: 


Dif AB RP et te HE 
519% St, af 8% Sar 
Oa, 2% Fe, be, tears 
“a S).e a - 3 sa 
n-ne 


Hieraus bekommt man endlich die beiden Systeme von Definitions- 
gleichungen 


—1 ag, a—1 
(9) => 3 _ «(e+e rte oe E)-2 S cnt = 0 


(¢=1...%—1), 


(10) +S ; a (Fe +3 ui )+2 ¥ iy & = 0) 


(¢@—1...m"—1). 











Die Gleichungen (9) definiren die unendliche Gruppe aller infinitesi- 
malen Transformationen, welche das Pfaff’sche Gleichungensystem 


dz,—ad%,=—0 (¢—1...n—1) 


invariant lassen. Die Gleichungen (10) definiren die unendliche Gruppe 
aller infinitesimalen Transformationen, welche die Pfaff’ sche Gleichung 


n—1 


AL -+ ia;,dx; = 0 
1 


invariant lassen. 


14. Jetet sur Betrachtwng solcher Gruppen 


Se ie +330. (a, 9) = 5 ; 
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in welchen die U, Differentialquotienten 1. und 2. Ordnung der 9g; 
enthalten, wihrend die gp; selbst nicht darin vorkommen. 
Wir schreiben diese infinitesimalen Transformationen in der Form: 


an) Dhol SIS al E+ SIDED) deal get 


Dabei verstehen wir unter den A;,f und A,,;f infinitesimale Trans- 
formationen in den Variabeln a, ...@» allein und setzen ausserdem 
fest, dass sg f gleich Aj;,f sein soll, dass also jeder Differential- 


quotient mit dem Factor 2 A;,;f auftritt, sobald x und j von 


OD, 
Ox gO; 
einander i sind. 

Combiniren wir nun die infinitesimale Transformation 


. 


Dh SIS at 3 + ED) Aust 96,05 


mit der obigen, so miissen wir bekommen: 


| Saw ae) e+ 


+>} Ail $e, (% Gx —¥ Gee) + 
+S Aix; f Ten Ox, (9 oe, ae —_ a): 


Durch directe Combination kommt ein anderer Ausdruck, welcher 
mit dem eben geschriebenen identisch sein muss. Vergleichen wir beide, 
so fallt uns zuniichst auf, dass alle Glieder, in welchen g, oder y, 
selbst vorkommen, sich wegheben. Ferner ergiebt sich wie in der 
vorigen Nummer 





(Aix Ax») —= fy Aux — &ux Ais; 
endlich schliessen wir noch, dass stets 
(Aix Anya) = 0 
ist, denn in (12) kommt ein Glied von der Form 
ag; e Vu i Fy, ae Pu 
0%,0%, OX,0x,_ ~~ Oity 0%, 02,08, 
nicht vor. 





Transformationsgruppen, 


Was iibrig bleibt, ist die Gleichung: 
( n n n n n 
| 0p, Oy, avy, Fo, 
PIP PPP) (Aix Ano) a u,0a, ~ du, Du,duc ) 
n n n n 
vy do, BY; ov, 9; ap, Oy, 
“4 2 2 2 Aust a, G2,0a, Oa, Ou,0x, + Oa, 0a,0a, — 


av, Fy, 09, Fy, 0% Fo, 
(Ga, x, 0", Oa, Oa, iz) 





\ 0%; 08,08, 
Um hier die Vergleichung zu erleichtern, fiihren wir wieder die Gréssen 


é, ein und kénnen so die rechte Seite von (13) in etwas verinderter 
Gestalt folgendermassen schreiben: 


>>> p> {&iy Auxa + fin Auvx — 
. . + = = 


a9, ay ey, Oy 
— tux Avva} ( Bot e ): 


0a, 02,0", 0%, 02,0%_ 


(14) 


Ueber den Ausdruck (14) bemerken wir, dass jedes Glied 


0a, Ott, 


wenn v und a verschieden sind, zweimal vorkommt aber beide Male 
mit demselben Factor; dagegen kommt das Glied nur einmal vor, wenn 
v und a gleich sind. Dieselbe Bemerkung lisst sich iiber die linke 
Seite von (13) machen. Da nun die g; und y; vollkommen willkiir- 
lich sind, finden wir aus (13) und (14) die Formel 
(Aix Anya) = iy Ausn + fin Auyx — xu Ain, 

welche allgemein gilt, gleichgiiltig, ob » und  verschieden oder 
einander gleich sind. 

Die infinitesimalen Transformationen A;,/, Ajs;f miissen demnach 
folgende Relationen befriedigen: 


(15) — Au») = iy Aus —_ &ux Aiy ’ (Aixs Anu» n) = 0 

(Aix Auyn)= €iv Ausn + Sn Auve aaa fxn Aisne 
Auf Grund solcher Ueberlegungen, wie wir sie in der vorigen Nummer 
durchgefiihrt haben, ist es hier a priori klar, dass die Relationen (15) 
die Jacobi’sche Identitait befriedigen und dass es daher Gruppen giebt, 
welche die Zusammensetzung (15) haben. 

Ebenso wie in der vorigen Nummer handeli es sich auch jetzt 
wieder darum, in den Variabeln a, . . . @» Gruppen aufzustellen, welche 
die Zusammensetzung (15) oder eine damit meroedrisch isomorphe 
Zusammensetzung besitzen. 
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Die einfachsten Gruppen von dieser Beschaffenheit werden wir 
spiter (§ 5) wenigstens fiir die Ebene vollstiindig aufstellen. Dagegen 
wollen wir jetzt noch in voller Allgemeinheit das Problem behandeln, 
die Zusammensetzungen aller Gruppen zu bestimmen, welche mit der 
Zusammensetzung (15) meroedrisch isomorph sind. Wie schon friiher 
bemerkt (vgl. Einl. F), miissen wir dazu erst die invarianten Unter- 
gruppen der Gruppe Ajxf, Ajx;f von der Zusammensetzung (15) 
aufstellen. 

15. Zuvérderst werden wir diejenigen invarianten Untergruppen 
der Gruppe A;,f, Ai.;f von vornherein ausschliessen, welche alle 
Transformationen A;,;f enthalten. Diese Untergruppen wiirden nim- 
lich offenbar nur solche meroedrisch isomorphe Gruppen liefern, welche 
wir schon in Nr. 13 bestimmt haber. 

Enthiilt ferner eine invariante Untergruppe Transformationen von 


der Form 
>> Gx Ai, + >>> ting Aix 
ie se Ss 


und verschwinden nicht alle «;,, so miissen offenbar alle auftretenden 
Ausdriicks 2 2«;, Ai, in der Gruppe der A;, eine invariante Untergruppe 
bilden. Diese Ausdriicke besitzen daher eine der beiden Formen 


Ay, +--+ Aan; Aj», Ay — Ags (6 = %), 
wenn nicht etwa alle n? A;, vorhanden sind. 


In jedem dieser drei Fille giebt es eine oder mehrere Transforma- 
tionen von der Form 


S= : i a; Aj; + Bixj Aix; , 
1 i ee 


also enthilt die invariante Untergruppe auch die folgenden Trans- 
formationen : 
(S, Auva) = (Gy + Gg — Gy) Ayon. 

Da man aber in jedem der drei Fille die Factoren ay, a, & 80 
wahlen kann, dass der Ausdruck «, + a, — a, nicht verschwindet, 
giebt es in der invarianten Untergruppe die Transformation A,,_ und, 
da uw, v, x willkiirlich sind, tiberhaupt alle diese Transformationen. 
Solche Untergruppen gehéren aber in die Reihe der ausgeschlossenen. 

Uebrig bleiben also nur diejenigen invarianten Untergruppen, deren 
Transformationen aus den A,» allein gebildet sind. 

Es sei 


(16) SED eve Apes 
1 1 1 
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eine Transformation einer Gruppe von dieser Art. Indem wir zweimal 
hintereinander mit A,, combiniren, erhalten wir die folgenden beiden 
infinitesimalen Transformationen, welche ebenfalls der invarianten 
Untergruppe angehéren: 


n n n n 
2 >> Quin Anuin —-> > Oiyn Aira, 
= ee 
n n n n 
2 >! rein Aat+2>} Oy11 Awiu—4 Orin Ain + 
Ss 1 1 


n 
+ > tire Aten: 
1 1 


Durch Subtraction der oberen Transformation von der unteren 
finden wir von dem Factor 2 abgesehen: 


n n n n 
> > Cina Aiea + >: Gu11 Ait —2 > O10 Ain 
r 2 1 1 


oder zusammengezogen: 


n n n 
> >? Oy Alvan + Ae Oui Ayii 
itn 2 


und durch abermalige Combination mit A,,: 


n n n 
— >? > O1y2Aiva + 2 Du Oy11 Ads : 
2 2 2 


Folglich enthalt unsere Untergruppe auch die Transformationen: 


n n n 
>} Oui1 Aur, > > O12 Aira. 


2 


Bei Combination mit A,, ergiebt sich 
— Oy5,Agiy, 2 2 Cian Aion 
2 


und endlich bei Combination des letzten Ausdrucks mit A,, 
2 ety93 Ayos. 


Es ist klar, dass man auf diese Weise iiberhaupt alle Glieder 
Our Ayyn herleiten kann, in welchen uw weder gleich v noch gleich z ist. 
Giebt es daher in einer der gesuchten invarianten Untergruppen 
eine Transformation (16), in welcher nicht alle cura (v,% 2 w) gleich 
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Null sind, so kommt in dieser Untergruppe jedenfalls eine Transforma- 
tion Auya (VY, a2 u) vor und wir behaupten alle. 

Zuniichst sei die Zahl m, welche wir nebenbei bemerkt immer 
mindestens gleich 2 voraussetzen, grésser als 2 und in dem vorhan- 
denen A,,2 sei auch v=|=2, nennen wir es etwa A,,,. Wir bilden: 


(Aix Ayo3) = &2 Aixs + &3 Aizx — &%1Ai2s 


und setzen darin i = 3, x = 2; dabei ergiebt sich A,,., welches eben- 
falls der invarianten Untergruppe angehért. Unter allen Umstiinden 
kénnen wir daher voraussetzen, dass in dem auftretenden A,” v gleich 
a ist; wir nennen es deshalb A,,. und brauchen nunmehr auch die 
Beschrinkung > 2 nicht aufrecht zu erhalten. “ 

Nun gehért mit A,,. auch die Transformation 

(Aix Ajo) = 282 Aiox — &x1 Ajze 
der invarianten Untergruppe an. Wiahlen wir daher x = 1, iZ2 , 80 
bekommen wir alle Ajg2 (22); ferner ergiebt x>1, i=—2 alle 
Aj2,(x > 1) und, da wir alle Ajz2 (i22) haben, erhalten wir iiber- 
haupt alle Aj. (i2m , % 22). Wie wir oben 4;,,. aus A,,, herleiteten, 
kénnen wir jetzt aus Ajo, alle A;xx (j2x) herleiten. Endlich liefert uns 
noch die Gleichung: 
(Aix, Aury) = 28» Auyx — Exp Aivy (w2Y) 


bei der Substitution i =v, x 2 u& alle Ayyx (u Z v, *), wie wir be- 
hauptet hatten; tiberdiess aber erhalten wir bei der Substitution i= y, 
“x= noch: 


2Auuy — Avyy (u2»). 


Man kann unmittelbar verificiren, dass die infinitesimalen Trans- 
formationen 


(17) Ayyay Auuu — 2 Avorn (Y, % Zt) 

eine invariante Untergruppe von der gesuchten Art bilden. Giibe es 
nun eine invariante Untergruppe, in welcher alle Transformationen 
(17) und ausserdem noch andere vorhanden wiiren, so miisste dieselbe 
eine Transformation 


> Yu Apuu 


1 


enthalten, wo nicht alle y, verschwiinden. Wiire hier etwa y, =|=0, 
so erhielte man durch Combination mit A,, sofort A,,,, also triiten 
alle A,,: auf und, weil 


(Aip Apu ) = Auup — Aya (uw > 1) 
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ist, enthielte die Gruppe alle A,,,, u. 8s, w. kurz tiberhaupt alle A,»,, 
was ausgeschlossen ist. 

Jetzt sind noch diejenigen invarianten Untergruppen zu bestimmen, 
welche nur solche Transformationen (16) enthalten, in denen alle 


Guyn (VY, m2) gleich Null sind. Jede Transformation einer solchen 


Gruppe hat die Form: 
1 1 


Durch Combination mit A,, bekommen wir 


n n n 
> Cuan Axex -{-  Cunx Aux > oe Oren Anuz 


1 1 1 


oder zusammengezogen : 


> } Cupx Anus - 


1 
Die Combination mit A; , (é 2 x) ergiebt: 
Qitx Aine — Cxxx Aixx, 
da aber A;,, nicht vorkommt, muss 
Qiix ZS Onn S Ay 


werden. Die a, diirfen offenbar nicht alle verschwinden, also enthilt 
unsere Untergruppe sicher eine Transformation von der Form 
n 
“ Aun} 
1 


bilden wir jetzt noch (x2): 


(4, >! Ann) = Agen + 7e Auux — Anza, 
1 1 


so erkennen wir, dass unsere Untergruppe die » Transformationen 


(18) > 4. (y=1...m) 


enthilt. Mehr kann sie nach dem Vorhergehenden nicht enthalten. 
Wirklich bestitigt man leicht, dass die infinitesimalen Transforma- 
tionen (18) eine invariante Untergruppe bilden. 
Damit sind alle invarianten Untergruppen gefunden, welche nicht 
za den ausgeschlossenen gehdren; es sind nur die gwei (17) und (18). 
Deshalb erhalten wir auch nur zwei Arten von Gruppen, welche eine 
4* 
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mit (15) meroedrisch isomorphe Zusammensetzung haben. Die erste 
Art ist durch die Gleichungen 


(19) Ayn =0, Apun —2Amy, =O (v, t= B) 
charakterisirt, die zweite durch die Gleichungen 
(20) Anat Agena +--+ + Anz = 0 (w= 1...m). 

Die einfachsten Gruppen, welche diesen Zusammensetzungen ent- 
sprechen, wollen wir, wie gesagt, nur fiir die Ebene vollstindig auf- 
stellen (vgl. § 5), doch soll wenigstens der Fall (19) allgemein behandelt 
werden. 

Von den infinitesimalen Transformationen A,» sind da nur ” 
unabhingig, etwa A,,,.-.-. Ana, und es bestehen nach (15) die Glei- 
chungen 

(Aix Agazx) = 2éin Anen — Exn Aina: 
Da wir Ajagn = fia Anan setzen kénnen, wird: 


(Aix Anan) = tin (2 Agen — xa Agzn); 


woraus sich bei niiherer Betrachtung der beiden Fiille x=|=2 und 
“=a die Formel 
(Aix Anan) = fin Anan 
ergiebt. 
Der einfachste Fall ist nun der, dass die Zahl m der Variabeln a 
gleich m und dass die n-gliedrige Gruppe A,,, ... Ann» transitiv ist. 
Wir kénnen dann die Variabeln a, ...«, so wiihlen, dass 


Annn = 2 Ayrg = AE (w= 1...) 


mn 


wird. Aus den Gleichungen 


(> Aj;, Aen) — Anan 
1 


erhalten wir nunmehr 


> Ai = -> (abe) $F 


oder, indem wir die «; + ¢ als neue «; einfiihren: 


2) unm — Bate 


Auf der andern Seite kommt: 
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da aber (A;x, S) = 0 ist, miissen alle h;,, verschwinden und es wird 
einfach 


of. 
Oa, 


Die betreffende unendliche Gruppe (1) hat die Form: 


(21) do. -+33{>} ee Deg} 3h 


sie liefert die are 


ag, j 
(22) > Ou, Oxy Sia; a a Fen ba—=O0 (x= 1. 


Ay, = — a 


Als Bedingungen fiir die unbeschriinkte Integrabilitat dieses Systems 


- n(n — 1 ‘ gecnke Oa; Oa 
erhilt man slot ) Gleichungen, niimlich a, = a@,; oder =_ = 
2 x 


Ou,’ 
so dass also eine Function «(a, ... x) existirt, durch welche sich die 


oe; in der Form a; = oad ausdriicken. Es liisst sich leicht direct veri- 
ficiren, dass die Integrabilitiitsbedingungen a, = a; (¢, x= 1...) 


die unendliche Gruppe (21) gestatten. 


§ 5. 
Drei wichtige Gruppen der Ebene. 


16. Die unendliche Gruppe (1) des § 4 schreiben wir in der Ebene 
f eee : 


(ay) oo 3a f4 ¥(2,y) 26 f+ Af pe + Bf o + Cf bz + Df wy + 
+ Ef 9+ 2 9m -+ Gf 9+ Hf Yuet 21f byt EF by 
Zwischen den infinitesimalen Transformationen Af... Kf bestehen 
hier nach § 4 Formeln (15) die Relationen: 
(AB)=(BD)=—B, (AC)=(CD)=C, 
(AD)=0, (BC)=D—A, 

E=(AE), 2F=(BE)=2(DF), 
2G=—2(BF)=(DG)=— 2(AG)=—2(BX), 
2H=2(CJ)=—(AH)=—2(DH)=—2(CE), 

2J=—(CK)=2(AJ), K=(DX), 

(CF)=E—J, (BJ)=K—F, (BH)=2J—E, (CG) =2F—K, 
(AF)=(AK)=(BG)=(CH)=(D E)=(DJ)=0. 


(1) 


(2) 
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Ausserdem sind FE, F, G, H, J, K paarweise vertauschbar. Fir 
das Folgende ist es endlich noch von Vortheil die Relationen: 
(3) (A+ D, E)=E---(A+D, K)=K 
anzumerken. 

Nach den Untersuchungen in Nr. 15 des vorhergehenden Para- 
graphen haben wir drei Fille zu unterscheiden. Von den sechs infini- 
tesimalen Transformationen FE. ..K, welche offenbar selbst eine Gruppe 
erzeugen, kénnen niimlich entweder zwei oder vier oder es kénnen 
endlich auch alle sechs von einander unabhingig sein. Im ersten Falle 
bestehen die Relationen: 

G=0, H=0, 2J— E=0, 2F—K=0, 
im zweiten die Relationen 
E+J=0, F+K=0 
(vgl. § 4 Formeln (19) und (20)). 


Wir nehmen bei jedem dieser drei Fille an, dass es ebensoviele 
Variabeln a, ...e, giebt als unabhingige unter den infinitesimalen 
Transformationen E ...K. Ferner setzen wir voraus, dass diese un- 
abhiingigen infinitesimalen Transformationen eine transitive Gruppe 
bilden. 

I. Den ersten der drei angegebenen Fiille haben wir fiir » Variabeln 
schon am Schlusse des vorigen Paragraphen erledigt. Deshalb kénnen 
wir uns hier in der Ebene darauf beschriinken, die betreffenden Defini- 
tionsgleichungen anzugeben. Dieselben lauten: 


(4) afta BE > lal claus 
bey + Nyy — «by — Bay — BrE — Byn = 0, 
wo die Functionen @ und B der Integrabilititsbedingung a,—~,—0 
geniigen miissen. Von den Differentialgleichungen (4) kann man ohne 
Weiteres ein Integral angeben, niimlich: 
be + ny — «&§ — By = const.; 

zu demselben kénnten iibrigens auch noch unsere Betrachtungen in Nr, 12 
des § 3 fiihren. Ueber die Gruppen (4) vergleiche man sonst Lie, 
Unendliche continuirliche Gruppen § 6 Nr. 14 und § 8 Nr. 22. 

II. Fall. Eliminiren wir E und K vermége der Relationen E+J—0, 
F'+K=0, so erhalten wir aus (2): 

(AF)=0, (AG) =— G, (AH) = 2H, (AJ) =Jd, 

(5) {(BP)=G, (BG)=0, (BH)=3d, (BJ)=—2F 


u. Ss. W. 


Die vier unabhiingigen Variabeln in den infinitesimalen Transforma- 
tionen F’,@, H,J mégen 4,u,v,g heissen. Wir wiihlen dieselben so, dass 
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af af 
Fo=—K=#, Gail, Hm 


wird. Nun zeigen die Nelieni (3), dass A+ D bei geeigneter 
Wahl der Variabeln die Form: 


of of of of 
A+ D=—i7z-— _— a Fe 


erhalten kann; die Gleichungen (5) aber ergeben weiter: 
A= #55 on 0 3f, B= 2% _ 4 af ~Sehe 
(6) a : 
C=—ay oC _ o Zf +244 f ‘aia: ot oy 2 aoe vé 
Nach den gewoéhnlichen iil (vgl. § 3 Nr. 10, ess 4) sid 
wir daher die vier Definitionsgleichungen: 
2 Ey — Nyy + 206 — Buys — Any — AE — Ayn =0, 
Eyy + wEe — Ab, — 2umy — wee — wy = 0, 
Nex — 2vbe — One + Vy — Ve & — vyn = 0, 
2 ney — — e& — 3vé, + 2An: Tr 0. § = 0. 
Die Integrabilitiitsbedingungen dieses Systems erhilt man erst 
nach zweimaliger Differentiation. Hat man ein System Functionen 
A, u, v, @, welches den Integrabilititsbedingungen geniigt, so definiren 
die Gleichungen (7) eine Gruppe, welche mit der allgemeinen pro- 
jectivischen Gruppe der Ebene ahnlich ist. Die Definitionsgleichungen 
der letzteren erhilt man aus (7) durch die Substitution 4A =p—v=—o9—0, 
nimlich: 
2Eay — hoy = 0, —_ 0, Yn = 0, 2 ney — | = (), 
Ill. Fall. Wir haben jetzt sechs unabhingige Variabeln, etwa 
a, B, y, 0, ¢, € und kénnen setzen: 


7 of 7 1 of Y of of ee 
E=>3, F=— 3 G= Fy H= jn, I= 
Durch geeignete Wahl der Variabeln kénnen wir nt erreichen, dass 


A+D=—-(e4...4¢ 2 


wird, und finden dann aus den litcanii (2): 


(7) 


oe 9 ene of _ 9 f~ 96 Ht, 
C——28 2 of aa be a f+ (a—22) ¢ f+ (B-8) ty se, 


D=— pel 2, 249 
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Also ergeben sich die sechs Definitionsgleichungen: 
Sw - ag, + dé, —_ 2B uz — a,§ — ayy = 0, 
(8) ’ bry + (e—a)&y — yyz — Bry — Bef — Byn = 0, 
byy + ve + (§ —2B)& — 2yn, — 0.§ — dyn = 0 


u. 8, W. 


Da in (8) alle Differentialquotienten von einer gewissen Ordnung 
— hier die von der zweiten — bestimmt sind, braucht man bloss 
einmal zu differentiiren, um die Integrabilititsbedingungen aufstellen 
zu kénnen. Man bekommt die vier: 
tty — Bx = bx — &y = yd — Be, 
(9) By — v2 = B(B—E£) + v(e—@), 
&¢ — 0, = 0(B —§) + s(e—a). 
Dieselben bilden ein unbeschriinkt integrables System, welches, wie 
wir wissen die unendliche Gruppe (1) gestattet. 
Jedes System von Functionen «...§€, welches die Gleichungen 
(9) befriedigt, liefert in (8) eingesetzt die Definitionsgleichungen einer 
Gruppe, welche mit der allgemeinen linearen Gruppe der Ebene dhn- 
lich ist. Die Definitionsgleichungen der letzteren ergeben sich fiir 
a= B=—---€=—0, nimlich: 
Sex = Exy = byy = 9, Yew = Ney = Nyy = 9. 
Die Gleichungen (8) und (9) zusammengenommen bilden ein unbe- 
schriinkt integrables System mit den Unbekannten §,y,a...€ Von 
diesem Systeme lassen sich die folgenden beiden Integrale angeben: 


(10) { g. + Ny — (a+e)é a (B+) = const., 
(&—a&—Bn) (ny—#E—fn) — (Ey—-BE—yn) (ne—E—e y) = const. 
Zur Aufstellung derselben fiihren die Betrachtungen in § 3 Nr. 12. 

17. Zum Schlusse noch einige wenige Bemerkungen iiber die Inte- 
gration des Systems (7). 

Wir denken uns 4, uw, v, @ als gegebene Functionen von 2, y und 
setzen voraus, dass bei Einsetzung dieser Werthe das System (7) un- 
beschrinkt integrabel wird; es definirt dann also eine gewisse Gruppe, 
welche mit der allgemeinen projectivischen Gruppe der Ebene ihn- 
lich ist. 

Unterwerfen wir a, B, y, 0, &, € den Gleichungen: 

(11) y=u, O=v, 28—E=—A, 2e—a—Q, 
so wird (7) eine Folge der Gleichungen (8). Wenn wir daher a...£ 
in allgemeinster Weise so bestimmen, dass die Gleichungen (11) erfiillt 


sind und das System (8) unbeschrinkt integrabel wird, miissen die 
Gleichungen (8) ein System Integralgleichungen von (7) darstellen. 
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Damit das System (8) unbeschrinkt integrabel wird, miissen a... 
die Bedingungen (9) befriedigen; indem wir daher a, y, 0, § aus (9) 
vermdge der Gleichungen (11) eliminiren, erhalten wir zur Bestimmung 
von 6 und « die Differentialgleichungen: 

2, — Be — Oy = 2B. — &y — Ag = wv — Be, 
(12) By = Ue + B(A—B) + u(e—a), 
Ex = vy + v(A—B) + &(9—2). 

Auf dieselben Differentialgleichungen kommt Lie in seiner Ab- 
handlung ,,Classification und Integration u. s. w. II“, Archiv for 
Math. og Naturvid. Bd. VIII, pag. 373ff. (vgl. insbesondere die Glei- 
chungen (3) und (4) daselbst). Aber die Formulirung des ganzen Inte- 
grationsproblems ist bei Lie eine wesentlich verschiedene, deshalb hat 
auch seine Ableitung der Differentialgleichungen (12) mit der von uns 
gegebenen keine directen Beriihrungspunkte. 

Das System (12) ist faquivalent .mit einer linearen gewohnlichen 
Differentialgleichung 3. O. (vgl. Lie, a. a. O. pag. 376); ist diese 
letztere vollstindig integrirt, so erhilt man a... als Functionen von 
x, y ausgedriickt und die Substitution dieser Werthe in (8) ergiebt ein 
System Integralgleichungen von (7). Die vollstindige Erledigung des 
Integrationsproblems bietet jetzt keine Schwierigkeiten mehr und lisst 
sich ohne Integration durchfiihren. Wir wollen darauf nicht eingehen, 
sondern nur noch bemerken, dass sich dabei die Integrale (10) sehr 
vortheilhaft verwerthen lassen. — 


Leipzig, im Juni 1885. 








Ueber die Geometrie der Kegelschnitte, insbesondere deren 
Charakteristikenproblem. 


‘ 


Von 
E. Srupy in Leipzig. 


Bei der grundlegenden Bedeutung, welche das Bézout’sche Theorem 
fiir die meisten geometrischen Untersuchungen besitzt, war es natiir- 
lich, dass die Geometer, sobald sie iiberhaupt anfingen, neben den 
friiher allein untersuchten Curven und Oberfliichen auch zusammen- 
gesetztere Gebilde in den Kreis ihrer Betrachtung zu ziehen, danach 
strebten, jenes miichtige Werkzeug auf das neu erschlossene Arbeits- 
feld mit sich zu nehmen, also den Bézout’schen Satz auf jene Gebilde 
auszudehnen, beziehungsweise sein Analogon aufzusuchen. 

Eine der ersten und wichtigsten Verallgemeinerungen, welche so 
die Bézout’sche Fragestellung erfuhr, bezog sich auf Systeme von Curven 
und Oberfldchen. 

Es war, allgemein zu reden, das Problem: ,,Diejenigen Curven 
oder Fliichen eines (algebraischen) Systems solcher Gebilde anzugeben, 
welche gegebenen Bedingungen geniigen“; oder, mit anderen Worten: 
»Mehrere in ihren Dimensionen einander auf geeignete Weise ergin- 
zende Systeme von Curven oder Flichen gleicher Art zwm Durchschnitt 
zu bringen“, d. h. die Gleichung anzugeben, von deren Lésung die 
Auffindung derselben in letzter Instanz abhiingt, oder doch wenigstens 
den Grad der Gleichung, die Anzahl der Lésungen oder die Ordnung 
des Lésungssystems zu bestimmen, 

Der erste, welcher die letztere Aufgabe — in der es sich also 
lediglich um eine Erweiterung der Bezout’schen Siitze handelte — in 
ihrer Allgemeinheit angriff, oder doch anzugreifen glaubte, war de J on- 
quieres. 

Seine Beantwortung der Frage bezog sich allerdings nur auf einen 
besonderen Fall — den er noch fiir den allgemeinen ansah —, man 
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kann ihr aber, mit Bezugnahme auf eine der Folgezeit geliufig ge- 
wordene Auschauungsweise, einen generellen Ausdruck geben, dahin 
lautend, dass diese erweiterte Aufgabe noch in das Gebiet des Bézout’- 
schen Theorems selbst fillt. 

Da niimlich beispielsweise alle ebenen Curven n‘* Ordnung eine 
lineare Mannichfaltigkeit bilden, und man diese auf eine lineare Punkt- 
mannichfaltigkeit ein-eindeutig beziehen kann, so ist die Frage ohne 
Weiteres auf Bézout’s originale Problemstellung zuriickfiihrbar. 

Mit Riicksicht auf die vorhergenannte Aufgabe wird also, zufolge der 
urspriinglichen Auffassung de Jonquiéres’, jedes System von Curven 
derselben Ordnung in der Ebene durch eine einzige Zahl charakterisirt, 
den ,,Jndex“ des Systems, welcher der Ordnung etwa einer Raum- 
curve oder einer Fiche analog ist; und man erhilt die Anzahl der 
mehreren Systemen von geeigneten Dimensionen gemeinsamen Curven, 
indem man das Product ihrer Indices bildet. 

Dieser Standpunkt zeigt nun offenbar den Bézout’schen Siitzen gegen- 
iiber nichts eigentlich Neues; die Theorie der Systeme algebraischer 
Curven selbst aber liisst er in einem falschen Lichte erscheinen, wie man 
schon daraus erkennen kann, dass man vou hier zu Unterscheidungen 
gelangt, die in der Natur jener Gebilde nicht begriindet sind. 

Es beruht dies auf der Auszeichnung des Punktes als Raumelement, 
Eine Curve ist aber nicht allein Ort von Punkten; und man wird etwa 
ein Kegelschnittsystem nicht nur als ein System von Curven zweiter 
Ordnung, also von Punkteurven betrachten diirfen, sondern man wird 
dasselbe ebensowohi als ein System von Curven zweiter Classe auf- 
zufassen haben, d. h. als ein System von Oertern fiir gerade Linien. 

Ein und dasselbe Gebilde erhiilt aber in beiden Fiillen verschie- 
dene analytische Darstellungen und zugleich verschiedene Indices; 
man muss daher, wenn man sich nicht in Widerspriiche verwickeln 
will, beide Standpunkte streng auseinanderhalten*), wozu im Begriffe 
des Kegelschnittes kein Grund liegen kann. 

Es bedeutete mithin einen grossen Fortschritt in dieser Theorie, 
als Chasles gegen de Jonquiéres geltend machte, dass von der Ge- 
sammtzahl jener Lésungen gewisse in Abzug zu bringen seien, welche 


*) Wiihrend man niimlich zuerst zwei Curven als identisch ansah, wenn sie 
Punkt fiir Punkt tibereinstimmten, hat man sie jetzt als identisch zu betrachten, 
wenn ibre Tangenten dieselben sind. Das eine ist aber nicht immer eine Folge 
des anderen, niimlich bei ausgearteten Curven nicht; und dadurch eben unter- 
scheiden sich jene beiden Auffassungsweisen, dass man in jedem Falle andere 
ausgeartete Curven noch mit zu dem System rechnet. In beiden Fillen begeht man 
offenbar einen Act der Willkiir; ihn zu vermeiden, ohne — wie es geschehen 
ist — in einen iihnlichen Fehler zu verfallen, ist das punctum saliens bei diesem 
Problem. 
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den Bedingungen der Aufgabe zwar selbstverstindlich, aber doch nicht 
eigentlich geniigten*). 

Suchte man niimlich beispielsweise die Zahl der Curven 2. O. 
eines einfach ausgedehnten Systems, welche eine beliebig gegebene 
Curve beriihren, so erhielt man, wenn sich doppelt zahlende Gerade 
unter den Kegelschnitten des Systems befanden, dieselben immer mit 
als Lésungen der Aufgabe. 

Diese ausgearteten Kegelschnitte erfiillten aber die Bedingungen 
des Problems offenbar in ganz anderer Weise als die iibrigen, im 
Ajigemeinen nicht ausgearteten Kegelschnitte der Reihe, welche jene 
Curve beriihren im gewdhnlichen Sinne des Wortes, und waren daher, 
da man sich nur fiir die letzteren interessirte, nicht mitzuzihlen. 

So gewendet, war die Frage nun nicht mehr so leicht allgemein 
zu behandeln, wie in der friiheren Fassung; doch hatte Chasles die 
Antwort wenigstens fiir Systeme von Kegelschnitten einer und der- 
selben Ebene durch Induction gefunden: Er stellte den Satz auf, dass 
die Zahl der Kegelschnitte, in welchen sich ein einfach- und ein vierfach- 
ausgedehntes System durchdringen, durch einen Ausdruck von der Form 


au + pv 
angegeben werde, worin a, B, uw, v Zahlen sind, von welchen w und v 
fiir das erste System ,,charakteristisch“ und von dem zweiten ganz wnab- 
hiingig sind, wihrend fiir « und B das Umgekehrte gilt. 


Aus dieser Forme! leitete Chasles noch eine zweite ab, welche die 
Zahl der Kegelschnitte, in welchen sich fiinf beliebige, vierfach aus- 
gedehnte Systeme treffen, als eine lineare Funktion der beiden 
»Charakteristiken“ a, B eines jeden derselben angab, und Cremona 
fiigte der Chasles’schen eine ahnlich gebaute Formel hinzu, welche 
sich auf die Gegeniiberstellung eines zweifach und eines dreifach 
ausgedehnten Systems bezog, die nun nicht mehr Durchschnitte von 
drei, beziiglich zwei vierfach ausgedehnten Systemen zu sein brauchten. 
(Alles dieses in den Comptes Rendus des Jahres 1864.) 

Obwohl nun diese Siitze um ihrer merkwiirdigen Form, ihrer All- 
gemeinheit und grossen Fruchtbarkeit willen das lebhafteste Interesse 
der Geometer erregten, und man dieselben nicht allein in zahl- 
reichen Beispielen bestiitigt fand (besonders bei Beriihrungsaufgaben), 
sondern auch — freilich nur mit sehr beschrinktem Erfolg — 
den Versuch machte, dieselben auf héhere Gebilde auszudehnen, so 
erschien doch erst nach Verlauf von fast einem Decennium eine Ab- 
handlung, welche die Allgemeingiltigkeit wenigstens des Chasles’schen 


*) Ich driicke mich mit Absicht so unbestimmt aus, da—was zu bemerken fiir 
das Folgende wesentlich ist — scharfe Definitionen damals in der That nicht gegeben 
wurden. 
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Satzes zu beweisen unvernahm, aus der Feder von Clebsch (Math. 
Annalen Bd. 6 (1873) 8. 1), worauf dann bald mehrere andere Beweis- 
versuche folgten. 

Das Resultat dieser Untersuchung, die mit Hilfe der Methoden 
der Invariantentheorie gefiihrt wurde, ist bekanntlich nicht richtig. 

Da diese Einleitung natiirlich nicht darauf ausgehen kann, die 
Entwickelung der umfangreichen, fast von Anfang an schon mit einem 
eigenen Namen bezeichneten ,,Theorie der Charakteristiken“ genau zu 
verfolgen, sondern nur soviel aus derselben hervorheben will, als 
dem Verfasser zur Motivirung seiner eigenen Bestrebungen noth- 
wendig erscheint, so ist hier nicht der Ort, die Leistungen Clebsch’s 
und seiner Nachfolger zu zergliedern. Doch miissen wir einen Um- 
stand niher in’s Auge fassen, der von nun an immer deutlicher hervor- 
tritt, und fiir die Auslegung des Chasles’schen Satzes in der Folge 
massgebend geworden ist. Es vollzog sich nimlich, fast unmerklich, 
eine Verschiebung der urspriinglichen Problemstellung — so unmerk- 
lich, dass dieselbe sogar von ihren Urhebern nicht beachtet worden 
zu sein scheint. ; 

Den entscheidenden Schritt in dieser Richtung that Clebsch in 
der eben erwihnten Abhandlung, indem er derselben einen Begriff 
der ,,eigentlichen Lisung“ zu Grunde legte, der bis dahin noch nicht 
hervorgetreten war. Die Veranlassung hierzu gab die im Vergleich zu 
den friiheren Arbeiten abstracte Natur seiner Untersuchung. 

Wir haben schon angedeutet, dass die ailteren Autoren sich bei ihrer 
Abscheidung gewisser Arten von Lésungen mehr durch einen richtigen 
Tact, als durch scharfe Begriffe hatten leiten lassen. Bei den von ihnen 
behandelten besonderen Classen von Aufgaben lehrie der Augenschein 
(s. obiges Beispiel), welche von den durch das Bézout’sche Theorem, 
resp. durch das sogenannte ,,Correspondenzprincip“ gelieferten Li- 
sungen zu entfernen, beziiglich als ,,eigentliche“ beizubehalten waren; 
man wandte daher einer genauen, alle denkbaren Fille umfassenden 
Definition dieser letzteren wenig Aufmerksamkeit zu, oder gab viel- 
mehr gar keine Definition, da man kein Bediirfniss nach einer solchen 
empfand. 

Will man aber eine in besonderen Fallen anschauungsmissig be- 
handelte Aufgabe in voller Allgemeinheit erledigen, so muss man von 
der Anschauung zu Begriffen iibergehen und logische Deductionen an 
Stelle der Berufung auf den Augenschein setzen, die nicht selten auch 
im einzelnen Falle, wo sie auszureichen scheint, doch nur das stille 
Bekenntniss enthalt, dass man sich der wahren Griinde nicht voll- 
kommen klar bewusst ist. Man hat zu diesem Behufe diejenigen Eigen- 
schaften der betreffenden Gebilde, deren Vorhandensein man als die noth- 
wendige und ausreichende Bedingung ansieht fiir das Bestehen jener 
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anderen Higenschaften, welche den geometrischen Satz vorstellen, 
von den iibrigen zu trennen, welche man als Consequenzen jener 
oder nur als durch die zufillige Erscheinungsform des allgemeinen 
Satzes bedingt betrachtet. Die ersteren muss man zum Range von 
Definitionen erheben und zur Grundlage der Beweisfiihrung machen. 

Diese Operation vollzieht Jeder, der eine Verallgemeinerung vor- 
nimmt, mit Absicht oder auch unwillkiirlich. Da sie in der Hauptsache 
nur in der klareren Auffassung des fiir einen Satz Wesentlichen besteht, 
so ist zur Ausfiihrung derselben nicht nothwendig, dass sie als ein 
Fortschritt des Gedankens in das Bewusstsein fallt. Es kann eintreten, 
dass der Schnitt, welcher Wesentliches von Zufilligem trennen soll, 
an der falschen Stelle gefiihrt wird, und dass die angestrebte Schiirfe 
der Definition doch nicht ganz erreicht wird. 

Dies alles traf nun im vorliegenden Falle zu, wo es sich darum 
handeln musste, das ,,offenbar“ zu analysiren, welchem zufolge nur 
gewisse Lésungen als eigentliche angesehen werden durften. 

Es wird zwar bei Clebsch, wie bei seinen Nachfolgern, der Chasles- 
sche Satz immer noch in der alten Weise ausgesprochen: Es wird 
schlechthin von Kegelschnitten geredet, welche eine gegebene Bedin- 
gung erfiillen, und eine Definition fiir das Erfiilltsein einer Bedingung 
wird dem Satze nicht vorangestellt, wiewohl eine solche hinsichtlich 
der ausgearteten Kegelschnitte nicht iiberfliissig ist. 

Betrachten wir aber den Beweisgang jener Abhandlung, so sehen 
wir, dass ihr Verfasser ausschliesslich die beweglichen Curven als die 
eigentlichen Lisungen des Problems betrachtete, so dass wir also hier 
eine bestimmtere Auffassung des Satzes vor uns haben, als man dem 
Wortlaute nach vermuthen sollte. 

Es bedarf dies noch einer kurzen Erliuterung. 

Wihrend in den bis dahin behandelten Classen von Aufgaben bei 
Zusammenstellung eines einfach und eines vierfach ausgedehnten Sy- 
stems die ,uneigentlichen“‘ Lésungen ihren Ort in dem ersteren System 
unverindert beibehielten, wenn man die relative Lage beider Systeme 
durch collineare Transformation des einen iinderte (vgl. wieder obiges 
Beispiel), hatten die anderen volle Beweglichkeit, was sich analytisch 
dadurch kund gab, dass die ersteren die das vierfach ausgedehnte Sy- 
stem darstellende Bedingungsgleichung identisch befriedigten, die letz- 
teren nicht. 

Hierin erblickte Clebsch offenbar einen wesentlichen Unterschied 
beider Arten von Lésungen*) und dem entsprechend war seine Auf- 


*) Den scheinbar niiher liegenden Umstand, dass die uneigentlichen Lisungen 
ausgeartete Curven sind, fiir diese Unterscheidung zu benutzen, ging nicht an, 
da unter Umstiinden auch Lisungen ausarten kinnen, die ganz sicher den Cha- 
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fassung des Chasles’schen Satzes. Damit aber, dass der Begriff der 
eigentlichen Liésung (ein Wort, das Clebsch tibrigens nicht gebraucht) 
ausschliesslich an die Beweglichkeit derselben gekniipft wurde, war dieser 
Satz selbst, wenn auch nicht dem Wortlaut, so doch dem Sinne nach 
schirfer als zuvor gefasst, gleichzeitig aber war etwas in die Formuli- 
rung der gu demselben fiihrenden BRroblemstellung hineingetragen, das 
urspriinglich nicht darin gelegen hatte. 

Dass man aber hiermit nicht mehr genau den Chasles’schen Satz 
selbst vor sich hatte, sondern nur eine einseitige Ansicht desselben, 
neben der vielleicht auch noch andere denkbar sind, wurde tibersehen. 
Dieser scheinbar geringfiigige Umstand hat spiiter dazu gefiihrt, dass 
der Chasles’sche Satz als vollstindig falsch bezeichnet worden ist. 

Die nach Clebsch’s Abhandlung erschienenen Untersuchungen 
kénnen wir hier nur kurz beriihren, da es uns nur auf die Auffassung 
der Problemstellung und des Chasles’schen Theorems ankommt, und die 
Folgezeit in dieser Richtung einen wesentlichen Fortschritt nicht gemacht 
hat. Es verharren diese Arbeiten nimlich entweder auf dem friiheren 
Standpunkt — lassen also auch implicite keinen schirferen Begriff der 
eigentlichen Lésungen erkennen (was nicht auffallend erscheinen kann, 
da ein solcher auch bei Clebsch nur verdeckt eingefiihrt worden war), 
oder sie betrachten, wie die von Clebsch, nur die beweglichen Lésungen 
als die eigentlichen. In beiden Fiillen war das Ergebniss die Formel 
von Chasles. 

Herr Halphen hat das Verdienst, die in der letzterwihnten Rich- 
tung gewonnenen Resultate — die einzigen ihm in exacter Formulirung 
vorliegenden — als unrichtig nachgewiesen und verbessert zu haben. 
Herr Halphen richtet zwar seine Angriffe gegen den Chasles’schen 
Satz im Allgemeinen, ohne einschriinkenden Zusatz (zuerst in den 
Comptes Rendues vom 4, Sept. 1876), er hat aber offenbar nur die 
an die Beweglichkeit der Lésungen gekniipfte Fassung desselben im 
Auge. In der That zeigt sein Beispiel nur, dass die Zahl der beweg- 
lichen, zwei Systemen erster und vierter Dimension gemeinsamen Curven 
unter Umstinden kleiner sein kann, als die Chasles’sche Zahl. 


rakter von eigentlichen haben. — In seinem Beweise benutzt Clebsch ausser 
collinearen Aenderungen auch solche, welche wesentliche Constante des vierfach 
ausgedehnten Systems betreffen. Es kann nicht geleugnet werden, dass durch 
die auf nicht gerechtfertigten Voraussetzungen beruhende Hereinziehung solcher 
Aenderungen einige Unklarheit in den Begriff der Beweglichkeit bei Clebsch 
kommt. Wir diirfen aber, da die entgegengesetzte Annahme geradezu absurd 
ist, doch nicht zweifeln, dass Clebsch im Grunde nur die collinearen Aenderungen 
im Auge gehabt habe (wie denn auch die spiiteren Autoren nur solche in Be- 
tracht zogen), und haben also in der Herbeiziehung wesentlicher Constanten- 
iinderungen nur einen, in diesem Falle allerdings nicht unschiidlichen Ueberfluss zu 
erblicken. 
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In spiiteren Aufsitzen gab Herr Helphen fiir die richtige Zahl 
der beweglichen Lésungen zwar keinen geschlossenen Ausdruck an, 
wie der Chasles’sche war (was tiberhaupt nicht méglich ist), aber doch 
ein einfaches Verfahren, dieselbe zu bestimmen. Die Chasles’sche 
Formel erwies sich also in diesem Sinne nicht als allgemeingiltig; doch 
gibt es, wie Herr Halphen gleichfalls zeigte, eine grosse Classe von 
Fallen, in denen dieselbe keiner Reduction bediirftig ist. (Journal de 
YEcole normale polytechnique. 1878. t. 45.) ° 

Dies ist im Wesentlichen noch der gegenwiartige Standpunkt der 
Sache. 

Es hatte also — wenn ich nun zusammenfassen darf — Chasles 
erkannt, dass nicht alle von de Jonquiéres angegebenen Curven als 
eigentliche Lisungen der Aufgabe zu betrachten seien, zwei Systeme von 
Curven zum Durchschnitt zu bringen. Er hatte ferner einen Ausdruck 
fiir die Zahl dieser eigentlichen Lisungen in dem Falle aufgestellt, wo 
ein einfach- und ein vierfach ausgedehntes Kegelschnittsystem einander 
gegeniiberstehen, nicht aber zugleich eine hinreichende Definition der- 
selben gegeben. Seit Clebsch wurde dann der von Chasles ausgespro- 
chene Satz so aufgefasst, dass man als die in demselben beibehaltenen, 
eigentlichen Lisungen die beweglichen betrachtete. Herr Halphen hat 
gezeigt, dass der Ausdruck fiir die Zahl dieser letzteren Lisungen nicht 
allgemein die Chasles’sche Formel ist. 


Aus dem bisher Gesagten geht einerseits hervor, dass die Deutung 
des Chasles’schen Satzes, welche das Hauptgewicht auf die Beweglichkeit 
der Lisungen legte, keine gliickliche war; andrerseits aber auch, dass 
die gegen diesen Sate gerichteten Angriffe im Grunde nicht ihn selbst, 
sondern eben nur jene besondere Auffassung treffen. 

Man kann daher die Frage aufwerfen, ob man den Satz von 
Chasles nicht auf eine andere Art interpretiren kann, welche demselben 
eine ausnahmslos giltige Deutung verleiht. 

Nachzuweisen, dass dem in der That so ist, ist der Haupteweck 
der vorliegenden Arbeit. 

Die Veranlassung zur Entstehung derselben gab zum Theil die 
Bemerkung, dass die an die Beweglichkeit gekniipfte Definition der 
beizubehaltenden Lésungen eine willkiirliche ist. Betrachtet man ja 
auch sonst in der Geometrie z. B. einen Schnittpunkt einer Curve und 
einer Oberfliiche darum nicht weniger als einen Schnittpunkt, weil er 
etwa durch gewisse Bedingungen an einen gegebenen Punkt, oder eine 
feste Curve gebunden ist. Dagegen ist es sonst allgemein iiblich, eine 
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Gebilde, von dem es zweifelhaft sein kann, ob es zu einer gegebenen 
Mannichfaltigkeit gehirt oder nicht,~dann und nur dann zu derselben 
zu rechnen, wenn es sich (durch analytische Fortsetzwng) aus uneweifel- 
haft dieser Mannichfaltigkeit angehirigen Gebilden stetig ableiten lisst.*) 

Nihert man sich nun einem in eine Doppellinie ausgearteten Kegel- 
schnitte in einer einfach ausgedehnten Kegelschnittreihe, so geht der 
Kegelschnitt, im Begriffe auszuarten, nicht schlechthin in jene Doppel- 
linie tiber, sondern er plattet sich zuvor ab, und es entstehen auf der 
doppelt iiberdeckten Geraden zwei getrennte oder zusammenfallende 
Verzweigungspunkte. Erst mit diesen zusammen kann die ausgeartete 
Curve als ein vollstiindiger Kegelschnitt angesehen werden. Auf jeder 
doppelt iiberdeckten Geraden liegen aber oo? Punktepaare, deren jedes 
mit ihr zusammen einen ausgearteten Kegelschnitt vorstellt; und von 
allen diesen Kegelschnitten werden wir, dem eben ausgesprochenen 
Princip gemiiss, nur einen einzigen zu dem gegebenen System rechnen 
diirfen. : 

Dies ist auch die allgemein verbreitete Anschauung. Dass man 
aber dieselbe Betrachtung auch auf mehrfach ausgedehnte Kegelschnitt- 
systeme anwenden miisse, scheint nicht anerkannt zu sein. Die Ursache 
dieser Inconsequenz glaube ich in Folgendem zu finden. 

Es liege etwa ein vierfach ausgedehntes Kegelschnittsystem vor, 
welches eine Doppellinie enthiilt.* Dann wird man sich dieser Doppel- 
linie in dreifach unendlich vielen Fortschreitungsrichtungen (Kegel- 
schnittbiischeln) nihern kénnen, die in erster Anniiherung dem gege- 
benen System angehéren. Jede derselben fiihrt durch Grenzttbergang 
zu einem Punktepaar der Doppellinie, und man erhilt auf diese 
Weise, da es nur oo* solcher Punktepaare gibt, im Allgemeinen — 
so scheint es wenigstens — jedes Punktepaar noch unendlich oft. 

Es erscheint also beinahe selbstverstiindlich, dass ein vierfach aus- 
gedehntes Kegelschnittsystem zugleich mit einer Doppellinie alle Kegel- 
schnitte enthilt, die in Punktepaare dieser Geraden ausgeartet sind, 


*) So allein nimlich erhilt man allgemein giltige Siitze. 

Man liisst z. B. eine Gerade, welche durch einen Doppelpunkt einer ebenen 
Curve geht, im Allgemeinen nicht als eine Tangente derselben gelten, weshalb 
man von der Erniedrigung der Classe einer Curve durch das Auftreten von Dop- 
pelpunkten spricht. Hat man dagegen in einer einfach ausgedehnten Reihe von 
Curyen, unter welchen sich einzelne Curven mit Doppelpunkt befinden, diejenigen 
Curven zu bestimmen, welche eine gegebene Gerade beriihren, und geht diese 
Gerade durch einen solchen isolirten Doppelpunkt, so wird man diesen Umstand 
als zufiillig ansehen, und die zugehérige Curve sehr wohl als eine Beriihrungs- 
curve der Geraden betrachten — nicht aber hinwiederum solche Curven, welche 
zu Doppelpunkten gehiren, die in einer ganzen Reihe von Curven des Systems 
angehérenden Doppelpunkten liegen — Alles aus dem im Texte angegebenen 
Grunde. 


Mathematische Annalen, XXVII. 5 
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es scheint die ganze Grenzbestimmung iiberfliissig zu sein, und was 
das Charakteristikenproblem anlafigt, so scheint keine andere Formu- 
lirung desselben iibrig zu bleiben, als die an die Beweglichkeit der 
Lésungen gekniipfte. 

Es ist aber schon an einfachen Beispielen (worunter das schon 
mehrfach herbeigezogene System aller Kegelschnitte, welche eine ge- 
gebene Curve beriihren) zu sehen, dass dies nicht richtig ist. 

Man erhilt vielmehr gerade im allgemeinen Falle, trotzdem man 
sich jener Doppellinie aus co* Richtungen nihern kann, doch nur oo! 
verschiedene Grenzlagen. 

Stellt man nun ein einfach- und ein vierfach ausgedehntes Kegel- 
schnittsystem zusammen, von welchen das erstere eine Doppellinie ent- 
halt, so wird diese im Allgemeinen auch in dem letzteren System ent- 
halten sein; es entsteht durch die beziiglichen Grenziibergiinge im 
ersten Falle ein einziges Punktepaar auf der Geraden, im zweiten eine 
Reihe von co! solchen, unter welchen das erste im Allgemeinen sich 
nicht befindet. Dieses Punktepaar wird man also nicht als eine beiden 
Systemen gemeinsame Curve ansehen diirfen. 

Bringt man nun die nach Abzug aller derartigen Vorkommunisse 
noch tibrig bleibenden, nun beiden Systemen wirklich gemeinsamen Curven 
mit der richtigen Multiplicitit in Anschlag, so wird ihre Gesammizahl 
durch die Chasles’sche Formel angegeben — man erhilt also eine ebenso 
einfache, als ungesuchte Deutung des Chasles’schen Satzes.*) 

Die Bestimmung der Multiplicitiét einer Lésung im einzelnen Falle 
bedarf natiirlich einer eingehenden Untersuchung. 


Was nun die Durchfiihrung der Untersuchung anlangt, so wire 
es nicht schwierig gewesen, die hier entwickelten geometrischen Sitze 
ohne allen analytischen Apparat abzuleiten, unter blosser Zuhilfenahme 
des Bézout’schen Theorems und ausgehend von der geometrisch 
evidenten Thatsache, dass ein Kegelschnitt vollkommen bestimmt ist, 
sobald er entweder als irreducible Curve oder als Punktepaar oder als 
Linienpaar gegeben vorliegt. 

Ich habe es aber vorgezogen, die Aufgabe als einen Gegenstand 
der Formentheorie zu behandeln, da, nuchdem die friiheren Versuche 
als gescheitert angesehen werden miissen, diese allein — nicht nur wegen 
des gegenwartigen Zustandes der Wissenschaft, sondern auch aus inneren 
Griinden — die Moéglichkeit der Verallgemeinerung des Problems auf 


*) Es zeigt sich, dass diese Lisungen unter Umstiinden nur zum Theil be- 
weglich sind, Die Angabe der Zahl dieser Curven, der ,,eigentlichen Lisungen*‘ 
Clebsch’s ist dann das, was Clebsch angestrebt und Herr Halphen ausge- 
fiihrt hat. — 
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Formen von beliebig hoher Ordnung zeigt, es also wiinschenswerth er- 
scheinen muss, auch die quadratischen Formen bereits in dieses erweiterte 
Gesichtsfeld zu riicken. 

Betrachtet man zwei algebraische Formen oder Systeme solcher 
als identisch, wenn sie in ihren simmtlichen*) covarianten Bildungen 
iibereinstimmen, wobei man sich diejenigen, welche fiir die vorliegenden 
besonderen Formen identisch verschwinden, als durch Grenziibergiinge 
bestimmt denkt — wie dies im § 1 in etwas allgemeinerer Weise 
niher ausgefiihrt ist — so wird man eine zwei oder mehreren Systemen 
zugleich angehérige Form, bei welcher sich die Uebereinstimmung 
nicht auf alle covarianten Bildungen erstreckt, als jenen Systemen 
nicht wirklich, sondern héchstens scheinbar zugleich angehdrig anzu- 
sehen haben — scheinbar niimlich, insofern man nur einen Theil der 
covarianten Bildungen im Auge hat. 

Die Bestimmung der Zahl der beiden Systemen wirklich gemein- 
samen Kormen, bei welchen also alle covarianten Bildungen tiberein- 
stimmen, ist dann die Aufgabe, welche ich (im engeren Sinne, vgl. 
§ 1) als das ,,Charakteristikenproblem algebraischer Formen“ bezeichnen 
zu diirfen glaube, da sie in dem besonderen Falle, der hier zur Be- 
handlung kommt, ebenso wie die an die Beweglichkeit der Lésungen 
gekniipfte Problemstellung eine schirfere Fassung der von Chasles so 
bezeichneten Aufgabe vorstellt, und wirklich zu dem Resultate Chasles’ 
hinfiihrt. 

Die Lésung dieser allgemeinen Aufgabe, fiir deren Behandlung 
die des Charakteristikenproblems der quadratischen Formen ungeachtet 
der einfachen Structur ihres Formensystems als Prototyp gelten kann, 
geschieht, wenn wir von besonderen Classen von Systemen von Formen 
absehen, die bei Formen von hdherer als der zweiten Ordnung zu 
wesentlich verwickelteren Aufgaben fiihren, in zwei Schritten: 

Bei dem ersten handelt es sich um eine unmittelbare Verallge- 
meinerunggdes Bézout’schen Problems, von welcher jedoch immer 
nur se Fille in Betracht kommen. 

Der Inhalt der Fragestellungen dieser Art, deren Gesammtheit 
man vielleicht passend als das ,,Charakteristikenproblem der Punkt- 
mannichfaltigkeiten“ bezeichnen kénnte, liisst sich etwa so ausdriicken: 

»Mehrere derselben algebraischen Mannichfaltigkeit angehérende 
Punktmannichfaltigkeiten, deren Dimensionen einander in geeigneter 
Weise ergiinzen, schneiden sich im Allgemeinen in einer endlichen 
Zahl von Punkten. Wie gross ist diese Zahl? und wie viele Schnitt- 


*) Es ist nimlich in den héheren Fillen kein Grund mehr vorhanden, warum 
man in dieser Hinsicht einzelne Covarianten — wie etwa diejenige, welche die 
Gleichung einer Curve in Liniencoordinaten darstellt — vor den anderen aus- 
zeichnen soll. 


5* 
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punkte werden absorbirt, wenn jene Mannichfaltigkeiten im besonderen 
Falle unendlich viele Punkte gemein haben ?“ 

Erst bei dem zweiten Schritt tritt die Bedeutung in Kraft, welche 
mau jenen Mannichfaltigkeiten, als von Systemen algebraischer Formen 
gebildet, beilegt: es kommt zu dem ersten Problem die der Theorie 
jener Systeme, als einem besonderen Zweige der Algebra eigenthiim- 
liche Frageste!lung hinzu: 

» Wann eine gegebepe Form mehreren Systemen wirklich, oder 
nur scheinbar zugleich angehért?“ 

Sind diese beiden Aufgaben in hinreichender Allgemeinheit er- 
ledigt, und damit auch das Charakteristikenproblem — was’ immer 
modglich sein muss, gleichviel, wie gross die Zahl der vorhandenen 
Invarianten ist —, so gesellt sich zu ihnen in besonderen Fiillen ein 
drittes Problem: Die Frage nach der Gruppirung der erhaltenen Li- 
sungen im einzelnen Falle. Hierher gehért dann vor Allem die Frage 
nach den Reductionen, welche die Beweglichkeit der Lésungen er- 
leiden kann. 

Bei Aufgaben der letzteren Art wiirde dann der iiltere Begriff der 
»eigentlichen“ Lésungen zur Geltung gelangen. Ich habe aber, um 
Missverstiindnissen vorzubeugen, dieses Wort ganz fallen lassen, spreche 
also nur von ,,scheinbaren“ und ,,wirklichen“* Lésungen, von welchen 
dann die letzteren weiterhin nach ihrer Beweglichkeit classificirt 
werden mégen. we 

Die hier gegebene Behandlung des Charakteristikenproblems der 
Kegelschnitte wiirde etwas kiirzer ausgefallen sein, wenn wir uns, den 
Satz von Chasles als Ziel vor Augen, streng auf die Beibringung 
derjenigen Hilfsmittel beschriinkt hiitten, welche zur Erreichung des- 
selben unbedingt nothwendig waren. 

Es kann aber nicht der Zweck der Wissenschaft sein, irgend eine 
vereinzelte Wahrheit so kurz als méglich darzulegen: sie gtrebt viel- 
mehr, ausgedehntere Gebiete, diese aber mit einer méglichst geringen 
Gesammtarbeit sich zu unterwerfen. 

Daher sind bei der folgenden Untersuchung solche Siitze, welche 
nach meiner Meinung zu den elementaren Grundlagen einer jeden 
Theorie der Kegelschnittsysteme gehéren, einer etwas ausfiihrlicheren 
Behandlung unterzogen worden, als néthig gewesen wiire, wenn die- 
selben als blosse Hilfssitze und Durchgangspunkte hiitten dastehen 
sollen; so dass diese Darstellung, wie auch durch die Wahl des Titels 
angedeutet, vielleicht in der Hauptsache als eine auf die Geometrie 
der Kegelscbnitte im Allgemeinen beziigliche Betrachtung anzusehen 
ist, von welcher eine Anwendung auf das Charakteristikenproblem 
gemacht wird. 
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Was nun die bei einer Untersuchung dieser Art anzuwendenden 
Methoden anlangt, so schien mir die principielle und ausschliessliche 
Anwendung der Processe des sogenannten symbolischen Rechnens vor 
den anderen Verfahrungsarten der analytischen Geometrie den Vorzug 
zu verdienen. 

Denn jene Methode allein geniigt, richtig aufgefasst — was in 
dieser ohnehin schon ungewoéhnlich umfangreichen Einleitung aller- 
dings nicht auseinandergesetzt werden kann — der gewiss berechtigten 
Forderung, zur Ableitung ihrer Wahrheiten keiner willkiirlich einge- 
fiihrten und daher iiberfliissigen Hilfsgréssen, wie Coordinaten sind, 
zu bediirfen*) — wiewohl eine fliichtige Betrachtung den entgegen- 
gesetzten Eindruck hervorbringen mag. 

Indem dieselbe sich nur projectiver Processe bedient (deren jedem 
eine, aus der bisherigen Begriindung dieser Theorie freilich nicht er- 
sichtliche geometrische Bedeutung innewohnt), und daher niemals in 
die Lage kommt, die invariante Natur ihrer Bildwngen nachtriiglich 
beweisen zu miissen, vereinigt sie allein, so lange sie aus diesem Kreise 
von Operationen grundséitzlich niemals heraustritt, den Hauptvorzug 
der synthetischen Geometrie — niimlich keinen iiberfliissigen Schritt 
zu thun — mit dem Vortheil der analytischen Methode — der Dar- 
stellung der geometrischen Gebilde durch Gleichungen; ja es liisst 
sich zeigen, dass ihr materieller Inhalt sich mit dem der synthetischen 
Geometrie deckt, soweit man letztere auf linear ausfiihrbare Construc- 
tionen beschrinkt; wobei sie aber vor der Schwesterdisciplin das 
voraus hat, dass sie allgemeine Methoden besitzt, deren Zulinglichkeit 
a priori bekannt ist, und dieselbe — was nicht gering anzuschlagen 
ist — durch die von vorn herein gegebene streng systematische Grup- 
pierung des Stoffes tibertrifft. 

Ausserdem aber — und dies allein wiirde hinreichen, die hohe 
Bedeutung jener, von Seiten der eigentlichen Geometer, wie ich glaube, 
nicht hinreichend gewiirdigten Methode darzuthun — ist die principielle 
Anwendung jener invarianten Processe das einzige Mittel, welches die 
Gleichungen der geometrischen Gebilde in der denkbar allgemeinsten 
und zugleich einfachsten Form darzustellen im Stande ist, da sie nicht 
mehr als das Nothwendige und Wesentliche zum Ausdruck bringt. 
Die gewéhnlichen Methoden kénnen eine thnliche EKinfachheit bloss 
unter Verzichtleistung auf Allgemeinheit erreichen, nimlich durch 


*) H. Grassmann’s grossartige Schépfung ist zwar auch frei von Coor- 
dinaten, ist dafiir aber von dem Begriffe des Maasses wesentlich abhingig, 
und daher fiir die Zwecke der projectiven Geometrie, wiewohl allen anderen 
Methoden, ausser der symbolischen, tiberlegen, dennoch nicht die geeignete Me- 
thode. Das eigentliche Gebiet fiir die Anwendungen der Ausdehnungslehre ist 
die Mechanik, in der sie ja auch ihren Ursprung genommen hat. 
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Einfiihrung specieller Coordinatensysteme, d. h. durch einen sachlich 
ganz unbegriindeten Kunstgriff, und auch das nur in sehr einfachen 
Fallen. 

Was die Bezeichnung jener Processe betrifft, so habe ich mich 
der in Deutschland iiblichen ,,symbolischen“ Schreibart angeschlossen, 
weil diese am leichtesten zu handhaben ist, wiewohl in theoretischer 
Hinsicht Cayley’s, sowie besonders die aus Grassmann’s Liicken- 
ausdriicken entspringende Bezeichnungsweise gewisse Vorziige besitzen. 

Kine Abweichung von der gebriiuchlichen Darstellung habe ich 
mir nur insofern gestattet, als ich nicht, w.e es gewdhnlich geschieht, 


Coordinaten etwa eines Punktes als Veriinde~liche ansehe, sondern im- 


Sinne Grassmann’s, diesen Punkt selbst; so dass, wenn in § 3 ein 
Punkt als ,, Parameter“ einer Mannichfaltigkeit von fiinf Dimensionen 
eingefiihrt wird, bei Anwendung der Coordinatenmethode die sechs 
homogenen Coordinaten dieses Punktes als eben so viele unabhingige 
(homogene) Parameter zu betrachten wiiren. 

Die hier zu Grunde gelegte, in dieser Gestalt zuerst von Herrn 
Stroh (,,Zur Theorie der Combinanten“, Math. Annalen Bd, XXII 
8. 393 u. ff.) benutzte Parameterdarstellung linearer Mannichfaltig- 
keiten von formen derselben Ordnung ist iibrigens nicht, wie es viel- 
leicht den Anschein hat, als ein willktirlicher Kunstgriff, sondern nur 
als der naturgemiisse Ausdruck der Thatsache anzusehen, dass diese 
Formen in doppelter Hinsicht Gegenstand der Betrachtung werden: 
im vorliegenden Falle erscheint der Kegelschnitt einmal als Ort von 


Punkten oder Linien in der Ebene — wobei also diese als verinder- 
lich angesehen werden — das andere Mal als Element der ganzen, 


von allen Kegelschnitten der Ebene gebildeten Mannichfaltigkeit — 
wobei der Kegelschnitt selbst veriinderlich gedacht wird. 

Man hat das hiermit beriihrte Verhiiltniss bisher so dargestellt, dass 
man die Coefficienten der Gleichung des Kegelschnittes (ich bleibe bei dem 
eoncreten Falle, wiewohl die Sache natiirlich allgemeine Geltung hat) 
unmittelbar als homogene Coordinaten eines Punktes im seniiren Ge- 
biete (Raum von fiinf Dimensionen) deutete. Gegen ein solches Ver- 
fahren, einen so bedeutenden Fortschritt seine erste Kinfiihrung auch 
reprisentiren mochte, ist aber u. A. einzuwenden, dass die rein pro- 
jective Auffassung von Coefficienten einer Kegelschnittgleichung nichts 
weiss, dass bei seiner Anwendung die seniir-invarianten Bildungen 
nicht, wie doch zu verlangen ist, auch formal als solche hervortreten, 
und dass es bei weitergehenden Untersuchungen bald genug die 
nothige Einfachheit vermissen liisst — wie es denn tiberhaupt der- 
selben Kritik unterliegt, wie der Gebrauch des Coordinatenrechnens 
im Allgemeinen. 

Die doppelte Auffassung selbst aber ist bei Untersuchungen, wie 
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die vorliegende, kaum zu umgehen. Denn die sogenannte ,,Abbildung 
auf die Punkte eines hiheren Raumes“, deren einfachster analytischer 
Ausdruck jene Parameterdarstellung ist, dient nicht allein wesentlich 
zur klareren Auffassung bekannter Dinge*), indem sie den wirklich 
vorhandenen Analogien mit Verhiltnissen der gewéhnlichen Geometrie 
auch in der Form ihrer Siitze Rechnung trigt, sondern sie fiihrt auch 
auf neue Wahrheiten, die zu entdecken auf anderem Wege sehr schwer 
gewesen sein wiirde, schon darum, weil ihre blosse Aussprache bei 
Verzichtleistung auf jene Analogie ausserordentlich verwickelt werden 
wiirde, **) 

Es wiire daher, selbst auf dem Felde der rein synthetischen Me- 
thode, Pedanterie, wenn man aus metaphysischen Griinden, wie dem: 
»dass man sich hdhere Riume nicht vorstellen kénne, und mithin auch 
nicht von einer ,,Geometrie“ (als etwas wesentlich auf der Anschauung 
Beruhendem) in solchen Riiumen sprechen diirfe“, auf solche Vortheile 
verzichten wollte, oder wenn man den an sich vollkommen berech- 
tigten Satz dagegen in’s Feld fiihren wollte, ,,dass man sich die Ver- 
hiiltnisse der ebenen Geometrie auch miisse klar machen kénnen, ohne 
aus der Ebene hinauszutreten“ — da ja ein solches Hinaustreten 
lediglich in der Ausdrucksweise statifindet, wiihrend die begrifflichen 
Operationen, fiir die man unndthiger Weise neue Namen erfinden 
miisste, wollte man jenen Analogien aus dem Wege gehen, dadurch 
natiirlich nicht geindert werden, dass man ,,Punkt“ statt ,,Kegel- 
schnitt“ sagt. 


*) Wie mannichfache Abwege wiirden nicht in der Charakteristikentheorie 
vermieden worden sein, wenn man von ihr einen ausgiebigeren Gebrauch hiitte 
machen wollen! 

**) Hierher gehéren z, B, die meisten der Siitze, welche von der (hier mit 
T bezeichneten) quadratischen Transformation handeln, die in der Geometrie der 
Kegelschnitte eine ausgezeichnete Stellung einnimmt. 

Hinsichtlich der Kegelschnitte wurde die in Rede stehende Abbildung zuerst 
von Cayley betrachtet (,,0n the curves, which satisfy given conditions“ Phil, 
Trans. 1868 vol. 158), der jedoch die Doppelnatur derselben nicht hervorhob. 
Die Kenntniss des Umstandes, dass mit jener Abbildung der Curven n't Ordnung 
zugleich eine Abbildung der Curven n't Classe verbunden sei, verdanken wir 
vorziiglich den Untersuchungen der Herren Rosanes und Reye (s. besonders 
die Darstellung dieser Theorie bei H, Grassmann: ,,Verwendung der Aus- 
dehnungslehre fiir die allgemeine Theorie der Polaren und den Zusammenhang 
algebraischer Gebilde“ in Crelle’s Journal Bd, 84, 8. 273). 

Neuerdings wurde dieselbe Abbildung der Kegelschnitte einer Ebene auf 
geometrischem Wege mit grosser Ausfiihrlichkeit untersucht von Herrn Veronese 
(Le superficie omaloide ecc, Atti della R. A. dei Lincei, serie 3*, vol. XIX, 1884) 
und fast gleichzeitig von Herrn Segre (,,Considerazioni intorno alla geometria delle 
coniche“ ecc. Atti delle Scienze di Torino, vol. XX, 1885). Die geometrischen 
Resultate von § 3 und § 4 der vorliegepden Arbeit sind in jenen zumeist bereits 
enthalten. 
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Ich glaube sogar, nicht zu weit zu gehen, wenn ich in der Auf- 
stellung und zwiefachen geometrischen Interpretation des vollstiindigen 
Formensystems der terniir-quadratischen, seniir-linearen Form, welche 
jene Parameterdarstellung vermittelt, die Fundamentalaufgabe der Geo- 
metrie der Kegelschnitte erblicke.*) 

Die Betrachtung derartiger Formen besitzt aber auch ein selbst- 
stiindiges Interesse: Formen, die Veriinderliche verschiedener von 
einander unabhingiger Gebiete enthalten, sind ebenso wie die Connexe 
Clebsch’s als elementare Grundgebilde der Geometrie anzusehen; 
und zwar sind sie die allgemeinsten Objecte, welche den Methoden der 
Formentheorie unterworfen sind. Von geometrischer Seite haben sich 
einige derselben, besonders solche, welche mehrere Arten von Ver- 
iinderlichen linear enthalten, und unter dem Namen der Systeme pro- 
jectiver Erzeugungsarten von Curven oder Oberfliichen bekannt sind, 
schon vor lingerer Zeit der Betrachtung aufgedriingt, und sind neuer- 
dings immer mehr in den Vordergrund getreten; auch lassen sich 
wohl eine Reihe von Untersuchungen, bei denen es weniger augen- 
fillig ist, auf das Studium derartiger Formen zuriickfiihren. 

Die Algebra stellt dieselben von vorn herein als selbststiindige 
Gebilde hin, welche, den Curven oder Flichen gleichwerthig, eine 
principielle Beriicksichtigung verdienen, gleichgiltig ob sie zu bereits 
Bekanntem hinleiten, oder nicht. Sie eréffnen der Geometrie ein noch 
kaum betretenes, iiberraschend ergiebiges Arbeitsfeld, welches ohne 
allzugrosse Miihe die merkwiirdigsten Resultate ernten lisst. 


Zum Theil wegen der veriinderten Fassung des Charakteristiken- 
problems, zum Theil wegen der eben entwickelten methodischen An- 
schauungen des Verfassers hat von iilteren, dem Gegenstande nach 
mit der vorliegenden zusammenhiingenden Untersuchungen ausser einer 
eleganten, von Herrn Halphen eingefiihrten und von Herrn Schubert 
zu einem eigenthiimlichen Calciil ausgebildeten symbolischen Schreibart 
fiir diese Betrachtung beinahe Nichts verwerthet werden kénnen; es 
sind daner auch keine anderen Vorkenntnisse zum Studium derselben 
erforderlich, als die der Grundlagen der symbolischen Methode.**) 


*) Die Bedeutung, welche dieser Form in der Theorie der Kegelschnitte zu- 
kommt, kann man am besten aus dem Umstande ermessen, dass man — wie hier 
beiliufig erwiihnt werden mag — das volle Formensystem beliebig vieler 
terniirer quadratischer Formen angeben kann, sobald man fiir diese Form ein 
endliches, vollstiindiges System aufgestellt hat, Aehnliches gilt natiirlich von 
allen analogen Parameterdarstellungen. 

**) Diese sind entwickelt in den folgenden Abhandlungen: 

Clebsch ,,Ueber symbolische Darstellung algebraischer Formen“‘, Crelle’s 
Journal Bd. 59, woselbst der Fundamentalseiz zat’ égoynv dieser Theorie auf- 
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Um dies zu erméglichen, ist das Wenige, das aus ilteren Darstellungen 
heriibergenommen werden konnte, hier reproducirt worden. Es war 
im Wesentlichen nur die bereits von Chasles angegebene Zurtick- 
fiihrung des auf mehr als zwei Kegelschnittsysteme beziiglichen Charak- 
teristikenproblems auf die zwei Systeme betreffende Aufgabe. 


1, 
Das Charakteristikenproblem. 


Wir gehen nun dazu iiber, die Aufgabe, um welche es sich 
handeln soll, genauer festzustellen, und zwar allgemein fiir beliebige 
algebraische Formen mit beliebig vielen Verinderlichen desselben Ge- 
bietes oder verschiedener Gebiete. 

Wir nehmen an, es befinde sich in einem System algebraischer 
Formen, welches durch das Verschwinden gewisser Invarianten und 
Covarianten definirt ist, deren Gesammtheit wir mit A bezeichnen 
wollen, eine Form, fiir/welche gewisse andere covariante Bildungen B 
verschwinden. 

Dann wird die Gesammtheit der zu dem System (A) gehdérigen 
Formen, fiir welche B = 0 ist, eine Mannichfaltigkeit von niedrigerer 
Dimension bilden, als das — als irreducibel angenommene — System 
(A) selbst, da sonst die Formen B zu den Formen A gehirten. 

Es wird also in dem System (A) unendlich viele, die gegebene 
Form enthaltende, einfach ausgedehnte algebraische Mannichfaltigkeiten 
geben, fiir deren simmtliche Formen keine ‘der Covarianten B oder 
hdchstens eine einzelne zu B gehérige Invariante B, verschwindet. 
Auf einer solchen Mannichfaltigkeit nun wird man immer einen Para- 
meter ¢, welcher fiir die gegebene Form den Werth ¢, annimmt, so 
einfiihren kénnen, dass jeder der Ausdriicke B dividirt durch eine 
ganze Potenz von (¢ — ¢,) fiir den Werth ¢ = ¢, gegen eine endliche 


gestellt wird, nimlich der Satz, dass man durch die symbolischen Operationen 
alle rationalen Invarianten unbeschriinkt veriinderlicher Formen erhiilt; 

Clebsch: ,,Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie, Gott. 
Abhdlg, Bd. 17, 1872, wo der Satz iiber die Zuriickfiihrbarkeit von Formen mit 
mehreren Veriinderlichen (,,Reihen von Veriinderlichen‘‘ in der Terminologie von 
Clebsch) auf die Formen ihres ,,eigentlich reducirten Systems“ bewiesen 
wird, und 

Gordan, ,,Ueber Combinanten“, Math. Annalen Bd. 5, wo die nach den 
Formen des eigentlich reducirten Systems fortschreitenden Reihenentwicklungen, 
soweit sie hier in Betracht kommen, angegeben sind. 

Aus der Theorie der terniiren quadratischen Formen wird nur das voraus- 
gesetzt, was etwa in Clebsch-Lindemann, ,,Vorlesungen iiber Geometrie“ 
dariiber gesagt ist. 
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Grenze convergirt (B, ausgenommen, das seinen Werth Null beibehiilt), 
Ks wird dann in der Umgebung des Punktes ¢, jener Mannichfaltigkeit 
B, = (t—t)- Bi, wo Bj fiir t=, nicht mehr verschwindet. 

Man erhiilt so fiir jede zu B gehdrige Invariante oder Covariante 
einen bis auf eine Potenz eines constanten Factors bestimmten Werth, 
und fiir jede absolute Invariante und Covariante einen vdéllig bestimmten 
Werth*), wenn man jede Form B; durch die zugehérige B; ersetzt; 
und swar sind die Bj mit der Grundform und unter einander durch 
dieselben identischen Relationen verkniipft, welche die B; verbanden, so 
lange sie nicht identisch Null waren**), — Ich bezeichne nun die ge- 
gebene Form, fiir welche noch mehr als eine Invariante oder Covari- 
anten J; verschwinden, die nicht zu A gehéren, als unvollstindig in 
Bezug auf das System von Invarianten und Covarianten A; als in 
Bezug auf dieses System vollstdindig dagegen, wenn man alle B; durch 
die auf die angegebene Art bestimmten Formen B; ersetzt hat. 

Als ,,vollstiindige Form“ im engeren Sinne wollen wir dieselbe be- 
zeichnen, wenn das System A nur aus denjenigen Invarianten und 
Covarianten besteht, welche fiir alle Formen der gleichen Ordnung, 
Classe etc. identisch Null sind, wenn also die durch A =O definirte 
Mannichfaltigkeit von Formen (A) die héchstmégliche Dimension hat, 
und (folglich) linear ist. 

Es werden nun jeder unvollstiindigen Form unendlich viele voll- 
stiindige Formen zugehdren, welche man durch die verschiedenen Grenz- 
Processe der geschilderten Art erhilt. Haben wir insbesondere eine 
unvollstiindige Form P als Glied einer algebraischen, zwei- oder mehr- 
fach ausgedehnten Mannichfaltigkeit M gegeben, welche der durch 
das Verschwinden von A definirten Mannichfaltigkeit (A) angehért, 
ohne zugleich einer Mannichfaltigkeit anzugehéren, welche durch das 
Verschwinden eines A umfassenden Systems von Invarianten und 
Covarianten definirt ist, so wird man P noch auf unendlich viele 
Arten mit Hilfe einfach ausgedehnter Mannichfaltigkeiten vervoll- 
stindigen kénnen, welche dem System M angehéren. Fiihrt man dies 
auf alle wesentlich verschiedenen Arten aus, so erhiilt man ein System 
von zu P gehérigen, in Bezug auf A vollstiindigen Formen, welches 
alle solche Formen umfasst, die als Grenzlagen von Formen der Mannich- 
falltigkeit M angesehen werden kénnen. Dieses System wird im All- 
gemeinen nicht simmtliche zu P gehérige, in Bezug auf A vollstiindige 


*) Hierher ist in diesem Zusammenhange auch der Werth » zu rechnen, 
da man, um den bestimmten Werth 0 zu erhalten, in diesem Falle nur den reci- 
proken Ausdruck zu betrachten braucht. 

**) Das Festhalten an diesen Relationen ist der Kern der Sache; von hier 
aus lisst sich auch die Verallgemeinerung der im Text eingefiihrten Begriffe auf 
simultane Systeme vollziehen, 
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Formen umfassen, Wir betrachten nun allein diejenigen derselben, welche 
in diesem System vorkommen, als zu der Mannichfaltigkeit M gehirig ; 
die anderen, welche nicht durch innerhalb M verlaufende Grenzprocesse 
erhalten werden kénnen, wollen wir als dem System M nur ,,scheinbar“ 
angehorig bezeichnen. 

Dann werden wir eine unvollstindige Form P, welche mehreren 
in (A) enthaltenen Systemen M, M’, M”... angehoért, als denselben 
nur scheinbar zugleich angehdrig zu betrachten haben, wenn keine der 
zu M und P gehérigen vollstiindigen Formen zugleich eine vollstiindige 
Form von M’, M",... ist, oder genauer, wenn unter den zu M ge- 
hérigen vollstiindigen Formen Py sich keine findet, deren ergiinzende 
Formen B; von den ergiinzenden Formen je einer zu M’, M”... 
gehérigen vollstindigen Form Py, Py... sich nur um dieselben 
Potenzen je eines fiir MZ’, M”,... constanten Factors unterscheiden. Alle 
zu P gehorigen vollstiindigen Formen dagegen, bei welchen das Letztere 
eintritt, betrachten wir als den Systemen M, M’, M”... wirklich 
sugleich angehorig. 

Hinsichtlich der Multiplicitiét dieses Angehérens bedarf es noch 
besonderer, sich in jedem Falle von selbst ergebender Bestimmungen. 
Setzen wir dieselben als ausgefiihrt voraus, so kénnen wir die Auf- 
gabe, um welche es sich hier handelt, kurz so aussprechen: 

Es sind mehrere Systeme von Formen, M, M’, M” ... gegeben, 
fiir deren sitimmtliche Formen alle Invarianten und Covarianten eines 
Systems A verschwinden, ohne dass fiir stimmtliche Formen eines dieser 
Systeme — abgesehen von einer eingigen etwa verschwindenden Invariante 
— noch irgend eine andere covariante Bildung identisch Null ist. 

Anzugeben, wann eine diesen Systemen gemeinschaftlich angehirende 
unvollstiindige Form denselben scheinbar , oder wirklich zugleich angehirt ; 
und, falls die Zahl der allen Systemen gemeinsamen vollstindigen Formen 
eine endliche ist, diese Zahl zu bestimmen. 

Wir wollen nun diese Fragen unter der Voraussetzung, dass wir 
es mit vollstiindigen Formen im engeren Sinne zu thun haben, fiir 
die terniiren quadratischen Formen in dem Falle behandeln, wo ein 
einfach- und ein vierfach ausgedehntes System zum Durchschnitt zu 
bringen sind. 


2. 
Das Charakteristikenproblem der terniren quadratischen Formen. 


Die eben formulirte Aufgabe erfihrt eine wesentliche Vereinfachung 
fiir die quadratischen Formen (und ahnlich fiir alle Formen, die nicht 
mehr als eine Invariante haben) durch den Umstand, dass eine solche 
Form im Allgemeinen nicht unvollstiindig sein kann; oder mit anderen 
Worten, dass eine quadratische Form, wenn eine covariante Bildung 
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derselben verschwindet, die nicht fiir jede quadratische Form ver- 
schwindet, von weniger Constanten abhiingt, als die allgemeinste 
quadratische Form*). 

Wir behaupten insbesondere in Bezug auf die terniiren quadrati- 
schen Formen, die uns hier allein angehen, dass die Covariante 
(abu)? einer solchen Form a,?**) identisch verschwinden muss, sobald 
irgend eine Covariante derselben identisch verschwindet, die nicht fiir 
jede terniire quadratische Form Null ist. 

In der That, nehmen wir an, es verschwinde irgend eine Co- 
variante von a,? identisch. Dann verschwinden siimmtliche Formen 
ihres eigentlich reducirten Systemes ebenfalls identisch. Diese ver- 
schwinden nun entweder fiir jede Form a,”, oder es muss, falls nicht 
die gegebene Form selbst den Factor (abc)? haben soll, sich wenig- 
stens eine Form unter denselben befinden, die von diesem Factor frei 
ist, und sich also auf Grund der von Herrn Gordan angegebenen 
Entwickelung als eine nach Potenzen von u, - (abc)* fortschreitende 
Reihe darstellen liisst, in welcher der Coefficient der nullten Potenz 
ein Product einer Potenz von a,? und einer Potenz von (abu)? ist. 

Da auch diese Reihe nicht identisch verschwinden kann, ohne dass 
ihre einzelnen Glieder verschwinden, und a,? nicht verschwindet, so 
folgt (abu)? = 0. 

Da die Invariante (abc)? Null in der zweiten Ordnung wird, wenn 
(abu)? in der ersten Ordnung fiir beliebiges w verschwindet, ergiebt 
sich zugleich, dass die Grenzlagen aller iibrigen Covarianten bestimmt 
sind, sobald man die von (abu)? auf die im § 1 angegebene Art be- 
stimmt hat; so dass man, um zu entscheiden, ob eine zwei Systemen 
angehorige unvollstiindige Form a, denselben scheinbar, oder wirklich 
zugleich angehért, nur darauf zu achten hat, ob unter den Formen, 
die man nach § 1 an Stelle der Covariante (abu)? erhiilt, sich solche 
befinden, die sich nur um einen Factor unterscheiden, oder nicht. 


3. 
Die doppelte Parameterdarstellung der Kegelschnitte einer Ebene. 


Bei einer Untersuchung der Mannichfaltigkeit aller Kegelschnitte 
einer Ebene erscheint es, wie bereits hervorgehoben, naturgemiiss, 


*) Dies ist natiirlich nur ein Aequivalent des Satzes, dass die irreducibelen 
quadratischen Formen linear in einander transformirbar sind; in Folge wovon 
man hier einen Unterschied zwischen allgemeinen und besonderen Formen machen 
kann, was in den héheren Fillen nicht mehr angeht. Bei den Formen, welche 
nicht mehr als zwei Invarianten haben (insbesondere also auch den terndren cubi- 
schen und den bindren biquadratischen Formen) findet noch eine ihnliche Ver- 
einfachung des Charakteristikenproblems statt. Jener Satz durfte in unserem Zu- 
sammenhange natiirlich nicht benutzt werden. 

**) Ich bediene mich hier der allgemein iiblichen Bezeichnungen. 
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diese Gebilde auch formal als Elemente der von ihnen gebildeten Mannich- 
faltigkeit darzustellen, d. h. dieselben von einem seniiren Parameter 
(oder genauer, einem Paar solcher Parameter, wie wir sogleich sehen 
werden) abhiingig zu machen. 

Wir werden uns also, behufs einer Untersuchung zuniichst der 
von allen Curven zweiter Ordnung der Ebene gebildeten Mannich- 
faltigkeit einer Parameterdarstellung von der Form 
(1) ‘ Uym,? = 0 
bedienen. Hier verstehen wir unter Uy = 0, uz, = 0 (seniire Gebilde 
werden im Folgenden immer mit grossen, terniire mit kleinen Buch- 
staben bezeichnet) die Coincidenzbedingung eines Punktes X und einer 
linearen Mannichfaltigkeit U fiinfter Stufe des seniiren, beziiglich eines 
Punktes x und einer Geraden u« des terniiren Gebietes, und es sollen, 
nach der gewoéhnlichen Vorstellung ,,erst Symbole M mit Symbolen 
m multiplicirt eine reelle Bedeutung erlangen“. 

Die Gleichung (1) wird im Allgemeinen — und wir betrachten 
hier nur den allgemeinen Fall, wiewohl die besonderen kein geringeres 
Interesse besitzen — sie wird im Allgemeinen zu je zwei verschiedenen 
Riiumen U zwei verschiedene Curven 2. 0. liefern; und es wird, da 
linear abhiingigen Riiumen U vermége (1) ebenso beschaffene Curven 
entsprechen, auch umgekehrt méglich sein, zu einer gegebenen Curve 
2. O. den ihr entsprechenden Raum U eindeutig zu bestimmen. 

Dasselbe gilt von der Abbildung der Mannichfaltigkeit aller Curven 
2. Classe der Ebene auf die Punkte des seniiren Gebietes, welche, in 
der umgekehrten Richtung, ebenfalls durch (1) vermittelt wird. 

Sei nimlich u,? = 0 irgend eine Curve 2. Classe, so stellt 

(1 a) U. M Me? = 0 ? 
U als verinderlich betrachtet, einen Punkt X des seniiren Gebietes 
vor, und zwar entsprechen linear abhiingigen Curven 2. Cl, linear ab- 
hiingige Punkte. Es ist aber das Bestehen der Gleichung (1a) einer- 
seits die Bedingung dafiir, dass die Curve 2. 0. deren Gleichung 
Uy m,? = 0 ist, und die Curve 2. Cl. u.? = 0 einander conjugirt sind; 
andererseits dafiir, dass der Raum U durch den u,? entsprechenden 
Punkt X hindurchgeht. Wiirden nun 6 linear unabhiingigen Curven 
2. Cl. nicht ebenso beschaffene Punkte entsprechen, sondern diese 
bereits in einem linearen Gebiet fiinfter Stufe enthalten sein, so wiirde 
die letzterem entsprechende Curve 2. O. zu jenen 6 Curven 2. Classe 
conjugirt sein, was nicht angeht. 

Also ist zugleich mit der durch (1) vermittelten ein-eindeutigen 
Abbildung der Riiume U des seniiren Gebietes R, auf die Mannich- 
faltigkeit der Curven 2. O. der Ebene eine ebenfalls eindeutig wmkehrbare 
Abbildung der Curven 2. Cl. auf die Pwnkte X dieses Gebietes gegeben. 
Conjugirten Curven entsprechen incidente Elementenpaare von R,,. 


* 
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Die Gleichungen (1) und (1a) geben uns zu jedem R,': U von R, 
die zugehérige Curve 2. O. und zu jeder Curve 2. Cl. den zugehdrigen 
Punkt X von R;. Da wir wissen, dass die inversen Schritte eben- 
falls ausfiihrbar sind, so tritt nun die Aufgabe an uns heran, die 
Formeln, durch welche dies geschieht, und die, wie wir von vornherein 
sagen kénnen, den Formeln (1) und (la) vdéllig gleichgebaut sind 
und zu ihnen in umkehrbarer Beziehung stehen, wirklich herzustellen. 

Wir haben zu diesem Behufe nach dem vorstehenden Satze nur 
mit Hilfe der Formel (1) die Curven 2. 0. aufzusuchen, welche irgend 
fiinf linear unabhingigen, einen gegebenen Punkt X enthaltenden 
R,' von R,: U,, U,...U, entsprechen, und dann die Gleichung der 
zu ihnen gemeinsam conjugirten Curve 2. Cl. zu bilden, welche in 
Bezug auf U,...U,; die Combinanteneigenschaft haben muss, die- 
selben also nur in der Verbindung: 


(U, U,...U;0) = Ux 


enthalten kann. In der That ist die ternire Form ? (1.: 


U, 


Vay, 


oe 


{ (m, Mm.) (mm, u) (2m, Mm, m,) (Mm, mM, m,) 


— (m,m,u) (mm, u) (mm, m;) (Mm, mM, m5) 
welche, gleich Null gesetzt, jene Curve darstellt, da sie bei Vertauschung 
je zweier Symbole M,m,? das Vorzeichen wechselt, identisch gleich: 


2 
3 (O:,, nee U;,,) (m, m, %) (Mr, m, 4) (mM, mM, m;) (mM, m,mM;) 


= + (M, M,: - - MX) (m,m,u) (msm, uv) (m, mz m,;) (mM, mM, M;). 


Dieser Ausdruck, fiir welchen wir kurz 
(2) Nxttn? 
schreiben wollen, hat die Form der Gleichung (1). Er liefert, gleich 
Null gesetst, die einem Punkte X von R, entsprechende Curve 2. Classe; 
ebenso die Gleichung 
(2 a) N; x Ay,” = 0 
den einer gegebenen Curve 2. O.: a,” entsprechenden R,'. 

Sucht man mit Hilfe der Gleichung (2) zu einem Punkt X die 
Gleichung der ihm entsprechenden Curve 2. Cl., und dann nach (1) 
zu dieser wieder den entsprechenden Punkt, so muss man zu dem 
Punkte X zuriickgelangen, und ebenso muss sich die Bedingung dafiir, 
dass die einer gegebenen Curve 2. O. und einer gegebenen Curve 2. Cl. 
entsprechenden Gebilde incident sind, auf die Bedingung des Conjugirt- 
sein’s der ersteren reduciren. Dies findet seinen analytischen Ausdruck 


in den durch die Gordan’schen Reihenentwickelungen sich ergebenden 
Identitiiten : 
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I Nx Uym,? = Ux -J 
Il Nyu,? m,? = u,?- J 


welche die Reduction jeder Covariante von (1) geben, die einen der 
symbolischen Factoren Ny oder m,° besitzt. 

Das Verschwinden der (einzigen) Invariante J der Form (1) wird 
durch die Bedingung ausgeschlossen, dass linear unabhingigen Riiumen 
R,' eben so beschaffene Curven 2. O. entsprechen sollen. 


wo Jat Nyum,’, 


4. 
Der Ort der ausgearteten Kegelschnitte. 


Da eine terniire Form 2, O. zu ihrer Covariante 2. Cl. im All- 
gemeinen in umkehrbarer Beziehung steht, so ist sie bei der im vorigen 
Paragraphen betrachteten Abbildung zweimal vertreten: einmal durch 
einen Raum R,', den wir mit W bezeichnen wollen, das andere mal 
durch einen Punkt Z. Beide sind, zufolge der Gleichungen (1) und 
(2) der eine aus dem anderen durch die Gleichungen zu bestimmen: 


(3) Wi Us =Wu War Uy: (mmm)? — 0, 
(4) L? Ly = Nz Nz Nx" (nw nv’ =0. 


Sucht man aus (3) den dem Raume W entsprechenden Punkt Z, 
und dann aus (4) riickwiirts den Z entsprechenden Raum R,', so muss 
man, falls die Invariante des durch W vorgestellten Kegelschnittes 
von Null verschieden ist, wieder zu dem Raum W zuriickgelangen. 
In der That wird zu Folge der Reductionsformeln I und II: 


Igls U#Us Lx= + Us: Ux- J 
ad Lg Ly Ly? Lx? Us = 4 Ls + Ux F 


Wir haben es also mit einer (im Allgemeinen) ein-eindeutigen, qua- 
dratischen Transformation zu thun; und zwar ist, wie der Anblick der 
Gleichungen (3) und (4) lehrt, die Beziehung zwischen dem Punkte Z 
und dem ihm zugeordneten Raume W eine derartige, dass Z die lineare 
Polare des Raumes W in Bezug auf die R,'-Mannichfaltigkeit dritter 
Ordnung: U_? = 0, oder kurz A*, und gleichzeitig W die lineare Po- 
lare von Z in Bezug auf den Raum R,° dritter Ordnung Lz* = 0, 
oder kurz L* ist.*) 


*) Kin ahnliches Vorkommen bietet bereits die terniire Geometrie in der 
Beziehung zwischen einem Punkt und seiner Harmonikale in Bezug auf ein festes 
Dreieck dar. Hier kann sowohl der Punkt als lineare Polare der Geraden in 
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Wir wollen im Folgenden diese quadratische Transformation, die 
wir noch eingehender zu untersuchen haben, kurz als die ,,7ransfor- 
mation T* bezeichnen, und die in derselben einander entsprechenden 
Mannichfaltigkeiten von Punkten und Riumen R,' als ,,System S“ und 
»System X“ einander gegeniiberstellen. 

Die beiden Mannichfaltigkeiten Z* und A® gehen durch oo' colli- 
neare Transformationen in sich tiber, welche den oo’ collinearen Trans- 
formationen der Ebene entsprechen, und werden durch eben so viele 
dualistische Transformationen in einander tibergefiihrt, welche den dua- 
listischen Transformationen der Ebene zugeordnet sind.*) 

In Folge des Vorhandenseins der Transformationen der letzteren 
Art wird man bei der Betrachtung der Mannichfaltigkeiten Z* und A® 
willkiirlich von einer derselben den Ausgang nehmen diirfen, indem 
das Princip der Dualitiit die entsprechenden EKigenschaften der anderen 
liefert. Wir wiihlen der leichteren Aussprache der aufzustellenden 
Siitze wegen den Raum L*, dessen Punkte allen Curven 2. Classe 
der Ebene zugeordnet sind, welche in ein Paar von Strahlenbiischeln 
(d. h. in ein Punktepaar) ausarten. 

Die Gleichung Lx* = 0 wird, wie sich aus dieser Bemerkung 
ergiebt, und wie eine leichte Rechnung bestiitigt, identisch erfiillt, 
wenn man fiir X einen Punkt einsetzt, dessen Gleichung die Form: 


(5) Ux My, My = 0 


hat. Betrachtet man 2 und y als veriinderlich, und lisst beide Punkte 
die ganze Ebene durchlaufen, so erhilt man in der Gleichung (5) eine 
Parameterdarstellung des Raumes L’. 

Liisst man « und y zusammenfallen, so verwandelt sich (5) in die 
Parameterdarstellung einer Fliiche 
(6) U. um,” = 0, 
deren Punkte den Punkten des terniiren Gebietes ausnahmslos eindeutig 
zugeordnet sind. 

Da die Gleichung (6) von (1) nicht verschieden ist, folgt, dass 
den Punkten der Schnittcurve dieser Fliche mit einem R,! in der 
Ebene eine Curve 2. O. entspricht. Da sich zwei solche in vier Punkten 
schneiden, ist sie von der vierten Ordnung; wir bezeichnen sie des- 
halb mit F,‘, und ihr dualistisches Gegenstiick mit @,*. 

Man erkennt sofort, dass den Punkten einer Geraden der Ebene 


Bezug auf die von den Ecken des Dreiecks dargestellte Curve 3. Classe, als auch 
die Gerade als lineare Polare des Punktes in Bezug auf die von den Seiten des 
Dreiecks gebildete Curve 3. O. betrachtet werden. 

*) Es kann das Vorliegende geradezu als eine auf diese Transformations- 
gruppe beziigliche Untersuchung angesehen werden. 
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die Punkte eines Kegelschnittes jener Fliiche zugeordnet sind, und 
dass tiberhaupt Curven n'** Ordnung der Ebene und Curven 2n' Ord- 
nung von F’,! einander entsprechen. Zugleich ergiebt sich, dass A* 
der Ort aller derjenigen Riiume R,' ist, welche F’,‘ in einer zerfallenden 
Curve 4. O. schneiden, d. h. in einem einzigen Punkte berthren, und 
®,' der Ort derjenigen, welche F,‘ liings eines ganzen Kegelschnittes 
beriihren. 

Die lineare Polare eines Punktes Z von F,‘ in Bezug auf L* 
wird unbestimmt, wie sich auch unmittelbar aus dem identischen Ver- 
schwinden der Covariante (aa x)? eines Doppelpunktes (u,)* ergiebt, 
so dass also F,‘ auch durch die fquivalenten Gleichungssysteme: 


L7ZLxy=0 oder NzNz (nn'x)?=0 


definirt ist. Die Punkte von F,', und zwar nur diese, sind daher 
Doppelpunkte von L*; es folgt hieraus, dass L* von stimmtlichen Sehnen 
von F’,* beschrieben wird. Den Punkten solcher Sehnen von F,', 
welche F',4 in zwei getrennten Punkten treffen, entsprechen hierbei 
die Punktepaare einer allgemeinen quadratischen Involution einer Ge- 
raden; den Tangenten von Ff’, die Punktepaare einer Involution, deren 
Doppelelemente zusammengefallen sind. 

Es folgt weiter, dass der Raum L* von zwei Schaaren von je 
co? Ebenen beschrieben werden kann, von welchen die erste aus allen 
Ebenen besteht, welche F’,‘ in einem Kegelschnitte treffen, und die Punkte 
enthalten, welche den Punktepaaren einer Graden des terndren Gebietes 
entsprechen; wiihrend die der gsweiten Tangentialebenen*) von F,* sind 
und solche Punkte tragen, welche Punktepaaren xy der Ebene entsprechen, 
die einen festen Punkt x enthalten. Die Parameterdarstellung der Ebenen 
dieser ,,zweiten Art“ wird daher 


(M M' M” X Y Z) (mm'm”) m.m,'m,” = 0. 


Durch einen Punkt Uym;m, = von L* gehen zwei solcher 
Ebenen, deren Parameter § und y sind; — umgekehrt schneiden sich 
zwei Ebenen zweiter Art immer in einem Punkt von L’. 

Der Anblick der Gleichung (5) zeigt, dass irgend zwei feste Ebenen 
dieser Schaar durch die Gesammtheit der tibrigen collinear auf einander 


*) D. h. Ebenen, welche alle durch einen gegebenen Punkt 2 von F,! 
gehenden Tangenten dieser Fliiche enthalten. Eine solche Ebene trifft F,' in 
vier unendlich benachbarten Punkten, als deren Verbindungslinien irgend 6 in 
ihr gelegene T'angenten von F,* angesehen werden kinnen, die eine Involution 
bilden. Andere Ebenen als diese beiden Arten giebt es nicht auf Z*; auch ent- 
hilt Z* keine Gerade, die F,' nur in einem einzigen Punkte trifft (wohl aber 
solche, die F;' gar nicht treffen), wie iiberhaupt keine Curve, die mit #,‘ eine 
ungerade Zahl von Punkten gemein hiitte. (8. § 6.) 


Mathematische Annalen, XXVII. 6 
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bezogen sind, woraus sich eine einfache projective Erzeugungsart von 
F,' und L* ergiebt. 
Durch einen Punkt von L*, dessen Gleichung 
Un Me M, = 0 


ist, geht ferner eine Ebene der ersten Art, welche den durch die 
Punkte (€) und (y) von F,* gehenden Kegelschnitt dieser Fliiche ent- 
hilt, und also den gegebenen Punkt mit den Bertihrungspunkten der 
beiden von ihm an J’, gehenden Tangenten verbindet. Setzt man 
(yx) = Ue, 
so erhilt man hieraus die Parameterdarstellung der Ebenen erster Art: 
(M M’ M” XY Z) (mm'u) (mm u) (m' mu) = 0. 

Zwei Ebenen. dieser Art treffen sich in einem Punkte von F’,‘ und 
liegen in einem Raum F,' von A*; eine Ebene erster und eine Ebene 
zweiter Art treffen sich im Allgemeinen nicht, im besonderen Falle 
aber in allen Punkten einer Tangente von F,'. 

In gleicher Weise, wie Z*® wird auch A* von zwei Arten von 
Ebenen (d. h. hier R,'-Biindeln) beschrieben, und zwar ergiebt sich 
aus der oben aufgestellten Definition von A* und ®,', dass dies wieder 
die beiden eben betrachteten Schaaren von Ebenen sind, jedoch ver- 
tauscht, so dass die Ebenen erster und zweiter Art von L' als Ebenen 
zweiter, beziiglich erster Art von A® bezeichnet werden miissen*), 

Da die Fliche F’, auf die Punkte des terniiren Gebietes eindeutig 
umkehrbar bezogen ist, hindert uns nichts, @ieselbe geradezu als Triiger 
desselben aufzufassen, Wir werden dadurch in den Stand gesetzt, jede 
terniire Construction so auszusprechen, dass sie im Gewande einer 
seniren erscheint, und umgekehrt, was hiiufig zur Vereinfachung der- 
selben beitriigt, und uns ausserdem neue Kigenschaften der Mannich- 
faltigkeiten L*® und F’,* kennen lehrt. 

So ergeben sich beispielsweise alle die bekannten Siitze, welche 
von den Kigenschaften conjugirter Kegelschnittsysteme handeln, fast 
unmittelbar aus unserer Abbildung. Wir wollen uns jedoch hier nicht 
damit aufhalten, diese ganze Theorie zur Ableitung zu bringen, son- 
dern nur einige Siitze hier anfiigen, die auf das Polarsystem einer 
Curve 2. Cl. u,? Bezug haben. 

Wir hatten gesehen, dass im System S der Ort aller Punkte P, 
welche Curven 2. Classe zugeordnet sind, die sich auf eine gegebene 
Curve 2. O. stiitzen, derjenige Raum f,' ist, welcher die gegebene 
Curve aus dem terniiren Gebiete F’,‘ ausschneidet. 


*) Es ergiebt sich hier die Bemerkung, dass die Punkte von F;‘ aus den 
Ebenen ,erster Art von L* durch collineare R,'-Biindel projicirt werden — was 
man als eine zweite projective Erzeugungsart von F,‘ ansehen mag. 
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Daraus ergibt sich unmittelbar, dass die zu einer gegebenen Curve 
2. Cl. u,2 conjugirten Geradenpaare aus dem terniiren Gebiet J’, durch 
diejenigen Riiume R,' von A* ausgeschnitten werden, welche den jener 
Curve 2. Cl. entsprechenden Punkt P enthalten, und dass die durch 
P gehenden Riiume R,' die Fliiche F,‘ in den Punkten eines Pol- 
vierecks von «,” treffen. 

Man erhilt also zu einer gegebenen Geraden den Pol in Bezug 
auf #,”, wenn man die Ebene erster Art, welche ihren Repriisentanten 
auf F’,‘ enthilt, mit P durch einen R,' verbindet, der dann den Pol 
auf F',4 ausschneidet. 

Umgekehrt wird im System S (und analog im System £) das- 
jenige Kegelschnittsystem, welches von allen Kegelschnitten gebildet 
wird, in Bezug auf welche ein gegebener Punkt und eine gegebene 
Gerade Pol und Polare sind, durch die Punkte eines linearen R,' dar- 
gestellt, welcher die Repriisentanten beider auf F’,' ausschneidet; und 
das gleichfalls zu sich selbst dualistische System aller Kegelschnitte, 
die ein gegebenes Poldreieck haben, ist im Systeme S den Punkten 
einer Ebene zugeordnet, welche die Kepriisentanten der Ecken jenes 
Dreiecks auf F’,* verbindet. 

Den Punkten eines R,' von S, welcher F’,‘ in vier consecutiven: 
Punkten (einer Ebene zweiter Art) trifft, entsprechen die Curven 2, Cl. 
der Ebene, welche zwei feste Gerade beriihren; dual entsprechen den 


R,' einer Sehne von F',' die Curven 2. 0., welche zwei gegebene 
Punkte enthalten. 
Dies mag geniigen, um die Eigenschaften des Ortes der ausgear- 
teten Kegelschnitte wenigstens im Allgemeinen zu charakterisiren. 
Wir wenden uns nun zur Betrachtung der durch die Gleichungen 
(3) und (4) vermittelten Transformation 7’. 


5. 
Das Unbestimmtwerden der Transformation 7’. 


Die Formeln (3) und (TIL) des vorigen Paragraphen sagen aus, 
dass einem R,' W von &, welcher der Gieichung W_ = 0 geniigt, 
in der Transformation 7’ ein Punkt von S entspricht, welchem bei 
erneuter Anwendung von 7’ kein bestimmter R,! von £ mehr zu- 
geordnet ist. Es folgt hieraus (was auch wnmittelbar’ einleuchtet), dass 
den Rédwmen von A* in der Transformation T Punkte von F,', den 
Punkten von L'> Réume R,' von ®,‘ sugeordnet sind. Und zwar ent- 
spricht, wie leicht eu sehen, je oo* Réuwmen von A°, die durch eine 
Ebene zweiter Art TT von 8 gehen, in der quadratischen Trans- 
formation der Punkt P, in welchem diese Ebene F,' beriihrt. Um- 
gekelrt entsprechen jedem Punkte P von F,' als Grenzlagen der 

6* 
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den benachbarten Punkten von P in der Transformation 7 zugeord- 
neten Riiume oo? Riiume R,! von A‘, welche alle durch die Tangen- 
tialebene TT von F’,‘ in P hindurchgehen. Diese JUnbestimmtheit der 
Transformation 7 fiir die Punkte von F’,! wird aufgehoben, wenn 
man sich einem Punkte P dieser Fliiche auf einer bestimmten, nicht 
ganz auf F,‘ verlaufenden Curve PQ nihert, sobald man nur fest- 
setzt, dass als der dem Punkte P dieser Curve entsprechende R,' von 
=X die Grenzlage des einem Punkte X derselben in 7’ entsprechenden 
R,! gelten soll, welche derselbe erreicht, wenn X mit P zusammenfillt. 

Die Bestimmung dieser Grenzlage liisst sich besonders leicht be- 
werkstelligen, wenn P@ eine Gerade ist. Man erbiilt dann niimlich 
als Gleichung der dem Punkte P von PQ entsprechenden Curve 2. 0.: 


(7) Np Ng (nn'x)? = 0, 

mithin als Gleichung des ihm in £ zugeordneten R,': 
(8) Np Ng Nx’ (nn'n’)? = 0. 
Dieser Ausdruck ist aber eine Polare von 


Ky = Lp LL? = Np Nx Nx” (nn'n”)?. 


Um zu einer durch einen Punkt P von F,‘ gehenden Geraden den 
zugeordneten Raum R,' zu finden, betrachte man also den Tangential- 
kegel K? von L® im Punkte P, welcher das Umhiillungsgebilde der 


zu ®,' gehérigen quadratischen R,'-Mannichfaltigkeit x? von TT ist. 
Dieser Raum enthiilt, da die linke Seite von (7) und also auch von 
(8) identisch verschwindet, sobald Q der Ebene TT angehért, die Tan- 
gentialebene TT des Punktes P von F,' doppeltzihlend*), und kann 
daher von einer quadratischen Schaar von cc' Riiumen R,' beschrieben 
werden, welche die Ebene TT enthalten und dieselbe mit den durch 
P gehenden Ebenen erster Art von Z* verbinden*). 

Um nun in einem Punkte P von F,', der einer Geraden PQ an- 
gehért, den ihm in & entsprechenden Raum R,' zu finden, haben wir 
gemiiss der Formel (8) einfach die Polare eines beliebigen Punktes Q 
dieser Geraden in Bezug auf K? zu bilden. Es haben aber alle 
Punkte Q@, welche in einem und demselben durch TT gehenden Raum 
R,' liegen, die nimliche Polare. Also: 

»Damit einem Punkte P von F,' als Punkt zweier verschiedener 
Geraden vermige der Transformation T ein wnd derselbe R,' von A® 
entspreche, ist es nothwendig und ausreichend, dass beide Gerade mit 


*) Die quadratische Polare eines nicht auf F, gelegenen Punktes von L 
enthiilt, wie sich hier ebenfalls ergiebt, eine Gerade doppelt ziihlend, die Polare 
jenes Punktes in Bezug auf den Kegelschnitt von F,‘, in dessen Ebene er liegt. 

**) Der Schnitt von L* und K? ist also doppeltziihlend der Kegel R,°, welcher 
die Punkte von F‘ aus P projicirt. 
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der Tangentialebene TT von F',' im Punkte P durch einen und den- 
selben Raum R,' verbunden werden kinnen. Der ihnen dann gemeinsam 
entsprechende R,' von A® ist die Polare eines Punktes jenes R,' in 
Besug auf den Tangentialkegel K* von L* im Punkte P, oder in Bezug 
auf die Enveloppe von K*, die in dem R,'-Biindel erster Art TT von A® 
enthaltene quadratische R,'-Mannichfaltigkeit x* von o,1." 

Diese Construction, die vielleicht an Anschaulichkeit noch gewinnt, 
wenn mau sie in’s Dualistische iibertriigt, wird nur dann unausfiihrbar, 
wenn eine der beiden Geraden in der Ebene TT selbst liegt. Dann 
aber erhiilt man den dem Punkte P einer solchen Geraden entspre- 
chenden R,' von ®,‘ ohne Weiteres, indem man den Tangentialraum 
eines beliebigen Punktes @ derselben an L* construirt. 

Fihrt man den Grenziibergang zu dem Punkte P von F,' nicht 
auf einer Geraden, sondern auf einer beliebigen Curve aus, so erhiilt 
man die der Tangente derselben im Punkte P nach obigem Satze zu- 
geordnete Grenzlage, ausgenommen' den Fall, wo diese Gerade in TT 
liegt, indem dann der einem Punkt @ jener Curve, welcher zu P be- 
nachbart ist, in Bezug auf K* zugeordnete R,' unbestimmt wird. 

Es kann also jeder einen Punkt P von F,' enthaltende Curven- 
zweig riicksichtlich der Transformation T durch seine Tangente in P 
ersetzt werden, wenn derselbe F,‘ nicht in P beriihrt. 

In diesem Falle wird eine besondere Untersuchung nothwendig. 


6. 


Einfach und vierfach ausgedehnte Mannichfaltigkeiten, der 
Transformation 7 unterworfen. Die Charakteristiken derselben. 


Wir sind durch die Untersuchung von § 3 in den Stand gesetut, 
zu jedem durch ein System invarianter Bedingungen TT = 0, welche 
etwa eine Curve 2. Classe w#? zu erfillen hat, definirten Kegelschnitt- 
systeme die Gleichungen der beiden ihm in S und & entsprechenden 
Mannichfaltigkeiten anzugeben. 

Da man bekanntlich jede Form von TT aus einer ganzen Function 
der in verschiedenen Veriinderlichen geschriebenen Formen: 


UaVay Andy = (aB x) (a By), Gq”, Ue 


durch Faitung mit zu u,? fremden Formen ableiten kann, so erhilt 
man jene Gleichungen, indem man in jeder so geschriebenen Form 
von TT die Symbole von w,?, az? das eine Mal durch Symbole von 
Nxtin?, beziiglich NxNy' (nn'x)?, das andere Mal durch Symbole von 
Uy Uw (mm'u)*, beziiglich Um," ersetzt. 

Ebenso kann man zu jeder in R, gegebenen algebraischen Punkt- 
oder R,'-Mannichfaltigkeit sofort die Gleichungen des entsprechenden 
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Kegelschnittsystems herstellen, wenn man fiir X Symbole von Uy,m,? 
oder fiir U Symbole von Nya,” einfiihrt. 

Ist eine algebraische Punktmannichfaltigkeit des Systems S durch 
eine Gleichung fiir X gegeben, etwa Ax' =, so entspricht ihr ver- 
moge der Transformation 7’ in £ eine Mannichfaltigkeit 


2 2 
Ua) es Uw A i) i Aw =0 


von doppelt so hoher Ordnung. Geht man durch erneute Anwendung 
von 7 wieder zu dem System S zuriick, so erhilt man in Folge der 
Identitat (IV): 


@ 7a oO7'o. 7) pO ...7@ 7 “a 
—s,*** ee, pe rn Din egy * Ay) A 


é t t 
=[Fo} [a] 


Es scheidet sich also der Factor Ly* l-mal ab, was daher riihrt, 
dass die transformirte Mannichfaltigkeit ©,‘ /-mal enthiilt. 

Dass aber in der Transformation 7’ Mannichfaltigkeiten von den 
Ordnungen 7 und 2/ einander entsprechen, ist offenbar eine Besonder- 
heit: als den allgemeinen Fall werden wir denjenigen anzusehen haben, 
wo A x! =O bereits selbst mit der Eigenschaft behaftet ist, welche 
bei dem transformirten Raum die Abscheidung des Factors L x* bei 
Anwendung der Transformation 7’ herbeifiihrt. 

Um die allgemeinste Form der Gleichung eines Raumes U,', welcher 
Amal durch F,‘ geht, zu finden, setze man fiir die Symbole von u,? 
die Symbole einer sonst beliebigen, in einem biniren Parameter ¢ 
linearen, und in den Linien des terniiren Gebietes quadratischen Form 
6,u;*, deren Covariante 6,6, (ss'x)* fiir t=, identisch verschwindet. 
Nehmen wir nun an, dass die Gerade, welche der durch erstere Form 
dargestellten Kegelschnittschaar im System S entspricht: 


(M M' X YZT) (60’) m2m,? =0 


nicht in dem F’,' angehérigen Punkte Uym,? 6,, = 0 den Raum Ax’ = 0 
beriihrt, und dieser Punkt keine weitere Besonderheit Ax' = 0 gegen- 
iiber besitzt, so wird der Ausdruck A,' fiir ¢ — é¢, in der A'™ Ord- 
nung verschwinden miissen. Nehmen wir ferner an, es sei Ay! in der 
zu Anfang dieses Paragraphen angegebenen Weise geschrieben. Ent- 
halten dann diejenigen Terme von Ax', welche von a,” frei sind — und 
solehe muss es immer geben, wenn A,’ irreducibel sein soll — 4, 
Symbole vox a,?, so wird A,’ unter der obigen Voraussetzung von 
der Ordnung 4, Null werden, da alle anderen Terme in hdherem 
Grade verschwinden. Es folgt also 4, = A, und wir erhalten als all- 
gemeinste Gleichungsform eines Raumes von der Ordnung /, welcher 
Amal durch F’,' geht, einen Ausdruck vom Typus: 


AO 
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Nx... NTT, [ (um?) ((nn'z))] =0, 


wo TT, eine simultane Invariante von u,? und (nn’x)? mit beliebigen 
anderen Formen ist, in welcher die von (nn'n”)? freien Glieder in den 
Symbolen von u,” bis zum Grade 1 — 24, in den Symbolen von (nn x)? 
bis zum Grade 4 ansteigen, ohne dass weitere Symbole von u,? zu 
Symbolen von (n'a)? zusammengezogen werden kénnten. 

Die dieser Gleichung in dem transformirten System £, entspre- 
chende aber wird: 


U0) er Uyat—sa) TT, [ ((mmn’u)*), (m.*) | =(), 


ein Ausdruck, der eine R,'-Mannichfaltigkeit von der Ordnung = 21—34 
darstellt, welche 2’ = 1 — 24 mal durch ©,! geht. 
»» Wenn eine Punkt- und eine R,'-Mannichfaltigkeit je eines der Systeme 
S und x, mit den Ordnungen | und U, die beziiglich 4 und 4’ mal die 
Gebilde F,4 und ®,' enthalten, in der Transformation T einander ent- 
sprechen, so bestehen zwischen den Zahlen 1,U — A, %’ die Gleichungen: 
y == 20— 3A l= 2U—32 
V= 1—2A A=  —21 
oder aufgelist: 


tent lanes 


3 
2v— 


va U a 24+ 2. 


Die Zahlen 4 und 4d’ bezeichnet man (im engeren Sinne) als 
,,Charakteristiken“ des durch beide Mannichfaltigkeiten zusammen dar- 
gestellten Kegelschnittsystems. 

Wir fiigen an dieser Stelle noch die analogen Gleichungen an, 
welche sich auf in der Transformation 7 einander entsprechende einfach 
ausgedehnte Mannichfaltigkeiten der Systeme S und £ beziehen. 

Wir bezeichnen mit g die Ordnung einer Curve des Systems S, 
mit d die Zahl der Punkte, in welchen sie die Fliche F,' trifft; und 
mit denselben Buchstaben, aber gestrichelt, die dualistischen Charak- 
tere, welche der jener Curve im System = entsprechenden Mannich- 
faltigkeit zugehdren. 

Dann erhilt man unmittelbar, wenn man bedenkt, dass einer 
linearen Punktmannichfaltigkeit von S in £ eine ®,‘ enthaltende qua- 
dratische R,'-Mannichfaltigkeit (zufolge der Gleichung (3) § 4) zugeord- 
net ist, und umgekebri, und dass die Zahl der beweglichen Schnitt- 
elemente mit den in 7’ einander entsprechenden einfach ausgedehnten 
Mannichfaltigkeiten beiderseits gleich sein muss, die Relationen 

2qg—d=—q 
q =2q — 0. 
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ie Z.1en g und g nennen wir wiederum, wie gebriauchlic 
Die 2 q und gq wied . gebrauchlich, 
»Charakteristiken® der durch beide Mannichfaltigkeiten zusammen vor- 
gestellten einfach ausgedehnten Kegelschnittschaar. 
Es ist g die Zahl der Kegelschnitte derselben, welche als Curven 
q 8 ’ 
2. Classe aufgefasst, auf einer gegebenen Curve 2. O. ruhen, oder eine 
gegebene Gerade beriihren; gq die Zahl der Curven 2. O. der Schaar, 
welche eine gegebene Curve 2. Cl. stiitzen, oder durch einen gegebenen 
Punkt gehen. 
eiliufig ergiebt sich, dass jede auf Z* verlaufende Curve die 
Beiliufig ergiebt sich, d d f L® verlaufende Curve d 
fiche F’,! in einer geraden Zahl von Punkten treffen muss, da im 
Fliiche F’,' geraden Z : 
anderen Falle ,‘ eine #,'-Schaar ungerader Orduung tragen kénute, 
was unmdglich ist. 


7. 


Das Unbestimmt-Werden der Transformation 7' fiir Punkte vierfach 
ausgedehnter Mannichfaltigkeiten. 


Wir gehen “nun dazu iiber, zu untersuchen, wie die Umgebung 
eines Punktes P einer vierfacl ausgedehnten Mannichfaltigkeit UM, 
durch die Transformation 7 aufgelést wird, wenn derselbe in der 
Fliche F’,‘ liegt. 

Bezeichuen wir die transformirte Mannichfaltigkeit durch M,’, so 
werden wir sagen kénnen, dass dem Punkte P von M, Elemente von 
M,, entsprechen, welche der Tangentialebene TT von J,‘ im Punkte P 
angehéren; nicht aber wird auch umgekehrt jedem R,! von TT als 
einem Element von M&M,’ in der Transformation 7 der Punkt P zu- 
geordnet sein; nimlich im Allgemeinen solchen Riumen nicht, welche 
zugleich der Mannichfaltigkeit ©,‘ angehéren (§ 5). 

Wir wollen nun zwischen den TT angehérigen Elementen von M,’, 
welche durch Auflésung des Punktes P entstehen, und denen, bei 
welchen dieses nicht der Fall ist, eine Unterscheidung treffen, und den- 
jenigen Theil von M,, welcher durch die Transformation 7 aus der 
Umgebung des Punktes P von M, entstanden ist, durch Einschliessung 
in eckige Klammer kenntlich machen, also durch das Zeichen [M,'] 
darstellen. 

Dann gibt iiber das Verhalten eines beliebigen Raumes R,' von 
TT als eines Elementes von [J/,'] der folgende Satz Auskunft: 

I. Zerfallt der Tangentialkegel einer Mannichfaltigkeit M,, welche 
A mal die Fliche F,,' enthilt, in einem Punkte P dieser Fliiche in zwei 
Theile (&,) und (&,) von den Ordnungen «, und «&,, von welchen der 
erste (€,) von co! Réumen R,' beschrieben werden kann, die durch die 
Tangentialebene TI von F,' im Punkte P gehen, wihrend dies bei dem 
eweiten nicht der Fall ist; wo hingegen der Kegel (&,) y einzelne Raume R,' 
trigt, welche durch TI gehen (jeden mit der gehdrigen Multiplicitat gerech- 
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net) — so ist der ganze R,'- Biindel Tl in der transformirten Mamnich- 
faltigkeit [M,') &, + &, — 4 mal enthalten; er wird von [M,'} ,,ausser- 
dem“ in einer einfach ausgedehnten Schaar von der Gesammtordnung 
&, ,,geschnitten“,*) welche der den Kegel (,) erfiillenden R,'-Schaar in 
dem (§ 5 betrachteten) Polarsystem der zu TT gehdrigen R,'-Schaar x? 
von ®,' entspricht, und tragt y einzelne ,,Knotenelemente***) von [M,'), 
welche jenen y einzelnen Rdumen in demselben Polarsystem zugeord- 
net sind. 

Der Beweis des ersten Theiles unseres Satzes ergibt sich un- 
mittelbar, wenn wir durch einen festen Raum A der Ebene TT, der 
weder ,' angehdrt, noch gegeniiber [M,'| eine ausgezeichnete Lage 
hat, einen R,'- Biischel legen. Die Zahl der beweglichen gemeinsamen 
Elemente dieses Biischels und der Mannichfaltigkeit M,' gibt dann, 
von der Ordnung / von M,’ abgezogen, die Multiplicitét von A als 
eines Elementes von M,’, oder, was in diesem Falle dasselbe ist, 
von [M,']. 

Diese Zahl muss aber gleich sein der Zahl der beweglichen, im 
Allgemeinen nicht auf F’,‘ gelegenen Schnittpunkte, in welchen ein 
durch P und zwei nicht ausgezeichnete andere Punkte von F,‘ gehender 
Kegelschnitt die Mannichfaltigkeit IM, trifft; also, wenn 7 die Ordnung 
von M, ist, gleich 


21— 24 — (& + &) =U — (e, + & — A). 

Um den zweiten Theil des obigen Satzes zu beweisen, betrachten 
wir alle Riiume A eines R,'-Biischels a, dessen siimmtliche Riume 
durch TT gehen, verbinden dieselben mit einem nicht durch TT gehen- 
den R,': B durch Biischel AB, und suchen zu bestimmen, wie oft 
ausser den (e, + ¢, — 4) Schnittriiumen mit M,’, welche fiir jede Lage 
des Biischels AB in den Raum A hineinfallen, wnabhidngig von der Lage 
von B weitere Coincidenzelemente von M,’ mit diesem Biischel in feste 
Riume A fallen. Wir haben behauptet, dass die Gesammtzah! der im 
Biischel a enthaltenen Riiume dieser Art ¢, ist, wenn man jeden so 
oft in Anschlag bringt, als seine Multiplicitiit als Element von [2/,'] 
die Zahl (e, + ¢, — 4) um eine Einheit tibertrifft. 

*) So wollen wir abkiirzend sagen, wenn ein R,', der einen Biischel der 
Ebene TT durchliuft, als Klement von [M,'] eine Gesammt-Multiplicitiitserhéhung 
im Betrage «, erfihrt. Bei der Bestimmung dieser Zahl ist zu beachten, dass 
consecutive Riiume unter Umstiinden verschiedene Multiplicititserhéhungen er- 
fahren kiénnen, 

**) Dies soll heissen, dass die Gesammt-Multiplicitiitserhéhung, welche ein- 
zelne Riiume eines einzelnen R,'-Biischels von TT erfahren, wenn man dieses 
Biischel um einen festen R,' sich drehen lisst, 7 betriigt. Ich habe beide Er- 


lauterungen unter den Text gestellt, um in den Wortlaut des Satzes nicht allzu- 
viele Erklirungen aufnehmen zu wiissen, 
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Jedem der Biischel AB des Systems ¥ entspricht nun in S ein 
Kegelschnitt, der durch P und zwei weitere Punkte von F’,' geht. 
Derselbe zerfallt in eine Sehne von F’,‘, welche P mit einem anderen 
Punkte dieser Fliche verbindet, und eine zweite Gerade, welche einen 
im Allgemeinen von P verschiedenen Punkt jener Sehne mit einem 
dritten Punkte von F’,‘ verbindet, sobald der Raum A in die zu ,! 
gehérige R,'-Schaar x? von TT fiallt. 

Suchen wir zuerst die Schnittpunkte zu bestimmen, welche diese 
letztere Sehne absorbirt. 

Den Riiumen von x? entsprechen in dem System S alle Punkte 
des Kegels dritter Ordnung R,°, welcher F’,‘ aus dem Punkte P pro- 
jicirt. Nehmen wir nun an, dass dieser Kegel 0 mal auf M, ent- 
halten ist, so folgt, dass in der transformirten Mannichfaltigkeit M, 
eine Multiplicitiitserhéhung der Riume von x? gegentiber den iibrigen 
Riiumen von TT stattfindet, deren Betrag gleich 

(4 + 8) — (& + & — 4) 
ist, wo 4’ angibt, wie oft M,’ durch ®,* geht. Denn die Zahl der be- 
weglichen, im Allgemeinen weder auf jenem Kegel noch auf J’, gelegenen 
Schnittpunkte der Geraden, welche dem Biischel BA in dem. Falle 
eigentlich entspricht, wo A zu x’ gehért — die Zahl der Schnittpunkte 
dieser Geraden mit M, ist 1—4— 0, eine Zahl, die nur dann eine 
Erniedrigung erfihrt, wenn eine durch P gehende Ebene erster Art 
éfter als d mal auf UM, enthalten ist. Dieser Ausdruck, von I’ ab- 
gezogen, gibt aber die Multiplicitaét von x*, d. h. eines nicht weiter 
ausgezeichneten Raumes von x* als eines Elementes von UM,’ gleich 
1—24+d=—4+0. 

Die hiermit ausgefiihrte Bestimmung der Multiplicitét von x? in 
M,, kommt jedoch fiir unseren niichsten Zweck nicht in Betracht; wir 
haben in dem Doppelten dieser Zahl gerade die fiir Riiume A des 
Biischels a eintretende Multiplicitiitserhéhung bestimmt, welche von 
den Theilen der Mannichfaltigkeit M,' herriihrt, die in der Trans- 
formation 7’ nicht der Umgebung des Punktes P entsprechen, also — 
wiewohl sie mit [M,'] zusammenhiingen werden — nicht zu [J/,’] 
gehoren, 

Dagegen werden die ausserdem stattfindenden Multiplicitiitser- 
héhungen, gleichgiltig, ob sie fiir Elemente von x* eintreten (oder 
vielmehr solchen unendlich benachbart sind), oder nicht, zu [2/,'] zu 
rechnen sein, da dieselben nur daher riihren kénnen, dass Schnitt- 
punkte der durch P gehenden Kegelschnitte mit M, von dem Punkte 
P selbst absorbirt werden. 

Durchlauft nun der Raum A den Biischel a, so durchliiuft die 
Tangente des dem Biischel [BA] des Systems 2 im Systeme S ent- 
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sprechenden Kegelschnittes im Punkte P einen ebenen Strahlenbiischel ; 
es gibt also unter diesen Kegelschnitten im Ganzen ¢, + «&, Curven, 
welche M, im Punkte P beriihren. Aendern wir nun die Lage von B, 
so wird sich diese Kegelschnittschaar so aindern, dass die in P gezogenen 
Tangenten je zweier Curven derselben, die zu dem niimlichen Raum A 
gehéren, mit TT durch einen und denselben Raum R,' verbunden werden 
kénnen (§ 5). Hierbei werden aber von den ¢, + ¢, Riiumen A, welche 
bei der ersten Lage von B Beriihrungskegelschnitten entsprachen, nur 
diejenigen immer wieder Beriihrungskegelschnitten zugeordnet sein, 
welche im ersten Falle zu solchen Kegelschnitten gehérten, deren Tan- 
genten ein durch TT gehender R,' enthilt, welcher ganz auf dem 
Tangentenkegel von M, im Punkte P liegt, Fiir diese Riume A allein 
ist die Zahl der Schnittelemente eines Biischels BA mit M,’, welche 
in A fallen, immer grdsser als (e, -+- ¢, — 4), wie man auch B wihlen 
mdge, und sie allein sind daher Riiume héherer Multiplicitiit. Thre 
Gesammtzahl wird zufolge unserer Voraussetzung fir allgemeine Lage 
des Biischels a gleich ¢,. Ebenso aber ergibt sich der dritte Theil 
unserer Behauptung. — 

Der hiermit bewiesene Satz J setzt nur die Charakteristik 4 als 
bekannt voraus; sein Inhalt ist von dem Werthe der zweiten Charak- 
teristik 4’, oder der Ordnung / der zu transformirenden Mannichfaltig- 
keit M, unabhiingig, wie auch von vorne herein zu erwarten war, da 
es sich nur um eine Transformation der in der Umgebung eines 
Punktes P von M, gelegenen Punkte handelt. 

Eine solche Unabhiingigkeit findet nicht mebr statt, wenn es 
darauf ankommét, die Gesammtmultiplicitiit der Riume von TT als Ele- 
mente der ganzen Mannichfaltigkeit M,’ zu bestimmen, indem jetzt 
der Schaar x? angehérige Riiume hinzutreten, welche die Transformation 
T in von P verschiedene Punkte tberfiihrt. 

Heben wir aus den Daten der vorstehenden Entwickelung das 
hierauf beziigliche heraus, so kénnen wir den folgenden Satz auf- 
stellen, der eine Ergiinzung des Satzes I enthilt: 

II. Sind bei einer Mannichfaltigkeit M, mit den Charakteristiken 
A und i die Vorausseteungen des Satzes I erfiillt; ist ferner der die 
Fliche F, aus P projicierende Kegel 3 mal auf M, enthalten, und 
erfahren einzelne Ebenen dieses Kegels eine Multiplicititserhihung als 
Elemente von M,, im Gesammtbetrag § — so ist die quadratische 
Mannichfaltigkeit x* von ,', welche der Ebene erster Art TT von A% 
angehirt, 2’ + 8 mal auf M,' enthalten; und es finden, ausser der hier- 
durch etwa bedingten Multiplicititserhihung aller Elemente von x? 
gegeniiber den iibrigen, (&, + & — 4) mal auf M,’ enthaltenen Raumen 
von TT noch fiir € einzelne Elemente von x? Multiplicititserhihungen 
statt, welche jenen § Ebenen erster Art von L* entsprechen. 
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8. 
Der Chasles’sche Satz. 


Wie in § 2 bewiesen, kann eine zwei verschiedenen Systemen von 
Curven 2. Classe gemeinsame Curve u,? == 0 denselben nur dann 
scheinbar zugleich angehéren, wenn ihre Covariante (aBz)* identisch 
verschwindet. Ist dies der Fall, so hiingt die Entscheidung, ob sie 
beiden Systemen wirklich, oder scheinbar zugleich angehére, von der 
Bestimmung der Grenzwerthe dieser Covariante ab. Fiir unsere Para- 
meterdarstellung hat dies die Bedeutung, dass nur ein auf F’,' gelegener 
Punkt, oder ein zu ®,' gehdriger Raum R,' einen Kegelschnitt dar- 
stellen kann, welcher zwei Systemen scheinbar zugleich angehért; und 
dass weiter ein Punkt von F’,' ee beiden Systemen wirklich gemein- 
same Curve repriisentirt, so oft ihm als einem Schnittpunkt der jene 
Systeme in S darstellenden Mannichfaltigkeiten auch ein gemeinsames 
Klement der transformirten Mannichfaltigkeiten in 2 entspricht. 

Zu entscheiden, wann dies eintritt, hat aber nach dem Voraus- 
geschickten hinsichtlich der Zusammenstellung einer einfach ausge- 
dehnten Mannichfaltigkeit M, und einer vierfach ausgedehnten UM, 
keine Schwierigkeit mehr. 

Nehmen wir zuvérderst au, die d Schnittpunkte der Curve g'*t Ord- 
nung M, und der Fliche F,‘ seien alle getrennt. Dann geht aus 
Satz J. des vorigen § unmittelbar hervor, dass von der Zahl der 
Schnittpunkte von M, mit der Mannichfaltigkeit l' Ordnung M,, 
welche von einem beliebigen dieser Punkte P absorbirt werden, durch 
die Transformation T immer 4 verloren gehen, wenn M, die F'liche 
F,' 4 mal enthiilt. 

Denn midge zunichst die Curve M, einfach durch P hindurch- 
gehen, ohne mit M, dort eine Beriihrung zu haben, so dass nur 
(e, + €,) Schnittpunkte von M, und M, in P fallen. Dann entspricht 
derselben in dem Systeme Z eine R,'-Mannichfaltigkeit, welche einen 
in Bezug auf [M,'] nicht ausgezeichneten Raum von TT einfach ent- 
halt, dort aber nicht (¢, + ¢,), sondern nur (¢, + ¢) — 4 Elemente 
mit M,’ gemein hat. Ebenso viele Schnittpunkte verschwinden aber, 
wenn M, und M, einander in P in irgend einem Grade beriihren; 
denn dies hat nur zur Folge, dass ebenso viele Schnittriume von M,’ 
und M,’, die zuvor nicht auf TT lagen, nun auf TT 2u liegen kommen, 
als die Zahl der in P vereinigten Schnittpunkte von M, und UM, die 
Zahl (&, + &,) tibersteigt, theils in Folge dessen, dass nun M,’ durch 
Riiume héherer Multiplicitét von M,’ geht, theils deshalb, weil nun Be- 
riihrungen von M, und M,’ dort stattfinden: in allen Fiillen sind 4 
gemeinsame Elemente verschwunden. 
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Daran wird aber auch nichts geindert, wenn die 0 vereinzelten 
Schnittpunkte von M, und #,' zum Theil consecutiv werden, oder in 
mehrfache Punkte von /, zusammenriicken; so dass man unter allen 
Umstiinden nur lg—Ad, oder wenn man nach § 6 die Charakteristiken 
4’ und q’ einfiihrt, Jq’ + 4’q Schnittpunkte erhilt, welchen in der 
Transformation 7 gemeinsame Elemente von MV,’ und M,’ entsprechen; 
ein Resultat, das in der symmetrischen Form des Ausdrucks 4g’ + 4’ q 
eine Bestiitigung findet, da man natiirlich von M,’ und M,’ ausgehend 
zu dem nimlichen Ergebniss gelangen muss. 

Hiermit ist der Satz von Chasles bewiesen, und wir haben, um 
denselben in rein terniir-geometrischer Form aussprechen zu kénnen, 
nur noch die entsprechende Bedeutung der Charakteristiken 4 und 2’ 
des vierfach ausgedehnten Kegelschnittsystems zu ermitteln. 

Man erhiilt dieselbe unmittelbar, wenn man im Satze J des 
vorigen §. &¢, =A und «, =O setzt, was offenbar der Fall ist, der fiir 
die Punkte von F,,‘ im Allgemeinen eintritt: es wird 4 gleich der 
Zahl der Kegelschnitte des vierfach ausgedehnten Systems, welche in 
einer Involution von Strahlenpaaren, als einer Kegelschnittschaar mit 
den Charakteristiken g = 0, g’ = 1 enthalten sind; wobei natiirlich 
vorausgesetzt wird, dass diese Involution keine ausgezeichnete Lage 
gegen das gegebene Kegelschnitisystem besitzt.*) 

Dem Chasles’schen Satze liisst sich hiernach der folgende Aus- 
druck geben: 


», Wenn von den Kegelschnitten eines einfach ausgedehnten Systems 
q eine gegcbene Gerade beriihren, und q durch einen gegebenen Punkt 
gehen; und wenn von den Curven eines vierfach ausgedehnten Kegel- 
schnitisystems 4 in einer gegebenen Involution von Strahlenpaaren, 
und 2’ in einer gegebenen Involution von Punktepaaren liegen — dann 


gibt es 

Ag +iq 
beiden Sysiemen gemeinsame Kegelschnitte, oder, im besonderen Falle, 
deren unendlich viele. 


9. 
Der erweiterte Chasles’sche Satz und die Halphen’sche Symbolik. 


Hat man nicht ein vierfach ausgedehntes Kegelschnittsystem mit 
einer einfach ausgedehnten Kegelschnittreihe, sondern fiinf vierfach 
ausgedehnte Systeme zum Durchschnitt zu bringen, so braucht man 


*) Bei der wirklichen Bestimmung der Zahl 4 auf diesem Wege ist natiirlich zu 
beachten, dass unter den Doppellinien des vierfach ausgedehnten Systems, welche 
etwa in eine Doppellinie der Involution fallen, diejenigen und nur diejenigen 
mitzuziihlen sind, welche sich auch aus den Strablenpaaren der Involution durch 
Grenziibergang ergeben. 
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nun nicht mehr neue Grenzbetrachtungen anzustellen, da es durch 
einen einfachen, schon von Chasles (C. R. t. 58 p. 297) angewandten, 
in unserem Zusammenhange zulissigen Schluss gelingt, diesen Fall auf 
den eben behandelten zuriickzufiihren. 

Wir bedienen uns, indem wir die Chasles’sche Betrachtung an dieser 
Stelle reproduciren, einer zuerst in ihnlichem Sinne von Herrn Halphen 
(Comptes Rendus t. 76 p. 1074 oder Bulletin de la Société Mathém. 
de France t. 1. Année 1872—73 p. 236) gebrauchten Schreibart, der- 
selben, die Herr Schubert seinem , Kalkiil der abzdhlenden Geometrie“ 
zu Grunde gelegt hat, und bezeichnen demnach die Zahl der Curven, 
in welchen sich mehrere in den Dimensionen geeignet gewiihlte Kegel- 
schnittsysteme schneiden, durch das Product der Symbole, die wir fiir 
diese Systeme gebrauchen; wir bezeichnen also, wenn L,, L,, .. L; 
fiinf beliebige einfach ausgedehnte Kegelschnitte sind, durch das 
Produkt Z,Z,..2; die Zahl der ihnen wirklich gemeinsam an- 
gehérenden Kegelschnitte; insbesondere, wenn mw und v vierfach aus- 
gedehnte Systeme sind, welche in 2, beziiglich in S durch lineare 
Mannichfaltigkeiten repriisentirt werden, durch w® die Zahl der Curven, 
in welchen sich fiinf verschiedene Systeme von der Art uw durch- 
dringen u, 8. w. 

Die fiinf Systemen w oder v gemeinsamen Curven kann man sofort 
angeben. Ihre Anzahlen sind die folgenden: 


I. 
piel, ply 2; pera 4d: peri aeed; pote 2: vil, 
Aus diesen Zahlen kann man aber leicht mit Hilfe des Chasles- 
schen Satzes die Zahl der Curven finden, in welchen sich ein beliebig 
gegebenes vierfach ausgedehntes Kegelschnittsystem Z und vier Sy- 
steme w, v durchdringen; man hat nur zu beriicksichtigen, dass die 
Charakteristiken q, q' eines einfach ausgedehnten Systemes Q als die 
Zahlen 
q=Qv q = Qu 
definirt sind, Setzt man hier fiir Q@ der Reihe nach: ua‘, w*v, wv’, 
uv, vt, so erhailt man die Tabelle: 


Il. 
Lut = A+24 
Lwv =21+ 417 
Luv? = 444.42 
Luv =44427 
Lot =—2a+ 4, 
woraus die ebenfalls schon von Chasles angegebenen Relationen: 
L(2u4 — pv) = 0 L(2v'! — uv®) = 0 
L(4ut + 4vt — 3y*v?) = 0. 
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Aus diesen Ausdriicken erhilt man durch Wiederholung des obigen 
Schlusses die Charakteristiken der einfach ausgedehnten Systeme Lu, 
Lu’v ..., und durch erneute Anwendung des Chasles’schen Satzes 
die Tabelle 

Ill. 


DL, Law = Aya, + 2A, Ay + Ad.) + 4d) A,’ 
L, Lp? vy = 2A, A, + 4(A, Ag’ + Ay Ay) + 44,'A,’ 
L, Dwr? = 4d, a, + 4(Ay Ay + A,'A,) + 24/4,’ 
L,L,v® = 4d,a, + 2(a,a,) + 4,4.) + Aa, 
woraus die bekannte Identitat 
L, L, (23 — 3u'?v + 3uv? — 2v') = 0 
folgt. So fortfahrend erhilt man ferner die Tafeln 


IV. 
LL, Ly? = aydgdy + 2 DA, A, Ag + 4 DA, dy’ Ay’ + 4A,’ ay’ Ay’ 
L, Ly Luv = 2A, dy dy + 4 DA, Ags 4 DA, Ay Ag’ + 2A, Ay Ay 
L, L,D,8? = 44,a,4, + 4 Ba, aa, +2 2,2,4, + faa, 
V. 
L, Ly Ly Iyp = a, dgdg dy + 2 BA, Agdydy’ + 4 BA, dd, ay 
4 DA, As Ay Ay + 2 Ay Ay Ag A,’ 


L, Ly Ly Lyv = 2d, Ay dgd, +4 DA, AgAg a,’ + 4 DA, a, a, a,’ 
$2 SA asaya’ + ay aya ay 


VI. 
L, L,L,L, L, — ay A, AA, A, + 2 ZA, Ay As, a,’ + 4 aA, Ay Ag A,’A,! 
A 4 DAs Ag Ay Ay As’ 2 Day Ay Ay Ag dy LE ay’dg'Ag AAs! 

Die Schlussformel, die alle friiheren einschliesst, ist der ge- 
suchte Ausdruck, welcher die Zahl der fiinf beliebigen Kegelschnitt- 
systemen gemeinsamen Curven angiebt. Er liefert z. B. die Zahl der 
Kegelschnitte einer Ebene, welche irgend finf gegebene Curven be- 
riihren, wenn man 4; die Classe, 4, die Ordnung der 7" Curve be- 
deuten liisst — wie sich sofort aus der im vorigen § angegebenen 
Bestimmungsart der Charakteristiken 4 und 4’ ergiebt. 

Dem letzten Ausdruck hat Herr Halphen eine bemerkenswerthe 
symbolische Form gegeben, deren Nothwendigkeit wir nunmehr von 
vornherein einsehen kénnen. Man kann nédmlich, nachdem diese 
Formel einmal auf algebraischem Wege abgeleitet ist, die 
Bemerkung machen, dass dieselbe, da sie nur von den Charakteristiken 
der einzelnen Systeme abhiingt, dem Princip der ,,Erhaltung der An- 
zahl wnterworfen ist, d. h. dass sie denselben Werth, wie guvor an- 
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gibt, wenn man an Stelle der gegebenen Systeme beliebige andere ein- 
fiihrt, sobald diese nur die némlichen Charakteristiken haben. 

Wihlt man insbesondere reducibele Systeme, so dass das gegebene 
System Z; durch die Systeme L;/, LZ; .... zusammengenommen 
vertreten wird, so erhilt man nach dem Vorstehenden die Zahl der 
den Systemen LZ, ... LZ, gemeinsamen Curven, wenn man in Bezug 
auf jedes der Systeme Z;, Z,, .. auf alle médglichen Arten je eines 
der dieselben vertretenden Theilsysteme 2°, L,™ ... herausgreift, 
die Zahl der diesen Gruppen gemeinsam angehdérigen Curven bestimmt, 
und von allen diesen Zahlen die Summe bildet. Dies wird aber nur 
anders ausgedriickt, wenn man sagt: ,,Man bilde fiir jedes System die 
»symbolische“ Summe 

Li+ Di + Di" + 
multiplicire alle so entstandenen Summen mit einander, und ersetze 
nachher die Producte L,™ LZ, .. Z,™ durch die Zahl der Curven, 
welche die Systeme L,™, L,™) .. LZ, mit einander gemein haben.“ 

Die einfachste Art, wie man ein System Z durch elementare 
Systeme mit denselben Charakteristiken 4 und 4’ ersetzen kann, ist 
nun offenbar die, dass man 4 Systeme w und 4’ Systeme vy benutzt. 
Wir setzen also, mit Riicksicht auf Fragestellungen der vorliegenden Art: 

L=iu+idv 
ein Ausdruck, den wir mit Herrn Halphen als den ,, Modul“ des 
Systems L bezeichnen. 


Fiihrt man diesen Ausdruck ein, so erhilt man statt der Formel 
VI die folgende: 


5 
L, L,L,L,L, =f] au + Av) 
1 


eine Formel, die, wenn man sie ausrechnet, d. h. wenn man die Pro- 
ducte der mw und v durch die in Tafel I, angegebenen Zahlen ersetzt, 
wieder in den Ausdruck VI itibergeht. 

Ebenso kann man aber auch jedes einfach ausgedehnte System 
durch einen ,,Modul“ ersetzen, d. h. durch ein einfachstes zerfallendes 
System, welches dieselben Charakteristiken hat: man kann unmittelbar 

Q=q.o+¢q.t 
schreiben, wo 6 eine Involution von Punktepaaren einer Geraden, t 
eine Involution von Strahlenpaaren eines Punktes ist, und erhalt dann 
den Satz von Chasles ausgedriickt durch die Formel: 
LQ = (Au + Vv) (G6 + qt) 
wo bei der Ausrechnung 
uo =0 vt = 0 ut = 1 vo=1 
zu setzen ist, 
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10. 
Die Beweglichkeit der Lisungen. Beispiel. 


Die Fille, in welchen die Beweglichkeit der Lésungen des Cha- 
rakteristikenproblems eine Reduction erfahren kann, lassen sich mit 
Hilfe der oben eingefiihrten Parameterdarstellung leicht tibersehen. 

Beschrinken wir uns auf den wichtigsten Fall, wo im Systeme S 
eine Curve M, mit einer vierfach ausgedehnten Mannichfaltigkeit UM, 
zum Durchsehnitt zu bringen ist. 

Dann ist ohne Weiteres ecinleuchtend, dass ein der Filiiche F*,‘ 
nicht benachbarter Punkt von M,, welcher auf M, liegt, eine beweg- 
liche Lésung des Charakteristikenproblems darstellen muss, da man 
jeden Punkt des seniiren Gebietes der nicht auf L* liegt, und jeden 
Punkt von Z', der nicht zu F’,‘ benachbart ist, noch auf unendlich 
viele Arten durch eine der Collineationen, die Z* in sich transformiren, 
in jeden anderen Punkt gleicher Art iiberfiihren kann. Ebenso kann 
auch jeder Schnittpunkt, welcher einem Punkte P von F’,‘ benachbart 
ist, aber weder auf F’,' noch auf Z* liegt, durch eine lineare Trans- 
formation beseitigt werden, da nicht alle Fortschreitungsrichtungen, 
die von Punkten von F’,‘ ausgehen, zu M, gehéren kénnen; des- 
gleichen lassen sich alle wirklichen Lésungen entfernen, die durch 
Punkte von F,‘ absorbirt werden, welche als Elemente von M, eine 
die Zahl 4 iibersteigende Multiplicitit besitzen. Derselbe Schluss kann 
ferner gemacht werden, wenn die Curve M/, in einem Punkte P von 
F,‘ den Raum L* beriihrt, d. h. wenn sie, die etwa in P x Punkte 
mit F’,* gemein hat, L* dort in mehr als 2x Punkten trifft, M, aber 
den Raum LZ nicht zugleich liings der ganzen Fliiche F’,* beriihrt. 

Tritt aber dieser letztere Umstand ein, enthiilt also der Taugential- 
kegel von M, in einem beliebigen Punkte von F’,‘ den Tangential- 
kegel von Z* immer als Theil, und beriihrt gleichzeitig die Curve M, 
den Raum L* in einem Punkte von F,‘, so ist wenigstens einer der 
daher riihrenden Schnittpunkte von M, und M, auf keine Weise durch 
lineare Transformation zu entfernen, da natiirlich bei jeder Trans- 
formation der Gruppe, welche L* in sich iiberfiihrt, die Tangential- 
kegel von Z* in den Punkten von J,‘ in einander tibergehen. 

In diesem Falle, und in diesem allein, wird also eine Verringerung 
der Beweglichkeit der Lésungen eintreten. 

Einer Geraden des Systems S, welche Z* in einem Punkte von 
F,' beriihrt, entspricht aber im System Z ein R,'-Biischel, welcher 
mit A*® in einem Raume von ®,‘ einen Contact hat*), und beiden zu- 


*) Allgemeiner entspricht einem Curvenzweig, welcher in einem Punkte P 
mit F,‘ « Punkte, und mit Z* ausser den hierdurch absorbirten 2x Schnitt- 
punkten noch x’ weitere gemein hat, im System J eine R,'-Schaar, welche mit %,' 
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sammen entspricht im terniiren Gebiet ein Biischel, oder, was in diesem 
Falle dasselbe ist, eine Schaar von einander vierpunktig beriihrenden 
Kegelschnitten, welche die dritte Kegelschnittausartung enthiilt, die als 
Curve 2. Ordnung aufgefasst aus einer doppelt zihlenden Geraden, 
und als Curve 2. Classe aus einem doppelt ziihlenden, auf jener Geraden 
enthaltenen Punkt besteht. Wir kénnen daher das letzte Resultat 
geometrisch so ausdriicken: 

»Die Lisungen des Charakteristikenproblems sind dann und nur 
dann alle beweglich, wenn entweder das einfach ausgedehnte System 
keinen, oder das vierfach ausgedehnte System nicht jeden der co* aus- 
gearteten Kegelschnitte der dritten Art enthiilt.“ 

In den anderen Fallen treten in dem einfach ausgedehnten System 
unbewegliche Lisungen auf, deren Zahl in jedem einzelnen Falle 
durch eine besondere Untersuchung bestimmt werden muss, die z. B. 
so ausgefiihrt werden kann, wie es Herr Halphen angegeben hat. 

Es hat dieses Auftreten unbeweglicher Curven fiir die wirkliche 
Auffindung der Lésungen des Charakteristikenproblems dieselben Er- 
leichterungen im Gefolge, welche iiberhaupt in der Algebra durch den 
Umstand herbeigefiihrt werden, dass man von einer aufzulésenden 
Gleichung von vorne herein weiss, dass dieselbe mit einer anderen 
Gleichung eine gewisse Anzahl gemeinschaftlicher Wurzeln besitzt. — 

Wir wollen nun zum Schluss die bisher in abstracto behandelten 
Verhiiltnisse an einem Beispiele niiher ausfiihren, und die Gleichungen 
wirklich aufstellen, von deren Auflésung die Auffindung der einigen 
einfach gebauten Kegelschnittsystemen wirklich gemeinsamen Curven 
abhingt. 

Als vierfach ausgedehntes Kegelschnittsystem nehmen wir das- 
jenige, dessen Curven mit zwei fest gegebenen Punkten (oder all- 
gemeiner: Curven 2. Classe) « und y eine absolute Invariante haben, 
welche zu der absoluten Invariante desselben Kegelschnittes mit 
zwei gegeben vorliegenden Geraden uw und v (die man auch durch 
Curven 2. Ordnung ersetzen kann) in einem constanten Verhiilt- 
nisse steht; wir betrachten also, wenn a,?—0 die Punktgleichung, 
Ua? = die Liniengleichung eines und desselben Kegelschnittes ist, 
so dass 


1 
Ae Aza — 3 Uz . Ae? = 0, 


das Kegelschnittsystem, dessen Gleichung: 


(a, a,)? (u,%)* 


2 2 2 2 
a,’ .ay U,V, 


* Riiume, und mit A® x diesen consecutive Riume gemein hat. Die Zahlen x’ 
und « decken sich mit den Begriffen der ,,Ordnung“ und ,,Classe“* des ausge- 
arteten Kegelschnittes bei Halphen. 
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oder, nach Beseitigung des Nenners: 
(1) (Gz @y)* . te” . Va? — C. Ay? . Ay? . (a Va)? = 0 
ist, also ein Kegelschnittsystem mit den Charakteristiken 4 = 4’ = 2. 

Dasselbe gehért im Allgemeinen nicht zu denjenigen, welche jeden 
ausgearteten Kegelschnitt der dritten Art enthalten, denn die Glei- 
chung (1) wird im Allgemeinen nicht identisch erfiillt, wenn man 
darin 

ay? = (Ey)? Ua? = ug? 
setzt. Dies tritt aber ein, sobald c = 1, und wir haben daher in der 
Gleichung 
(2) (Az @y)* . Ua? Va? — Az? . dy” . (ta Va)? = 0, 
welche den besonderen Fall vorstellt, wo die absoluten Invarianten 
geradezu gleich sind, ein Beispiel eines jener ausgezeichneten Kegel- 
sclinittsysteme, und zwar offenbar das einfachste von allen, da 4 und 
2’ fiir diese Systeme wenigstens den Werth 2 haben muss.*) 

Diese Systeme nun wollen wir mit einem Kegelschnittbiischel und 
einigen ausgezeichneten Ausartungen desselben zum Durchschnitt 
bringen. 

Kin Kegelschnittbiischel wird dargestellt durch eine Gleichung 
von der Form: 


(3) 42 = 0 


wo ¢ ein biniirer Parameter ist, und, nach der gewohnlichen Ausdrucks- 
weise, erst Symbole @ mit Symbolen a multiplicirt reelle Bedeutung 
erlangen. Die cubische Gleichung, von welcher die Linienpaare des 
Biischels abhiingen, ist 


Ad = a,c; a,” (aa' a”)? = 0 
und hat die Discriminante R = (AA’)*, wenn wir mit A; die Hesse’sche 
Covariante (AA’)*A,;A; von A,° bezeichnen. 

R ist im allgemeinen Falle von Null verschieden, und von der 
Liniengleichung des Kegelschnittes (3): oc, (aa’u)? sondert sich kein 
biniir-linearer Factor ab: man erhalt durch Substitution der Form (3) 
in die Gleichung (1) [oder (2)] eine irreducibele Gleichung 6'°" Grades 
fiir ¢: 

(4) (¢Gz@y)® . 00%) (aa U)* . aa (aa' v)* 
— 6. Az? , Ay? . [aa (aa u) (aa'v))*? = 0 


entsprechend dem Chasles’schen Satze, da die Charakteristiken des 
allgemeinen Kegelschnittbiischels g = 2, g’ = 1 sind. 


*) Es ist dieses Beispiel von dem von Herrn Halphen angegebenen nicht 
wesentlich verschieden. 
7* 





100 E. Srupy. 


Bei einem Biischel von Kegelschnitten dagegen, welcher eine 
doppelt zahlende Gerade enthilt und zugleich eine Kegelschnittschaar 
ist, haben wir g=1, g’ =—1; wir kénnen nach dem Chasles’schen 
Satze nur 4 wirkliche Lésungen erhalten, und es muss sich daher von 
jener Gleichung 6'" Grades ein quadratischer Factor abscheiden (der 
die nun auftretenden scheinbaren Liésungen angiebt). 

In der That haben wir in diesem Falle RO anzunehmen, es 
wird A, ein Quadrat, gleich (A,)*, und von der Liniengleichung des 
Kegelschnittbiischels muss sich der Factor A, absondern, so dass wir 

a0; (aa u)? = A, . By? 
setzen kénnen. (Aa)a,* = 0 wird nun die Gleichung der Doppellinie 
des Biischels, (AB)m? —0 die Gleichung des Punktepaares, welches 
jener Doppellinie als Curve 2. Classe zugeordnet ist. 

Fiihren wir diese Voraussetzungen in die Gleichung (4) ein, so 
erhalten wir 

(A,)? [(aae dy) Bit? . Bim? — Cc. az? . G; Ay? (By Up Vo)? | =), 
es scheidet sich also in der That der Factor (A,)? ab, und es bleibt 
nur noch eine Gleichung 4' Grades zur Bestimmung der beiden Sy- 
stemen wirklich gemeinsamen Curven aufzulésen. 

Ein analoges Ergebniss erhalten wir, wenn wir weiterhin die 
Annahme einfiihren, dass wir einen Biischel einander vierpunktig be- 
riihrender Curven vor uns haben. Es wird dann A? =0, A? eine 
dritte Potenz, = (A,)°, und es ist a,a;(aau)? =A. yu? zu setzen. 
Es scheidet sich jetzt der Factor A? ab, und wir erhalten wiederum 
eine Gleichung vierten Grades. Von dieser kénnen wir aber jetzt, in 
dem Falle, wo ¢ = 1, eine Wurzel von vorn herein angeben, denn es 
ist nun die Gleichung der Curve 2, Classe der Schaar: (Ay)u,? = 0, 
welche der Doppellinie (A«)a,? 0 des Biischels (1) entspricht, ein 
Quadrat geworden, A ist also eine Wurzel der Gleichung: 


(Az Gy)? Ye Ue? « YeVe? — MpAy? « Oy y?(YeUeVe)® = O 


und es bleibt nur noch eine Gleichung dritten Grades aufzulésen, welche 
allein die beweglichen Schnittcurven beider Systeme angiebt. 

Sei endlich der Kegelschnittbiischel in eine Involution von Strahlen- 
paaren ausgeartet. Dann wird auch A, = 0, und es ist 


a,c; (aa u)? = CP? . ug? 
zu setzen, wo C; die binire Form 2. Ordnung ist, deren Nullpunkte 
die Doppelelemente der Involution angeben, und & den Scheite] des 
Strahlenbiischels vorstellt, welchem die Linienpaare derselben angehiren. 
Durch Einfiihrung dieser Voraussetzungen in die Gleichung (4) 
erhilt man jetzt: 
(C7)? . ug? vg? [(@r Arty)? — C . Ody? . %dy?] = 0. 
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Es bleibt also nur noch eine quadratische Gleichung fiir ¢, entsprechend 
dem Werthe 2 der Charakteristik 4. Diese Gleichung reducirt sich, 
sobald c= 1 wird, ebenfalls auf C,;—0, da der Ausdruck in der 
Klammer, der von § ganz unabhingig ist, alsdann die Form 


(@zQy)* — az” . ay? 
annimmt, und daher fiir jede Doppellinie, aber nicht fiir jedes Linien- 
paar identisch verschwindet. 

Das Kegelschnittsystem (2) hat also mit jeder Involution von Punkte- 
paaren oder Strahlenpaaren nur deren Doppelelemente gemein. 

Es ist ersichtlich, dass eine Theorie, welche den Begriff der eigent- 
lichen Lisung des Charakteristikenproblems von der Beweglichkeit der- 
selben abhiingig macht, den Charakteristiken 2 und 2’ eines vierfach 
ausgedehnten Systems die einfache Deutung, welche dieselben hier ge- 
funden haben, wenigstens allgemein nicht geben kann, da die Involution 
von Strahlen- und Punktepaaren gerade solche Systeme von Kegel- 
schnitten sind, fiir welche, — soferne man sie tiberhaupt zulassen will 
— der Chasles’sche Satz in der Auffassung jener Theorie keine allgemeine 
Geltung .mehr hat. 


Leipzig, im Juli 1885. 

















Ueber die Cremona’sche Charakteristikenformel. 
Von 
E. Srupy in Leipzig. 


Meine auf zwei- und dreifach ausgedehnte Kegelschnittsysteme 
beziiglichen Untersuchungen habe ich in die vorstehende Arbeit nicht 
mit aufgenommen, da es mir bis jetzt nicht gelungen ist, dieselben 
in thnlich allgemeiner Weise durchzufiihren, wie es bei den vierfach 
ausgedehnten Systemen, zu deren Behandlung das Bézout’sche Theorem 
ausreichte, noch méglich war. 

Es mégen aber wenigstens einige Bemerkungen hier eine Stelle 
finden, welche sich auf den Satz von Cremona beziehen, der fiir die 
Zusammenstellung’ eines zweifach- und eines dreifach ausgedehnten 
Systems dasselbe leistet, was der Chasles’sche Satz fiir ein- und vier- 
fach ausgedehnte Systeme. Dieser Satz sagt in seiner urspriinglichen 
Form aus, dass die Zahl der ,Kegelschnitte, in welchen sich ein drei- 
fach ausgedehntes System M und ein zweifach ausgedehntes N durch- 
dringen* durch einen dreigliedrigen Ausdruck dargestellt wird, welcher 
sich aus zwei Reihen von ,Charakteristiken“ bilinear zusammensetzt, 
von welchen die erste nur von den Eigenschaften des Systems M, die 
zweite nur von denen des Systems N abhingt. 

Es steht von vorn herein zu vermuthen, dass dieser Satz durch 
die Einfiihrung des Begriffes der vollstiindigen Form eine ebenso all- 
gemein giltige Deutung erfahren werde, als wir in Betreff des Chasles’- 
schen Satzes gesehen haben; und in der That verhiilt es sich so. 

Zugleich ergiebt sich eine einfache, bisher, wie es scheint, nicht 
bemerkte geometrische Deutung des Cremona’schen Satzes, aihnlich der 
§ 9 der vorstehenden Arbeit hinsichtlich des Chasles’schen Satzes an- 
gegebenen; und in ihrer Begleitung eine Moduldarstellung der zweifach 
ausgedehnten Systeme, welche der von Herrn Halphen fiir die dreifach 
ausgedehnten Systeme aufgestellten analog ist. 

Fiir den Fall, dass das drei- und das zweifach ausgedehnte System 
vollstindige Durchschnitte von zwei, beztiglich drei vierfach ausgedehnten 
Systemen sind, ist der Nachweis der ersteren Behauptung als durch die 
Formel VI des § 9 der vorstehenden Abhandlung bereits erbracht anzu- 
sehen, da es natiirlich gleichgiltig ist, in welcher Reihenfolge man die fiint 
vierfach ausgedehnten Systeme, welche in diese Formel eintreten, zum 
Durchschnitt bringt. Der andere Fall aber, in welchem diese besondere 
Voraussetzung nicht erfiillt ist, lisst sich auf den ersten zuriickfiihren, 
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da man jede Mannichfaltigkeit M oder N durch Hinzufiigung geeig- 
neter Mannichfaltigkeiten gleicher Dimension zu einem vollstiindigen 
Durchschnitt ergiinzen kann, und hier, was fiir das Ganze gilt, wie 
nicht schwer zu sehen, auch fiir die einzelnen Theile gelten muss. 

Die in der Cremona’schen Formel auftretenden Charakteristiken 
besitzen eine &ihnlich einfache geometrische Bedeutung, wie die des 
Chasles’schen Satzes; und zwar erhilt man, wenn man die in §7 der 
vorstehenden Arbeit angegebenen Siitze auf Systeme M und N in 
den einfachen, hier in Betracht kommenden Fiillen ausdehnt, den Satz 
von Cremona in der folgenden Form: 

»Set r die Zahl der Strahlenpaare eines dreifach ausgedehnten 
Systems M, welche ihren Scheitel in einem gegebenen Punkt haben; s die 
Zahl der Kegelschnitte desselben, welche ein gegebenes Poldreieck haben; 
r die Zahl der Punktepaare desselben, welche auf einer gegebenen 
Geraden liegen — 

ferner n die Zahl der Kegelschnitte eines zweifach ausgedehnien 
Systems N, welche (als Curven 2. Cl. aufgefasst) sich auf’ einen Biischel 
von Curven 2. O. stiitzen, oder insbesondere zwei gegebene Gerade be- 
riihren; l die Zahl der Kegelschnitte des Systems N, in Bezug auf welche 
ein gegebener Punkt und eine gegebene Gerade Pol und Polare sind, 
oder welche eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte beriihren ; 
endlich n’ die n dualistisch gegeniiberstehende Anzahl. 

Dann ist die Zahl der beiden Systemen gemeinsamen Curven, so 
lange sie iiberhaupt endlich ist, gleich: 

rn —(r —str)l+rn 
=r(n —)I)+sl+r (n—D. 

Die Zahlen r, s, x’ —n, 1, n’ die wir als ,Charakteristiken* der 
Systeme M und N bezeichnen, werden mit den gewodhnlich als Charak- 
teristiken gebrauchten Zahlen durch die Relationen verbunden: 


Mu = s+3r 


2 a ’ 
ao ve My?v—=2s + 2r 
oP Myuv?=2s + 2r 

Nv? =n 


My*® = s+3r, 
aus welch’ letzteren die Identitiit: 
M (2u' — 3y*v + 3ur? — 2v°) =0 
nunmehr in allgemeiner Weise sich ergiebt. Umgekehrt erhilt man: 


s=— M (2yu3 — 3y?v — 3ur? + 24°), 
- 4 M(2v9— yr), = 7M Quy»), 
Ausdriicke, die im Falle M der vollstiindige Durchschnitt zweier vier- 
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fach ausgedehnter Systeme L,, L, ist (woftir wir M = L, L, schreiben), 


die folgenden einfachen, auch direct leicht abzuleitenden Relationen 
ergeben: 


s—r—r =—2(A,a. +4,A,) 
r=A,A, y == A,’A,' *). 






























Fiir zwei- und dreifach ausgedehnte Systeme liefert der Cremona’- 
sche Satz thnliche Moduldarstellungen, wie wir sie in § 9 hinsichtlich 
der ein- und vierfach ausgedehnten Systeme kennen lernten. 

Fiihren wir diese ein, so kénnen wir alle in dem Charakteristiken- 
problem der Kegelschnitte einbegriffenen Fragestellungen durch einen 
einzigen Satz beantworten. 

Wir fiigen zu diesem Behufe zu den § 9 benutzten Bezeichnungen 
noch die folgenden: 

Ks sollen u?, v? resp. die dreifach ausgedehnten Systeme bezeichnen, 
welche der vollstindige Schnitt je zweier Systeme uw und y sind, 7 


das System der Kegelschnitte, welche eine gegebene Gerade als Polare 
eines gegebenen Punktes haben; @ soll das Kegelschnittsystem bedeuten, 
das von allen Punktepaaren einer Geraden, « dasjenige, welches von 
allen Strahlenpaaren eines Punktes gebildet wird; endlich sei das 
System aller Kegelschnitte, welche ein gegebenes Poldreieck besitzen. 

Dann ist mit Bezug auf diese und die § 9 der voranstehenden 
Arbeit eingefiihrten Bezeichnungen fiir vier-, drei-, zwei- und einfach 
ausgedehnte Kegelschnittsysteme L, M, N, Q: 









I. 
A=Lrt V = Le 
(1) L=Apt+i'v. 
Il. 
r= Ma’ s= MB r = Ma 
(2) M = ry? + (s—r—r’) + rv? 





*) Eine besonders symmetrische Form nimmt der Satz von Cremona an, 
wenn man fiir 7, s, r’ neue Charakteristiken einfiihrt, die durch die Gleichungen: 
b=r+r’ a=s—r 
definirt sind, und von welchen die letzteren die Zahlen der Punktepaare, beziig- 
lich Strahlenpaare des Systems M darstellen, welche einen festen Punkt, beziiglich 


a=>s-—r 


eine feste Gerade enthalten, Es wird alsdann, wenn man noch s, fiir - ; (a+b+a), 
und 4¢, fiir s (n-+-1-++ n’) schreibt, 


MN = (s, — a) wn’ + (8, — Bb) 1+ (8, — a’) n 
= a (6, — nw) +b (6, —) +a (o,—n). 


(3) 


(4) 


wel 
dri 
geg 
du 


Qa. 


i ee i ee, ee 
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Til. 
n= Nv l= NS n = Nu? 
N= (n—l) a +18 + ('—)) a’. 
IV. 
q=Qv q = Qu 
(4) Q=—qe+t qt 
Um nun die Zahl der Curven zu bestimmen, in denen sich irgend 
welche, in den Dimensionen passend gewdhlte Kegelschnittsysteme durch- 
dringen, multiplicire man die durch die Gleichungen (1), (2), (3), (4) 
gegebenen Moduln derselben mit einander, und ersetze dann die Pro- 
ducte der uw, v, a, B, 6, t beziiglich durch die Werthe: 
yw =! uty wv? = 4 
wvr=—= 4 y® = 1 
au? = av? = 1 
bu = 1 pv? =1 
aw? = 1 j av? = 0 


6u=tyv =) ov = tu = 1. 


Hinsichtlich der Beweglichkeit der Lisungen ist mit Bezug auf 
die Cremgna’sche Formel Aehnliches zu sagen, wie bei dem Chasles’- 
schen Satze. Es haben innerhalb des zweifach ausgedehnten Systems die 
Lésungen im Allgemeinen die Maximalbeweglichkeit 2; nimlich immer 
dann, wenn das dreifach ausgedehnte System nicht oo? oder das zwei- 
fach ausgedehnte nicht co' ausgeartete Curven der dritten Art ent- 
hilt, und in noch zwei weiteren unschwer anzugebenden Fiillen, wo 
diese Vorkommnisse wirklich zugleich auftreten. In den iibrigen Fallen 
findet eine Verringerung der Beweglichkeit einzelner Lisungen von 2 
auf 1 statt.*) 


*) Eine Theorie, welche etwa zwei Systeme von Curven 2. Ordnung einander 
gegeniiberstellte, und nun, ohne durch die Begriffe der ,,vollstindigen Form“ und 
der ,,wirklichen Lisung‘* hindurchzugehen, direct die Zahl der beweglichen Curven 
2.0, anzugeben suchte, die beiden Systemen gemeinsam sind, diirfte nicht unter- 
lassen, hervorzuheben, dass der Cremona’sche Satz da, wo er im Sinne einer 
solchen Theorie richtig ist (niimlich bei Ausschluss der im Texte angedeuteten 
Fille), nicht schlechthiu die Zahl der beweglichen Schuittcurven angiebt, sondern 
die Zahl derjenigen, w. 21e die Maximalbeweglichkeit 2 haben. Denn es giebt 
noch (scheinbare) Lisungen, deren Beweglichkeit 1 ist, und die in der Cremona’- 
schen Formel nicht mitgezahlt sind, 


Leipzig, im Juli 1885. 











Ueber Configurationen, welche der Kummer’schen Flache 
zugleich eingeschrieben und umgeschrieben sind. 


Von 
Feurx Kiem in Leipzig. 


Eine Reihe von Vortriigen, welche ich in dem nun vergangenen 
Sommer in meinem Seminare gehalten habe, gaben mir die Veran- 
lassung, die interessanten Siitze, welche Herr Rohn betreffs des in 
der Ueberschrift genannten Gegenstandes von der Theorie der hyper- 
elliptischen Functionen ausgehend in seiuner Habilitationsschrift*) mehr 
andeutet, als entwickelt, im Zusammenhange darzulegen und nach 
einigen Richtungen weiter zu fiihren. Indem ich im Folgenden den 
wesentlichen Inhalt meiner Betrachtungen reproducire, hoffe ich zu 
erreichen, dass der Gegenstand allseitig zugiiuglich wird und von 
anderer Seite vielleicht bald weiter geférdert werden kann. 


I. Elementares iiber Liniengeometrie. 


§ 1. 
Vorbemerkungen. 


Die eigentliche Grundlage fiir die Betrachtung der Kummer’schen 
Fliiche bildet anerkanntermassen die Untersuchung der Liniencomplexe 
zweiten Grades, deren Singularitiitenfliche die Kummer’sche Fliche ist. 
Ich werde im Folgenden durchweg, wie dies auch Herr Rohn thut, 
von dem kanonischen Coordinatensysteme ausgehen, das ich im zweiten 
Bande dieser Annalen (pag. 189ff.) einfiihrte und vermége dessen die 
Raumgerade homogene Coordinaten 2,, %,,..., % erhialt, welche an 
die Bedingung: 


(1) >t =0 


*) Bd. 15 dieser Annalen: Transformation der hyperelliptischen Functionen 
p=2 und thre Bedeutung fiir die Kummer’sche Flache (vgl. insbesondere p. 348—350 
daselbst). 
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gebunden sind, wihrend gleichzeitig die unendlich vielen in Rede 
stehenden Complexe zweiten Grades durch folgende Gleichung gegeben 
sind : 


(2) 2 sty =, 


unter 4 einen Parameter verstanden. Uebrigens setze ich im Folgenden 
die Theorie dieser Complexe, die jetzt ja verschiedentlich bearbeitet 
und zur Darstellung gebracht ist, im Wesentlichen als bekannt voraus. 
Es soll sich zuniichst darum handeln, die |. c. besprochenen Con- 
figurationen, soweit dies unmittelbar gelingt, in elementarer Weise, 
d. h. unter Beiseitelassung der hyperelliptischen Functionen, zu behan- 
de, Wenn wir dann weiter unten, im zweiten Theile der gegen- 
wirtigen Darstellung, die letzteren in Betracht ziehen und, auf ibre 
Kenntniss gestiitzt, im dritten Theile auf die Configurationen zurtick- 
kommen, so wird der grosse Vortheil, den die Benutzung transcendenter 
Functionen hier bietet, um so deutlicher hervortreten. Derselbe zeigt 
sich zumal darin, dass wir alle Constructionen sofort veraligemeinern 
und insbesondere eine neue Classe von Configurationen construiren 
kénnen, worauf gleich hier aufmerksam gemacht sei. 


§ 2. 
Conjugirte Punkte und Ebenen der Kummer’schen Flache. 


Der Hauptsatz, den ich nunmehr der speciellen Betrachtung voran- 
stellen will, ist folgender: 

Die 4 Punkte, in denen eine beliebige Raumgerade die Kummer'sche 
Fliiche schneidet, und die 4 Tangentialebenen, welche man durch die- 
selbe Raumgerade an die Fliiche legen kann, sind in der Art auf 
einander bezogen, dass jeder Zerlegung der 4 Punkte in 2 Paare eine 
Zerlegung der 4 Ebenen in 2 Paare rational entspricht. 

Dieser Satz ergiebt sich, beiliiufig bemerkt, als Corollar des 
anderen, mehrfach behandelten, den ich im 2" Bande der Annalen 
(Il. c.) mittheilte, demzufolge die 4 Punkte und die 4 Ebenen in richtiger 
Reihenfolge zusammen dasselbe Doppelverhiiltniss darbieten*). In der 
That, sind vier Elemente eines einstufigen Gebildes 


I, I, ULIv 
1, 2, 3, 4 


*) Vergl. meine Bemerkungen im 7" Annalenbande, p. 208 ff., oder auch 
die Entwickelungen von Voss im 9" Bande daselbst, p. 66. Uebrigens folgt 
der Satz auch sofort aus der allgemeinen Theorie der zwei-zweideutigen Verwandt- 
schaft zweier Grundgebilde erster Stufe. Man betrachte die Raumgerade als Leit- 
linie einer gewdhnlichen Complexfliiche und beachte, dass dann ihre Punkte und 
Ebenen 2-2-deutig zusammen geordnet sind, etc. etc. 


vier Elementen 
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eines zweiten einstufigen Gebildes projectiv, so sind sie es nicht minder 
zu folgenden Elementenreihen: 


at & & 
3, 4, 1, 2; 
S By Bm I 
und es entsprechen sich also die Zerfillungen: 
(J, IT) (11, IV) wnd (i, 2) (3, 4), 
(3) (I, III) (IV, IT) wnd (1, 3) (4, 2), 
(I, IV) (E, III) und (1, 4) (2, 3). 
in eindeutiger Weise. 
Es sollen jetzt die rémischen Ziffern die Ebenen und die arabischen 
Ziffern die Punkte der Kummer’schen Fliiche bedeuten, welche unserer 
Raumgeraden angehéren. Ich werde dann solche Ebenenpaare und 


Punktepaare, welche in einer der Zerfillungen (3) neben einander 
stehen, 2. B, 


? 


(I, IZ) wd (1, 2) 


in Bezug auf die Kummer’sche Fliche conjugirt nennen. Zu jeder 
Raumgeraden gehéren offenbar 12 conjugirte Ebenen- und Punktepaare. 
Kennen wir von den Ebenen der Kummer’schen Fliche, die durch eine 
Raumgerade gehen, zwei und ausserdem einen Schnittpunkt der Raum- 
geraden mit der Fliiche, so kénnen wir denjenigen anderen Schnitt- 
punkt, der mit den beiden Ebenen und dem vorgegebenen Punkte 
conjugirt ist, rational berechnen. Man beachte, dass man diesen Satz 
auch umkehren kann. Gelingt es, durch rationale Processe eimen 
weiteren Schnittpunkt unserer Raumgeraden mit der Kummer’schen 
Flache zu finden, so wird dies eben derjenige Schnittpunkt sein, der 
mit den anderen Elementen conjugirt ist. 

Ich stelle jetzt die Frage, wie der Begriff conjugirter Ebenen und 
Punkte hervortritt, wenn wir unsere Raumgerade mit einem Complexe 
der Schaar (2) combiniren und die Complexfliiche construiren, deren 
Leitlinie sie ist. 

Es soll zuniichst einer derjenigen 4 Complexe der Schaar (2) herans- 
gegriffen werden, denen unsere Raumgerade als Linie angehért. Ver- 
moge eines solchen Complexes werden die Ebenen und Punkte unserer 
Raumgeraden in bekannter Weise eindeutig zusammengeordnet, indem 
jede Ebene einen Complexkegelschnitt triigt, der die Gerade in einem 
bestimmten Punkte (den wir dann der Ebene entsprechend setzen) beriihrt. 
Fiir die Ebenen I, IJ, III, IV, die wir jetzt die singuliren Ebenen 
nennen, gilt insbesondere Folgendes: Der in der singuliiren Ebene ent- 
haltene Complexkegelschnitt hat sich in zwei Strahlbiischel aufgeldst, 
deren eines seinen Mittelpunkt auf unserer Raumgeraden hat. Dieser 








der 


r 
l 
L 
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Mittelpunkt, welcher der singuliiren Ebene in dem hier in Betracht kom- 
menden Sinne entspricht, ist gleichzeitig einer der vier auf unserer 
Raumgeraden gelegenen singuliren Punkte, die wir schon mit 1, 2,3, 4 
bezeichneten. — Es sind hier betreffs der Zusammengehérigkeit der 
singuliren Ebenen und Punkte dem projectiven Charakter der Zuord- 
nung und der Vierzahl der in Betracht kommenden Complexe ent- 
sprechend, genau jene 4 Anordnungen méglich, die wir soeben auf- 
gezihlt haben. Daher folgt zuniichst: 

(A) Beliebige zwei der singuliiren Ebenen und diejenigen zwei der 
singuliiren Punkte, die thnen in einem der vier Complexe entsprechen, 
sind jedesmal conjugirt. 

Wir kénnen auch so sagen: 

(A’) Sind zwei der Ebenen und zwei der Punkte conjugirt, so giebt 
es unter den 4 Complexen unserer Schaar, denen die Raumgerade an- 
gehirt, immer 2, welche den beiden Ebenen, in der einen oder anderen 
Reihenfolge, die beiden Punkte entsprechen lassen; 
oder auch: 

(A”) Befindet sich wnter den 4 Complexen einer, der zweien der 
Ebenen zwei bestimmte unter den Punkten entsprechen lisst, so giebt es 
noch einen gweiten Complex, der dies ebenfalls thut, nur dass die Reihen- 
folge, in der die Punkte den Ebenen gugeordnet werden, bei thm wm- 
gekehrt erscheint, — 

Es sei jetzt 4 = a ein Complex unserer Schaar, dem unsere Raum- 
gerade nicht angehdrt. Die Complexkegelschnitte, welche 4 =a in 
den singuliiren Ebenen JI, IJ, III, IV entsprechen, sind wieder je in 
zwei Strahlbiischel zerfallen; ich will die Mittelpunkte dieser Biischel 
(von denen jetzt keiner auf der anfianglichen Raumgeraden liegt) 
folgendermassen bezeichnen: 


(4a) I', I"; I’, 11"; 1’, 111"; Iv’, Iv’. 


Wir betrachten andererseits die Complexkegel, die von den singu- 
liren Punkten 1, 2, 3, 4 auslaufen. Sie sind ebenfalls je in zwei 
Biischel zerfallen, deren Ebenen wir beziehungsweise nach folgendem 
Schema benennen mégen: 

(4 b) g, 1"; 2’, 2”; 3, 3”; 4, 4”; 
keine dieser Ebenen geht durch unsere Raumgerade hindurch. 

Nun ist die Beziehung dieser Ebenen zu den Punkten (4a) be- 
kanntlich die, dass jede der Ebenen 4 der Punkte triigt (immer einen 
aus jeder singuliiren Ebene), wihrend zugleich die beiden Ebenen 


eines Paares zusammengenommen alle 8 Punkte enthalten. 
Wir betrachten jetzt die Punkte: 


I, 1’; ', 1’, 
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die in den singuliiren Ebenen J, JJ enthalten sind. Dieselben mégen 
sich auf die beiden von 1 auslaufenden Ebenen: 
V, 1” 

in der Weise vertheilen, dass 1’ durch J’, JZ’ und also 1” durch I”, II” 
hindurchgeht (was keine Particularisation ist, sondern immer durch 
Wahl der Bezeichnung erreicht werden kann), Nun mdgen 1, 2, wie 
wir vorhin schon annahmen, zu J, JJ conjugirt sein; wir fragen, wie 
sich unter dieser Voraussetzung die Punkte J’, I”, I7’, II” auf die 
beiden von 2 auslaufenden Ebenen (also auf 2’, 2”) vertheilen. Ich 
behaupte, dass die Vertheilung genau so geschehen muss, wie bei den 
Ebenen 1’, 1”, also in der Art, dass J’, JJ’ in einer der beiden Ebenen 
liegen (die wir fernerhin 2° nennen wollen), J”, JZ” in der anderen 
der beiden Ebenen (die dann 2” genannt werden muss). Es giebt 
nimlich tiberhaupt nur zwei Weisen, wie sich die Punkte I’, I”, 
II’, II” auf die beiden von einem der singuliren Punkte 1, 2, 3, 4 
auslaufenden Ebenen vertheilen kénnen: entweder gehéren J’, IZ’ und 
andererseits J”, JJ” zusammen, oder J’, JJ” und J”, IJ’. Boten nun 
die von 2 auslaufenden Ebenen nicht dieselbe Vertheilungsweise dar, 
wie die von 1 auslaufenden, so miissten es die Ebenen thun, die von 
3 oder von 4 ausgehen. Dann aber gehdrte 3 oder 4 zu 1 und den 
beiden Ebenen J, IJ eindeutig hinzu, wiire also aus J, JZ und 1 
rational zu berechnen, wihrend dies nach Annahme doch nur bei 2 
zutreffen kann. Daher u. s. w. — Natiirlich kénnte man den hiermit 
gegebenen indirecten Beweis sofort durch einen directen ersetzen, 
wenn man genauer auf die Gruppirung der 8 Punkte und 8 Ebenen 
eingehen wollte, wie ich dies beispielsweise in Bd. 7 der Annalen (l. c.) 
gethan habe. Wichtiger ist fiir das Folgende, dass wir unseren Satz, 
wie sofort ersichtlich, umkehren kénnen. Wir haben: 

(B) Wenn die Punkte I’, I", II’, II” irgend eweier singuliirer 
Ebenen I, II sich auf die von zwei singuliren Punkten 1, 2 der Durch- 
schnittskante auslaufenden Ebenen 1', 1", 2’, 2” in gleichfirmiger Weise 
vertheilen, so sind I, II, 1, 2 in Bezug auf die Kummer'’sche Fliche 
conjugirt. 

§ 3. 
Ausgezeichnete Tetraeder. 

Wir wollen jetzt das Tetraeder genauer betrachten, welches in 1, 2 

und in zweien der in J, JJ von uns zusammengeordneten Punkte, also 


etwa in I’, IJ’, seme Eckpunkte hat, und dessen Seitenebenen durch 
I, II, beziehungsweise 1’, 2’ vorgestellt sein werden, wobei den Punkten 


2, 
der Reihe nach die folgenden Ebenen 
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2, V, WW, I 
gegeniiberliegen. Der Complex 4 =a enthilt von den 12 Biischeln, 
die, in den Seitenflichen des Tetraeders liegend, eine Ecke des 
Tetraeders zum Mittelpunkte haben, 4, niimlich: 


GZ, I’), (, ), (1,1), (2, 2). 


Jedes dieser Biischel hat mit zweien derselben eine Kante unseres 
Tetraeders gemein, so dass wir tiberhaupt von einer windschiefen Biischel- 
configuration unseres Tetraeders sprechen kénnen, die dem Complexe 
4 =a angehdrt. Wir schliessen hieraus, dass je zwei Ebenen unseres 
Tetraeders und die beiden Eckpunkte, welche ihre Durchschnittskante 
enthiilt, in Bezug auf die Kummer’sche Fliche conjugirt sind. Fiir die 
urspriinglich allein betrachtete Linie (I, IZ), bez. (1, 2), war dies 
von vornherein bekannt, bez. folgte aus (B); ebenso folgt es aus 
(B) fiir die gegentiberliegende Kante. Fiir die anderen 4 Kanten (die 
jedesmal zweien der 4 Biischel der Biischelconfiguration gemeinsam 
sind) ergiebt sich der Satz aus (A). 

Ein Tetraeder der hiermit betrachteten Art werde ich fortan als 
ausgezeichnetes Tetraeder bezeichnen. Ein ausgezeichnetes Tetraeder 
ist der Kummer’schen Fliche gleichzeitig ein- und umgeschrieben. Denn 
seine Ecken sind singuliire Punkte eines Complexes 4=—a, seine 
Ebenen singuliire Ebenen desselben. Offenbar giebt es fiinffach unend- 
lich viele ausgezeichnete Tetraeder.*) Denn wir kénnen den Complex 
4=a und die Anfangskante J, II (die ihrerseits von 4 Constanten 
abhiingt) beliebig annehmen. Uebrigens gelangen wir auch noch durch 
andere Annahme derselben Bestimmungsstiicke zu demselben Tetraeder. 
Erstlich ist klar, dass wir, unter Festhaltung des Complexes 4 — a, 
statt mit der Kante (J, JZ) ebensowohl mit der gegeniiberliegenden 
Kante (1', 2) beginnen kénnen. Dann aber sage ich, dass unser 
Tetraeder noch zu zwei anderen Complexen der Schaar (2), die ich 
4 =b und 4c nennen will, genau in derselben Beziehung steht, wie 
zum Complexe 4a. Es sind dies diejenigen beiden unter den vier 
Complexen, denen die Kante (J, JZ) angehért, welche dem Theoreme 
(A’) zufolge die Ebenen J, IZ und die Punkte 1, 2 2zusammenordnen. 

In der That: jedem der beiden hiermit definirten Complexe muss 
eine windschiefe Biischelconfiguration unseres Tetraeders angehoren. 
Der Complex 4—b midge etwa zuniichst das Biischel J, 1 und also 
das Biischel JJ, 2 enthalten. Er enthilt dann insbesondere die Tetraeder- 
kanten, lings deren sich J und 1’, bez. JZ und 2’ schneiden. Aber 
die beiden Ebenen, welche wir hiermit bei der einzelnen Kante nennen, 


*) Den Satz, dass es o* Tetraeder giebt, die der Kummer’schen Fliiche 
gleichzeitig ein- und umgeschrieben sind, hat gelegentlich Herr Hurwitz auf 
meinen Wunsch mitgetheilt; siche Bd, 15 dieser Annalen, p. 14 (Fussnote). 
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sind zu den beiden Eckpunkten, die auf derselben Kante liegen, also 
zu 1 und J’, bez. zu 2 und JJ’, wie wir wissen, conjugirt. Daher 
gehéren dem Complexe 4 = b auch die Biischel an, die von den Ecken 
I’, IT’ bez. in den Ebenen 1’, 2’ auslaufen, womit unsere Behauptung 
bewiesen ist. 

Auf Grund dieser Betrachtungen ergiebt sich schliesslich eine 
Construction unseres Tetraeders, welche von den drei Complexen 4—a, 
4=b, 4=c ganz unabhiingig ist. Die drei Eckpunkte, welche einer 
Seitenfliche des Tetraeders bez. in den drei Complexen entsprechen, 
sind naimlich, wie aus der Constantenziihlung hervorgeht, unter den 
Punkten der Durchschnittscurve, die unserer Ebene mit der Kummer’- 
schen Fliche gemeinsam ist, drei ganz beliebige. Daher also werden 
wir zur Construction unseres Tetraeders erstlich eine Seitenfliche des- 
selben unter den Tangentialebenen der Kummer’schen Fliche nach 
Willkiir annehmen, dann aber auf der zu ihr gehérigen Durchschnitts- 
curve mit der Kummer’schen Fliche drei Ecken des Tetraeders be- 
liebig fixiren. Wenn wir dann durch je zwei dieser Ecken diejenige 
Ebene legen, die zu ihnen in Bezug auf die anfinglich angenommene 
Ebene conjugirt ist, so schneiden sich diese Ebenen von selbst in einem 
weiteren Punkte der Kummer’schen Fiche, und wir haben ein aus- 
gezeichnetes Tetraeder construirt. 


§ 4. 
Allgemeinere Configurationen. 


Die fiinffach unendlich vielen Tetraeder, welche wir jetzt kennen, 
gruppiren sich in charakteristischer Weise zu grésseren Configurationen 
zusammen, welche ebenfalls der Kummer’schen Fliche gleichzeitig ein- 
und um-geschrieben sind. Eine erste solche Configuration erhalten 
wir sofort, wenn wir erneut an die Anfangsiiberlegung ankniipfen, 
von der aus wir die ausgezeichneten Tetraeder zuniichst definirt haben. 
Es ist dies diejenige Configuration, welche von den vier singuliren 
Punkten und Ebenen 1, 2, 3, 4 bez. J, IJ, III, IV, den 8 zugehirigen 
Ebenen 1’, 1"; 2’, 2”; 3', 3”; 4, 4” und den 8 zugehérigen Punkten 
I’, I’; II’, I”; UT’, II"; IV’, IV", karzum von den singuliren 
Elementen der zu unserer Raumgeraden und dem Complexe 4=—a 
gehérigen Complexfldche gebildet wird, und aus der man, wie sofort 
ersichtlich, die Ecken und Ebenen von 24 ausgezeichneten Tetraedern 
herausgreifen kann*). Nun ist aber die Complexfliiche als Umhiillungs- 


*) Ich verfolge die Gruppirung dieser Punkte und Ebenen oder auch die Be- 
ziehung der Complexfliche zu unserer Kummer’schen Filiiche (der Singularitiiten- 
fliche) nicht weiter, weil selbstverstiindlich Alles, was im Texte sogleich iiber 
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gebilde derjenigen Complexlinien, welche eine feste Raumgerade treffen, 
in allen diesen Untersuchungen nur der specielle Fall jener Brennfliche, 
welche bei Zusammenstellung des Complexes 4 =a mit einem all- 
gemeinen linearen Complexe entsteht, und die selbst eine Kwmmer’sche 
Flache sein wird, die wir mit unserer von Anfang an betrachteten 
Kummer’schen Fliiche, der Singularitiitenfliiche der Complexe (2), 
natiirlich nicht verwechseln diirfen*). Wir handeln im Folgenden 
nur von der Configuration (16),, welche von den Doppelpunkten und 
den Doppelebenen der neuen Kummer’schen Fliche gebildet wird. 
Offenbar ist auch diese Configuration der anfiinglichen Kummer’ schen 
Fliiche gleichzeitig ein- und um-geschrieben. Denn durch jeden der 
Doppelpunkte geht innerhalb einer der hindurchlaufenden Doppelebenen 
der Theorie der Liniencongruenzen zweiter Ordnung und Classe zu- 
folge**) ein Strahlbiischel, so dass der Doppelpunkt als Punkt, die 
Doppelebene als Ebene der Singularititenfliche des Complexes 4 = a 
angehdren muss. Man zeigt aber tiberhaupt (wie ich hier beiliufig an- 
ftihre, da ich es sogleich als Beweisgrund benutze), dass die beiden 
Kummer’schen Fliichen einander nach Erstreckung einer Curve achter 
Ordnung resp. einer Developpablen achter Classe beriihren, so zwar, dass 
sie keinen Punkt und keine Ebene gemein haben, welche nicht dieser Curve, 
bez. dieser Developpablen angehorten. Die betreffende Beriihrungscurve 
ist der geometrische Ort solcher singulirer Punkte des Complexes 
4 =a, deren zugeordnete singuliire Linien unserer Congruenz an- 
gehéren; die Umhiillungsdeveloppable ist in genau dualistischer Weise 
definirt. Zum Beweis beachte man, dass eine singuliire Linie des 
Complexes 4 =a nur von solchen benachbarten Linien desselben 
geschnitten wird, die entweder durch den zugeordneten singuliiren 
Punkt laufen oder in der zugeordneten singuliiren Ebene liegen, — 
dass andererseits unsere zweite Kummer’sche Fiche, nach der Be- 
griffsbestimmung der Brennfliche, von allen Linien der zugehérigen 
Congruenz umhiillt wird.***) 


den Fall der als Brennfliiche auftretenden Kummer’schen Fliiche gesagt werden 
soll, auf den speciellen Fall der Complexfliche iibertragen werden kann. 

*) Dem widerspricht nicht, dass weiterhin die Beziehung der Kummer’- 
schen Fliichen zu einander als eine durchaus gegenseitige erkannt wird; vergl. die 
Note am Schluss von § 5. 

**) Wegen der Sitze, die im Texte betreffs der in Rede stehenden Con- 
gruenzen gebraucht werden, michte ich hier ein fiir alle Mail auf Kummer’s 
Originalabhandlung Ueber algebraische Strahlensysteme etc, verweisen; siehe Ab- 
handl. d. Berliner Ak. von 1866, insbesondere p. 62—71 daselbst. 

***) In allgemeinerer Form findet man diese Ueberlegungen bei Voss im 
g'en Bande dieser Annalen, siehe insbesondere, was die Resultate angeht, p. 148 ff, 
daselbst. 
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§ 5. 
Eigenschaften der neuen Configurationen. 


Ueber die nunmehr gewonnenen Configurationen (16), hat Herr 
Rohn, den ich seiner Zeit auf die Existenz derselben aufmerksam 
machte, zwei einfache Siitze aufgestellt, deren Beweis sich jetzt ohne 
Miihe ergiebt, wie ich zeigen will*). 

Wir betrachten zunichst eine einzelne Ebene der Configuration, 
die wir I nennen wollen. Sie ist Tangentialebene der urspriinglichen 
Kummer’schen Fliche und schneidet die letztere also in einer Curve 
vierter Ordnung mit Doppelpunkt. Andererseits beriihrt sie die zu- 
tretende Kummer’sche Fliche (die Brennfliiche) nach Erstreckung eines 
Kegelschnitts. Jetzt trigt der Kegelschnitt 6 von den 16 Doppel- 
punkten der Brennfliiche (die wir weiterhin mit 1, 2,..., 6 bezeichnen 
wollen), und wir bemerkten bereits oben, dass simmtliche 16 Doppel- 
punkte als einfache Punkte der Singularitiitenfliiche angehéren. Daher 
fallen 6 von den 8 Schnittpunkten, welche unser Kegelschnitt mit der 
Curve vierter Ordnung gemein hat, in die Punkte 1,2,..., 6. Der 
erste von Herrn Rohn mitgetheilte Satz behauptet: dass die weiteren 
beiden Schnittpunkte unserer Curven im Doppelpunkte der Curve vierter 
Ordnung coincidiren, dass also der Kegelschnitt zur Curve vierter Ord- 
nung adjungirt ist. In der That, die urspriingliche Kummer’sche Fliche 
und die Ebene J haben die Eigenschaft gemein, die zweite Kummer’- 
sche Flache tiberall zu beriihren, wo sie dieselbe treffen. Giebt es 
also einen Punkt, der allen drei Flichen gemein ist und ist derselbe, 
wie wir hier annehmen (da die Doppelpunkte 1, 2,..., 6 bereits be- 
trachtet wurden), kein singulirer Punkt der zweiten Kummer’schen 
Fliche, so ist er ein Beriihrungspunkt der ersten Kummer’schen Fliche 
mit der Ebene J. Also etc. etc. — Natiirlich gilt der entsprechende 
Satz fiir den Kegel zweiter Classe, der in einem beliebigen Eckpunkte 
unserer Configuration durch die zugehérigen Tangentialebenen der 
zweiten Kummer’schen Flache umhiillt wird, wie denn iiberhaupt alle 
Beziehungen, die im vorliegenden Aufsatze zur Sprache kommen, nach 
dualistischer Umkehr ebenfalls zutreffen, wie ich nicht jedesmal betonen 
méchte und also hier ein fiir allemal hervorgehoben haben will. 

Wir nehmen jetzt die iibrigen 15 Ebenen zu J hinzu. Da durch 
jede der 15 Verbindungslinien der sechs in J enthaltenen Eckpunkte 
1, 2,...,6 eine der Ebenen hindurchliuft, so wird es zweckmiissig 


*) Rohn l. c.; ebenda (p. 352) die Darstellung der Beriihrungscurve achter 
Ordnung in transcendenter Form. Man vergl. hierzu die Entwickelungen von 
Herrn Reye im 97'" Bande des Journals fiir Mathematik (Ueber die Singulari- 
tiitenfliichen quadratischer Strahlencomplexe und ihre Haupttangentencuiven), 
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sein, die einzelne Ebene durch diejenigen beiden dieser Punkte zu 
nennen, welche sie enthilt. Sechs Ebenen, welche durch einen der 
10 nicht in J enthaltenen Eckpunkte der Configuration laufen, erhiilt 
man dann bekanntlich in der Weise, dass man die Punkte 1, 2,..., 6 
irgendwie in zwei Gruppen von drei theilt, z. B. 


1, 2, 3; 4, 5, 6, 


und dann die Ebenen aufzihlt, welche irgend zwei der sonach zusam- 
mengehérigen Punkte tragen, also im Beispiele: 
12, 23, 31; 45, 56, 64. 

Wir fassen jetzt drei Ebenen ik, kl, li mit J zu einem Tetraeder 
zusammen und erhalten so ein Tetraeder, welches der urspriinglichen 
Kummer’schen Fliiche gleichzeitig um- und ein-geschrieben ist. Offen- 
bar giebt es solcher Tetraeder, zu I gehérig, 20, also im Ganzen bei 
unserer Configuration, wenn wir J durch eine beliebige Ebene der 16 


6-20 = 80. Ich sage jetzt, dass diese siimmtlichen Tetraeder 


ausgeseichnete Tetraeder in dem friiher definirten Sinne sind. 

Der Beweis zerlegt sich, indem wir von dem Complexe 4=a 
ausgehen, in mehrere Schritte. Ich will annehmen, dass dem Com- 
plexe 4 =a in der Ebene J speciell dasjenige Strahlbiischel angehire, 
dessen Mittelpunkt in 1 fallt. Dann werden von den 20 Tetraedern, 
deren eine Seitenfliche mit J coincidirt, 10 eine windschiefe, dem 
Complexe a angehérige Biischelconfiguration tragen, wie sofort aus 
bekannten Siitzen tiber die Congruenzen zweiter Ordnung und Classe 
folgt: diejenigen 10 namlich, welche zugleich 1 zu einer ihrer Ecken 
haben und denen also das Biischel (J, 1) angehért. Ersetzen wir hier 
die Ebene J durch irgend eine andere Ebene unserer Configuration, 
so erhalten wir im Ganzen 40 Tetraeder derselben Definition, bei 
denen also die Behauptung, die wir aufstellen, selbstverstiindlich ist. 
Nun aber participiren an diesen 40 Tetraedern alle 120 durch den 
Schnitt zweier Configurationsebenen entstehenden Linien als Kanten. 
Zum Beweise betrachte man nur die 15 dieser Linien, die in J liegen: 
diejenigen 5 derselben, welche durch 1 laufen, sind, wie man unmittel- 
bar sieht, bei je vier von den 10 Tetraedern, die J zur Seitenfliche 
haben, betheiligt, die 10, welche nicht durch 1 laufen, bei je einem 
derselben. Wir schliessen hieraus, was an sich ein schénes Theorem 
ist: dass die beiden Ebenen unserer Configuration, welche durch eine 
der 120 Linien hindurchgehen, und die beiden Eckpunkte derselben, 
welche auf derselben Linie liegen, allemal in Bezug auf die erste Kum- 
mer’sche Fliche conjugirt sind. Das aber heisst, dass tiberhaupt jedes 
Tetraeder, welches man aus den Ebenen und Ecken unserer Con- 
8* 





ersetzen, 
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figuration bilden kann, ein ausgezeichnetes Tetraeder im friiher fest- 
gestellten Sinne ist, w. z. b. w.*) 

An die hiermit gegebenen Entwickelungen kniipfen wir jetzt zu- 
niichst eine einfache Construction unserer Configuration (16),, in der 
man sofort die 6 Constanten erkennt, von denen die Configuration 
abhingt: wir wibhlen zuniichst unter den Tangentenebenen der ersten 
Kummer’schen Fliiche die Ebene J beliebig (2 Const.), zeichnen die 
Curve vierter Ordnung, in der sie die Kummer’sche Fliche durchdringt, 
nehmen dann in J einen zur Curve vierter Ordnung adjungirten Kegel- 
schnitt und bezeichnen diejenigen sechs Schnittpunkte desselben mit 
der Curve vierter Ordnung, welche nicht in den Doppelpunkt der 
letzteren fallen, mit 1, 2, ..., 6. Wir werden die 16 Ebenen einer 
Configuration der von uns gewollten Art haben, indem wir durch jede 


der 15 Verbindungsgeraden 12,... eine Ebene legen, die mit J zu- 
sammen zu den beiden auf der Verbindungsgeraden liegenden Punkten 
(also zu 1 und 2, etc.) in Bezug auf die Kummer’sche Fliiche con- 
jugirt ist, — und diese 15 Ebenen der Ebene J hinzufiigen. Die 16 
Eckpunkte der Configuration sind 1, 2,..., 6 und die weiteren Punkte, 
in denen sich die construirten Ebenen begegnen. — 

Uebrigens aber haben wir alle Mittel, um den zweiten Satz von 
Rohn abzuleiten. Die sechs Strahlbiischel, welche innerhalb der Ebene 
I durch die Punkte 1,2,..., 6 laufen, werden sechs Complexen un- 
serer Schaar beziehungsweise angehéren, nimlich 4 =a und fiinf 
weiteren Complexen, die wie A = b, c, d, e, f resp. nennen wollen. 
Aus dem eben aufgestellten Satze von dem Conjugirtsein gewisser 
Ebenen- und Punkten-Paare und dem in § 2 gegebenen Theoreme (A’) 
folgt dann, dass jedem der 6 Complexe (also nicht nur 4 =a) in 
jeder der 16 Ebenen ein Strahlbiischel angehdrt, dessen Mittelpunkt 
in einen der 16 Eckpunkte der Configuration fallt. Dabei erweist sich 
die Gruppirung dieser 6.16 Strahlbiischel als dieselbe, welche man 
fiir die Strahlbiischel der 6 zu der zweiten Kummer’schen Fliiche ge- 
hérigen Congruenzen zweiter Ordnung und Classe kennt. Wir gingen 
davon aus, dass die eine dieser Congruenzen dem Complexe 4 = a 
angehoért; ich sage, dass die anderen fiinf Congruenzen beziehungsweise 
in den Complexen 4 = b, c, d, e, f liegen. In der That kann ein Com- 
plex zweiten Grades mit einer irreducibelen Congruenz zweiter Ord- 
nung und Classe nicht 16 Strahlbiischel gemein haben, ohne die Con- 
gruenz ganz zu enthalten. Wir wiirden unsere ,, zweite “ Kummer’sche 


*) Der im Text gegebene Beweis wiire unnithig, wenn man zeigen kinnte 
(was vermuthlich nicht schwer ist), dass in der That jedes einer Kummer’- 
schen Fliche gleichzeitig um- und ein-geschriebene Tetraeder ein ausgezeichnetes 
Tetraeder ist. 
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Fliche also ebensowohl haben gewinnen kénnen, hitten wir nicht mit 
dem Complexe 4a, sondern mit dem Complexe 4=b, oder A=c etc., 
begonnen, Mit anderen Worten (und dies ist der Rohn’sche Satz): 
Die Complexe a, b, c, d, e, f sind fiir die Definition der zweiten Kum- 
mer schen Fiche (oder auch der Configuration (16),) von durchaus 
gleicher Bedeutung. — 

Ich breche hier die elementaren Betrachtungen ab, obgleich ersicht- 
lich ist, dass sich eine Menge von Fragen aufdriingen, welche einer 
directen (algebraisch-geometrischen) Behandlungsweise sehr wohl zu- 
giinglich sind*), 


*) Herr Rohn hat sich friiher, wie er mir mittheilt (und iibrigens auch 
in Bd. 15 dieser Annalen, p. 350, andeutet), seinerseits mit solchen weitergehen- 
den Fragen beschiftigt. Indem ich seine Ausdrucksweise den von mir gebrauchten 
Bezeichnungen anpasse, entnehme ich einem seiner Briefe das Folgende: 

»Es seien die Complexe zweiten Grades, denen die Doppeltangentensysteme 
der zweiten Kummer’schen Fliiche angehdren sollen, d. h. die Constanten 1 = a, 
b, c, d, e, f, gegeben; ich stelle die Aufgabe, die linearen Complexe zu bestimmen, 
welche die Doppeltangentensysteme enthalten, und tiberhaupt die Schaar von 
Complexen zweiten Grades anzugeben, deren Singularitiitenfliiche die zweite 
Kummer’sche Fliche ist, Ich will der Kiirze halber 4,, 4,,..., 4, fiir a,b, ..., f 
schreiben und die Producte 


(1 — Ayn) (He — Ay) ++ + (He — Ayy)s DO. (yy — Ay) (Hy — Ag) + + (Hy — as) 
mit f(4,,) und @(x,) bezeichnen. Ist dann, unter @ einen Proportionalititsfactor 








verstanden: 
(1) ean, =V i P (%n) 
“wa (%_ — -F (a) Gm) * 
so sind die gesuchten linearen meni id. folgende Gleichungen gegeben: 
(2) By = Oy, BH yy My +° ++ + Og, He =O, 


Ich habe dabei die linken Seiten gleich so normirt, dass 3)23 = 0 wird vermige 
Dx? =0. Man hat also eine orthogonale Substitution und die Auflésungen von 
(2) lauten mit Unterdriickung eines Proportionalititsfactors: 

(3) @; = jy By HP Ayg By +++ + yg Be. 

Hierin liegt zugleich, dass die Vorzeichen der Quadratwurzeln in (1) nicht vdllig 
willkiirlich sind, Vielmehr wird man die Vorzeichen nur derjenigen a,,,,, welche 
einem festen m oder einem festen » entsprechen, willkiirlich annehmen diirfen, 
worauf alle anderen Vorzeichen fixirt sein werden. Es entspricht diess (mit Riick- 
sicht auf den in (1) auftretenden Proportionalitiitsfactor @) dem Umstande, dass 
die vorgelegte Aufgabe 2° = 32 Lisungen zuliisst. — Die Schaar der Complexe 
zweiten Grades, deren Singularititenfliiche die zweite Kummer'sche Fliche ist, 
wird jetzt durch folgende Gleichung gegeben: 


g2 
) Dore 


unter x den Parameter verstanden. Vergleicht man diese Formel mit Gl. (2) 
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II. Ueber die Darstellung der Kummer’schen Fliche durch 
hyperelliptische Functionen p = 2. 


§ 6. 
Allgemeine Vorbemerkungen, die Theorie der hyperelliptischen 
Functionen betreffend. 


Um die Darstellung der Kummer’schen Flache durch hyperelliptische 
Functionen zweier Argumente U,, U,, oder vielmehr, um die Aus- 
breitung zweier Integralsummen U,, U, auf der Kummer’schen Fiche 
(die allein bei der folgenden Darstellung in Betracht kommt) in vélliger 
Deutlichkeit zu gewinnen, scheint es zweckmiissig, einige allgemeine Be- 
merkungen zur Theorie der hyperelliptischen Integrale yom Geschlechte 
Zwei vorauszuschicken. 

Die beiden Integrale, welche wir im Folgenden zu Grunde legen 
wollen, sind diese: 





da _ (haa 
©) “Wa @ ala 


wo die Bezeichnung f(A), die wir schon gelegentlich benutzten, das 
Product (A — x,) (A — %,) - ++ (4 — x,) vertreten soll. Man betrachtet 
den Verlauf dieser Integrale gemeinhin -- und so miissen wir es hier 
zuniichst auch thun — auf der zweibliittrigen Riemann’schen Fiche 
vom Geschlechte Zwei, die zu /f(4) gehért und deren Verzweigungs- 
punkte bei A = x, , x,,.-.%, liegen. Es erscheint dann zweckmissig, 
die untere Grenze der Integrale in einen der Verzweigungspunkte zu 
legen, als welchen wir x, wiihlen wollen. Indem wir gleichzeitig die 
obere Grenze genau fixiren, wird das einzelne Integra] durch folgende 
Formel gegeben sein: 
a, VF (a . 

(6) w= -f dw. 


Xs 


des Textes (welche die zur ersten Kummer’schen Fliiche gehérigen Complexe vor- 
stellt), so ist ersichtlich, dass zwischen beiden Kummer'schen Flichen volle Gegen- 
seitigkeit besteht. Die Doppeltangenten der ersten Kummer’schen Fliiche liegen 
also in den Complexen x = x,, %2,..., %, der Complexschaar (4), Dabei findet 
noch folgende Uebereinstimmung statt, Eine Linie, welche unsere erste Kum- 
mer’sche Fliche beriihrt, wird einem Complexe der ersten Schaar, sagen wir 
4 =m, als singulire Linie angehiren. Jetzt soll der Beriihrungspunkt insbeson- 
dere auf jene Beriihrungscurve achter Ordnung riicken, die den beiden Kummer'- 
schen Flichen gemeinsam ist. Die Linie wird dann auch einem Complexe der 
zweiten, durch (4) gegebenen, Schaar als singuliire Linie angehéren. Der Satz 
ist, dass dieser Complex durch x = m gegeben ist, unter m dieselbe Grésse ver- 
standen, wie vorhin.“ 
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Ich habe diese Forme] der Kiirze halber so geschrieben, dass nach 
Belieben 1 oder 2 als Index zugefiigt werden kann, ein Verfahren, 
dessen ich mich weiterhin durchgingig bedienen will. 

Es kommt jetzt darauf an, die Periodicitaétsmoduln der so definirten 
Integrale in méglichst einfacher Weise zu bezeichnen. Zu dem Zwecke 
werde ich statt der vier Fundamertalperioden, aus denen sich alle 
anderen zusammensetzen, fiinf Perioden einfiihren, zwischen denen 
natiirlich eine lineare Abhiingigkeit bestehen muss. Ich denke mir 
nimlich den Verzweigungspunkt x, mit den anderen Verzweigungspunkten 
%, %, +--+, %, durch fiinf in demselben Blatte der Riemann’schen 
Fliche verlaufende Linien, welche einander nur in x, treffen, verbun- 
den und setze nun, indem ich an diesen Linien hinintegrire: 


x 
(7) po —2 fi de. 


Was aber die Relation angeht, die zwischen den so definirten Perioden 
besteht, so findet man nach bekannter Methode: 


5 
(8) >) Pe = 0%). 


Die Grésse w ist durch die Formel (6) nur bis auf beliebig hin- 
zufiigbare ganzzahlige Multipla der Perioden P® bestimmt. Indem ich 
mit w einen der Werthe bezeichne, deren sie fiahig ist, werde ich das 
Gesagte durch die Formel ausdriicken: 


(9) w=w (mod. P®), 

Sind die Werthe der w (d. h. von w, und w,) gegeben, so ist nach 
der Theorie der hyperelliptischen Functionen die obere Grenze 4, f(A) 
in (6) vdllig bestimmt. Dass w,, w, dabei nicht unabhiingig sein 
kénnen, sondern durch eine Relation verbunden sein miissen (OQ=0), 
ist selbstverstiindlich, aber soll hier nicht weiter untersucht werden, 
wie iiberhaupt von der Theorie der 0-Functionen abgesehen werden 
wird. Solche Werthe w,,w,, die vermége (6) zu einer oberen Grenze 
4, Vf (a) zugehdren, nenne ich einfache Integrale. Bezeichnen wir mit 
w dieselben Gréssen, wie in (9) und schreiben: 

(10) w=—w (mod. P%), 

so haben wir wieder einfache Integrale, die jetzt zur oberen Grenze 
4, —V f(A) gehéren. Wir beriihren hiermit die charakteristische Eigen- 


*) Will man die Symmetrie der spiiter zu entwickelnden Formeln noch 
steigern, so empfiehlt es sich, noch eine sechste Periode P, mit der Relation 
Pp — 0, einzufiihren, was ich hier nur beiliufig erwihne. 
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schaft des hyperelliptischen Gebildes, die im Folgenden immer wieder 
hervortritt, die Kigenschaft niimlich, durch eine Transformation von 
der Periode Zwei (die in dem Vorzeichenwechsel der Quadratwurzel 
Vi(4), oder nach (10), des w, ihren Ausdruck findet) in sich selbst 
iiberzugehen. 

Die hiermit aufgeziihlten Siitze und die Anschauungsweisen, auf 
denen sie beruhen, sind wohlbekannt. Es scheint nun aber fiir den 
Fortschritt unserer Untersuchungen wesentlich und iiberhaupt fiir die 
Theorie der hyperelliptischen Functionen vortheilhaft, ein neues 
methodisches Hiilfsmittel einzufiihren. Neben der zweibliittrigen Rie- 
mann’schen Fliiche niimlich, die zu Vf(A) gehirt, werden wir die andere 
Riemann’sche Fliche in Betracht ziehen, die durch Simultanstellung der 
fiinf in der laufenden Proportion: 


VA — 4,2: VA — wy:---: VA — Ky 

vereinigten Wurzelfunctionen entsteht*). Es ist dies eine 32-blittrige 
Fliiche (32 = 2°), welche in der Art regular verzweigt ist, dass bei 

= %, %,-.., %, jedesmal 16 einfache Verzweigungspunkte iiber 
einander liegen, was im Ganzen 96 einfache Verzweigungspunkte und 
also p = 17 ergiebt. Wir miissen uns vorstellen, dass diese 32-bliittrige 
Fiche 16-fach iiber die bisher betrachtete 2-bliittrige Fliche ausgebreitet 
sei, so zwar, dass wir einem Punkte 2, //(A) der letzteren unter den 
32 Punkten der ersteren, welche dasselbe 4 besitzen, etwa diejenigen 16 
wuweisen, fiir welche /A — x, +A —%,---VA— x, =/f(Aa) wird. 
Demselben Werthe von 4 entsprechen auf der 32-blittrigen Fiche 
noch 16 weitere Punkte; sie correspondiren dann ihrerseits dem Punkte 
4, —Vf(A) der zweiblittrigen Fliche. 

Wir werden jetzt die Integrale (5) auf der 32-blittrigen Filiche 
betrachten. Zu dem Zwecke miissen wir ihre oberen und unteren 
Grenzen wesentlich genauer bezeichnen, als es in (6) geschehen ist. 
Dem Werthe 4 = x, entsprechen auf unserer neuen Fliche 16 Punkte, 
von denen wir einen herausheben, indem wir fiir die Verhiiltnisse: 








bestimmte Vorzeichen verabreden. Ich will dies in der Weise be- 


zeichnen, dass ich 6 //x,— x; als untere Grenze an das Integralzeichen 
schreibe, wo man sich das 6 als einen Proportionalititsfactor denken 
mag, dessen Werth vdllig gleichgiiltig ist. Genau entsprechend werde 


*) Wegen der hier im Texte gebrauchten Ausdrucksweisen siehe insbeson- 
dere Dyck: Ueber Untersuchung von Gruppe und Irrationalitdt regulérer Rie- 
mann’scher Flichen im i7 Bande dieser Annalen. 
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ich zur Bezeichnung- der oberen Grenze die Schreibweise 9/4 — 
anwenden (wodurch also ausgedriickt sein soll, dass die Quotienten: 





VA — 4%, :VA—wyt---:Vh— xy 
vollstiindig, d. h. auch den Vorzeichen nach gegeben sind). An Stelle 
der Fc nel (6) tritt also jetzt die folgende: 


@ VrA—x; 


(11) w =faw. 


° Vem 


Es sei nun wieder w einer der Werthe, die durch (11) definirt 
sind. Welches ist die allgemeinste Bedeutung von w? Wie modificirt 
sich dieselbe, wenn wir den oberen Grenzpunkt durch einen beliebigen 
der 16 oder 32 ersetzen, mit denen er zusammengehért? Und sind 
die so entstehenden Integralwerthe (d. h. die Werthe von w, und w,) 
wiederum fiir den oberen Grenzpuikt charakteristisch? — Auf diese 
Fragen giebt die Theorie der hyperelliptischen Functionen folgende 
Auskunft: 

1) Die Grésse w ist durch (11) bis auf gerade Periodenmultipla 
bestimmt, was wir, der Formel (9) entsprechend, in folgender Weise 
andeuten wollen: 


(12) w=w (mod, 2P), 

2) Wir wollen unter « die 1 oder die 0 verstehen, je nachdem 
beim Uebergange von dem anfanglich gewiihlten oberen Grenzpunkte 
zum neuen der Quotient /A — %; : Vx, — *, sein Vorzeichen Andert, 
oder nicht, Die Integralwerthe, welche zur neuen oberen Grenze 
gehéren, sind dann durch folgende Formel gegeben: 


"wo + 70 PO (mod. 2 PO). 


3) Die letzte Frage ist zu bejahen. Die Jntegralwerthe w,, w,, 
welche sich aus (11) fiir eine bestimmte obere Grenze ergeben, und 
die ich wieder als einfache Integrale bezeichnen werde, sind in der 
That zur Definition der oberen Grenze ausreichend. 





(13) w=(-1)* 


§ 7. 
Ueber elliptische Liniencoordinaten. 


Ich werde nunmehr als Coordinaten einer Raumgeraden statt der 
bisher benutzten x,, x, ..., % , welche an die Identitit (1): 
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gebunden sind, diejenigen Gréssen 2’, 4”, 4°", 4!” einfiihren, die ich 
im fiinften Annalenbande*) als elliptische Liniencoordinaten bezeich- 
nete, und die durch die Gleichung (2): 


2 
Pe ie 


gegeben werden, indem man in ihr die 2 als bekannt, das 4 als 
unbekannt betrachtet. Vor Allem bemerke ich, dass sich die x; durch 
die 4 folgendermassen darstellen: 


(14) TX; PP salto 2 ealaetin Tih 3 atea 3 
VE) 

wo t einen Proportionalitiitsfactor und f’ den Differentialquotienten 
von f bedeutet. Die 32 Vorzeichenwechsel der 2, : 2%,:... 2s, welche 
fir die geometrische Theorie in bekannter Weise fundamental sind, 
indem sie die 16 Collineationen und 16 Reciprocititen vorstellen, durch 
welche unsere Gebilde in sich selbst iibergefiihrt werden, erscheinen 
hier durch die Vorzeichenwechsel der rechter Hand auftretenden Qua- 
dratwurzeln bedingt. Ich erinnere iibrigens an folgende Siitze: 

1) Sind zwei 4 einander gleich, z. B. 4” = A!’, so hat man eine 
Tangente der Kummer’schen Fliiche, zugleich eine singuliire Linie des 
Complexes 4” <= 4/", 

2) Aendert man 4” = 4/¥ (die fortwiihrend einander gleich sein 
sollen) beliebig, wiihrend 4’, 4” constant bleiben, so dreht sich die 
gerade Linie als Tangente der Kummer’schen Fliiche innerhalb ihrer 
Tangentialebene um ihren Beriihrungspunkt. 

3) Wird bei dem so definirten Aenderungsprocesse 4” (= 4/") 
gleich 4° oder gleich 4”, so hat man eine der beiden in dem genannten 
Biischel enthaltenen Haupttangenten der Kummer’schen Fiche. 

4) Nimmt man ausser 4” = 4?” auch noch 4’ = 4”, so hat man 
solehe gerade Linien, welche entweder in einer der 16 Doppelebenen 
der Kummer’schen Fliche liegen oder durch einen ihrer 16 Doppel- 
punkte laufen. 

An den letztangefiihrten Satz kniipfen wir jetzt noch eine Verab- 
redung, die principiell wichtig ist. Indem wir in (14) 4’ = 4”, 4” = div 
setzen, kommt: ‘ we 

15 . en} —— ee 

sia + YF@) 

Die 32 hier zu unterscheidenden Vorzeichencombinationen werden wir 
wieder auf zwei Gruppen von je 16 vertheilen, je nachdem das Pro- 





, 





*) Ueber gewisse in der Liniengeometrie auftretende Differentialgleichungen, 
siehe insbesondere daselbst p. 293 ff. 
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duct der Vorzeichen positiv oder negativ ist.*) Es ist a priori deutlich, 
dass die Unterscheidung der beiden Gruppen der Unterscheidung der 
Doppelpunkte und Doppelebenen der Kummer’schen Fliche entspricht. 
Welche der Gruppen aber die Doppelpunkte bez. die Doppelebenen 
liefert, ist zuniichst unentschieden, da wir weder fiir die Coordinaten 
a; einen bestimmten Zusammenhang mit den Punktcoordinaten oder 
den Ebenencoordinaten festgesetzt haben, noch auch die Bedeutung 
der Quadratwurzeln }/f’(x;) in absoluter Weise fixirt haben, was doch 
Beides geschehen sein miisste, sollte unsere Frage unzweideutig beant- 
wortet werden kénnen. Die Unbestimmtheit, die hier vorliegt, wollen 
wir nun durch eine Verabredung beseitigen, mit der wir unsere spi- 
teren Entwickelungen natiirlich in Uebereinstimmung halten miissen: 
wir wollen festsetzen, dass den Doppelpunkten eine gerade, den Doppel- 
ebenen eine ungerade Anzahl von Minuszeichen in (15) entsprechen soll. 
Es giebt dann insbesondere einen Doppelpunkt, fiir welchen in (15) 
rechter Hand lauter gleiche Vorzeiclien (Plus- oder Minuszeichen, was 
wegen des t dasselbe ist) auftreten, und eine Doppelebene, fiir welche 
in (15) die ersten fiinf Vorzeichen itibereinstimmen und nur das Vor- 
zeichen von 2, von den anderen abweicht. Ersteren Punkt nennen 
wir den Anfangspunkt (der Kummer’schen Fliche), die Ebene die An- 
fangsebene. Die Anfangsebene liiuft durch den Anfangspunkt und ent- 
spricht ihm im Complexe x, = 0. 

Wir benutzen die Formeln (14) jetzt, um zwischen den Geraden 
des Raumes und den Punktquadrupeln der 32-bliittrigen Riemann’schen 
Fliche ein Entsprechen herzustellen, Es seien den Werthen 4 = 2’, 
4", 4", M@¥ augehérig vier Punkte der Riemann’schen Fliiche gegeben, 
wobei also die Wurzelquotienten 


YE (Ee YEH 

etc. in bestimmter Weise fixirt gedacht werden. Wir werden diese 
4 Punkte einer zu denselben Werthen von 4’, 4”, 4’, 4!” gehorigen 
Raumgeraden (14) dann und nur dann entsprechend setzen, wenn die 
auf die 4 Punkte beziiglichen Producte 


Viv— n,-V a” — x“, -Va” —x,- V wv —x,, 





/i—-,- VF —s,- yr —s- Vn 
den mit j/f’(x;) bez. multiplicirten Coordinaten 2; der Raumgeraden 


*) Bei Abziihlung der Combinationen wolle man immer beachten, dass die x, 
homogene Coordinaten sind und also nur ihre Verhiiltnisse in Betracht kommen, 
wie hier ein fiir allemal hervorgehoben sei, 
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proportional werden. Es entspricht hiernach jedem Punktquadrupel 
eine bestimmte Raumgerade, umgekehrt aber sind jeder Raumgeraden 
325 = 2'5 Punktquadrupel zugeordnet. In der That, wir kénnen, um 
die gewiinschte Uebereinstimmung zu erzielen, die Vorzeichen der 
Quadratwurzeln, die sich auf drei der Gréssen 4, z. B. auf 4’, 4”, 2”, 
beziehen, ganz beliebig nehmen, die zur vierten Grésse gehérigen Vor- 
zeichen sind dann gerade bestimmt (wir kénnen die 3 ersten Punkte 
des Quadrupels jeden in ein beliebiges der 32 Blitter der Riemann’- 
schen Fliiche legen, der vierte Punkt ist dann eindeutig gegeben). Ist 
insbesondere 4” = 4!” (bei den Tangenten der Kummer’schen Fliche) 
oder 4” = 4” = 4!" (bei den Haupttangenten)*), so kénnen wir zwei 
oder drei Punkte des Punktquadrupels zusammenfallen lassen, wobei 
sich dann die Zah! der zulissigen Punktquadrupel auf 32? = 2", bez. 
auf 32 = 2° reducirt. Ist 4’ — 4’, und haben wir insbesondere eine 
Gerade, die durch den Anfangspunkt der Kummer’schen Fliche liuft, 
so kénnen wir die Punkte der zugehdrigen Quadrupel paarweise zu- 
sammenfallen lassen, worauf wieder nur 32 = 2° Quadrupel zuliissig 
erscheinen. 


§ 8. 


Transcendente Parameter einer Raumgeraden. 


Es seien jetzt (indem wir eine friiher gebrauchte Bezeichnung 


aufnehmen) 9’ //4 — %;, 9” VA" — x, @” VA" — x, OV VAY — x; 
die Punkte eines Punktquadrupels, das einer Raumgeraden zugeordnet 
ist. Wir werden dann der betr. Raumgeraden vier Paare transcen- 
denter Parameter w,', w,'; w,", w,"; etc. beilegen, indem wir schreiben: 


@ Vex ex; QV" A le 
(16) w =f aw, w” =f aw, w’=fdw, w= fdw. 
oy % — x; oy * _ x; o V Ro—%; oy x.—*; 


*) Halt man 4’ fest und liisst 2” = 2" =a!” sich andern, so umhiillt die 
betr. Haupttangente nach den Untersuchungen von Lie und mir eine Haupt- 
tangentencurve der Kummer'’schen Fliiche (siehe die Mittheilung in den Berliner 
Monatsberichten von 1870, die im 23. Bande dieser Annalen, p. 578 ff., wieder 
abgedruckt ist). Wir lassen jetzt der Haupttangente im Sinne des Textes ein 
Punktquadrupel der 32-blittrigen Fliiche entsprechen, welches drei zusammen- 
fallende Punkte besitzt. Die Haupttangentencurve erscheint dann, indem wir an 
dem Gesetze der Continuitiit festhalten, eindeutig auf unsere 32-bliittrige Fliiche 
bezogen, womit iibereinstimmt, dass ihr Geschlecht friiher (1. c., mit Hiilfe der 
Pliicker-Cayley’schen Formeln) zu p = 17 bestimmt wurde. Die 6 1. c. genannten 
ausgezeichneten Haupttangentencurven, welche nur p = 5 aufweisen, gehédren 
eindeutig zu solchen 16-blattrigen Flichen iiber der 4-Ebene, welche bloss an 5 
der 6 Stellen x,, %2,...%, verzweigt sind und also 5.8 = 40 Verzweigungspunkte 
aufweisen. Es ist lehrreich, den Vergleich dieser verschiedenen Riemann’schen 
Flichen und der Haupttangentencurven ins Einzelne durchzufiihren, 
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In genauer Analogie zu den Entwickelungen des § 6 fragen wir zu- 
nichst nach den allgemeinsten Gréssensystemen w, welche in diesem 
Sinne einer Raumgeraden zugehdren. Es sei wieder w’, w”, w”, w!¥ 
ein erstes zulissiges Werthsystem. Dann folgt durch Vergleich von 
§ 6 und § 7: 

Die allgemeinsten Werthe w', w”, w'’, w'Y sind modulo doppelter 
Perioden durch folgende Congruenzen definirt: 


4 4 
w= .w + > OP®, w=7". w+ > a” P®, 

1 1 

(17) ; : 
w=" . w+ > 1 P*, wi =y!", w+ eo P* 

1 1 


wo die » die positive oder negative Einheit, die « Eins oder Null be- 
deuten und : 

dann = +1, ef) + 8) + 8 +e) =0 (mod. 2) 

zu setzen ist. 

Die Unsymmetrie, welche wir in die Formulirung dieses Satzes 
einfihrten, indem wir die vorkommenden Summen von 1 bis 4 erstreckten, 
kann durch Heranziehen der Identitiét (8) sofort ausgeglichen werden. 

Wir fragen ferner, wie sich die w abiindern werden, wenn wir 
statt der anfiinglichen Raumgeraden die anderen setzen, die sich aus 
ihr durch Vorzeichenwechsel der Coordinaten x; ergeben. Es wird 
geniigen, wenn wir angeben, wie wir in jedem Falle aus den anfang- 
lichen w’, w”, w””, w!” ein einzelnes zulissiges Parametersystem erhalten. 
Es wird ferner geniigen, wenn wir bei den w’, w”, etc, nur diejenigen 
Modificationen angeben, welche dem Vorzeichenwechsel allein einer Coor- 
dinate x; entsprechen: sollten mehrere 2; im Zeichen geindert werden, 
so combiniren wir einfach die den einzelnen Aenderungen entsprechenden 
Formeln. Wir recurriren wieder auf § 6 und § 7 und erhalten als 
Antwort auf unsere neuen Fragen den Satz: 

Wird die Coordinate x; der Raumgeraden in — x; abgeiindert, so 
haben wir in (17) fiir 


prone 


w, ww, w", wi, 
die folgenden Grissen einzufiihren: 
—w+ Po, —w’+ PO, —w”+ Po, —wV+ Po, 
Endlich constatiren wir, dass eine Raumgerade eindeutig bestimmt 
ist, sobald wir ein System zugehériger transcendenter Parameter 


kennen. — 
Wir betrachten jetzt insbesondere den Fall, dass unsere Raum- 
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gerade eine Tangente der Kummer’schen Fliiche wird. Indem wir 
i” = AY nehmen, wollen wir den Punkt 9” /4” — x; mit dem Punkte 
o’ A/” — x; zusammenfallen lassen. Es wird dann w”’=w!" (mod. 2 P). 
Die Werthe w’, w” nun, welche unter dieser Voraussetzwng resultiren, 
will ich in der Folge w’, u’ nennen. Die Formeln (17) nehmen, was 
die u’, wu” angeht, eine iiusserst einfache Bedeutung an. Es zeigt sich 
namlich, dass die Aenderungen, welche man bei wv’, uw” unter Festhaltung 
der Raumgeraden (der Tangente an die Kummer’sche Fiche) anbringen 
kann, gerade darauf hinauslaufen, dass man w’, u’ entweder simultan 
im Zeichen umkehrt oder simultan um irgendwelche Periodenvielfache 
vermehrt. — Handelt es sich insbesondere um gerade Linien, die durch 
einen Doppelpunkt der Kummer’schen Fliiche laufen oder in einer 
Doppelebene derselben liegen, so wird 


4 
(18) w= tu" +>) © PO (mod. P) 
1 


wo das Minuszeichen auf die Ebenen trifft und die «“ je nach der 
Wahl des Doppelpunktes oder der Doppelebene Null oder Eins be- 
deuten. Simmtliche « werden Null sein, wenn es sich um den An- 
fangspunkt oder die Anfangsebene handelt. 


§ 9. 
Ausbreitung von Integralsummen auf der Kummer’schen Fiiche. 


Die letztangefiihrten Sitze sind es, auf die wir jetzt die Zuord- 
nung der Punkte und Ebenen der Kummer’schen Fiiiche zu transcen- 
denten Parametern, die sich als Summen (oder Differenzen) zweier 
einfacher hyperelliptischer Integrale darstellen, stiitzen wollen. Aus 
§ 7 geht hervor, dass alle solche Tangenten der Kummer’schen Fiche, 
welche denselben Beriihrungspunkt und dieselbe Beriihrungsebene be- 
sitzen, dieselben Parameter w’, u” aufweisen (wiihrend w” — w!’ von 
einer Tangente zur anderen wechselt). Diese Parameter wollen wir 
jetzt auf den Punkt und die Ebene selbst iibertragen. Wir legen 
niimlich dem Punkte die Parameter: 


(19a) U, =u — 4"; U, = ty — Uy", 
der Ebene die Parameter: 
(19b) (U,) = 4, + u,", (U2) = u, + u," 


bei [die wir weiterhin mit Unterdriickung der Indices durch U und (U) 
bezeichnen wollen}. 
Offenbar gehéren zu jedem Punkte unendlich viele Parameter- 











Lo 
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paare, welche sich aus einem ersten Paare, welches wir U nennen, 
nach dem Gesetze ableiten: 


(20) U=-+ UO (mod. 2 P); 

entsprechend ist es mit den Parametern (U) der Tangentialebenen. 
Aber ich sage, dass riickwdrts zu eimem gegebenen Werthsysteme der 
U,, Uy (resp. der (U,), (U,)) immer nur ein Punkt, bez. eine Ebene 
der Kummer’schen Fliche sugehdrt. Fir Werthsysteme der U,, U, 
(oder der (U,), (U,)), die von 0, 0 oder Multiplis der Perioden ver- 
schieden sind, ist dies aus den Untersuchungen iiber das Jacobi’sche 
Umkehrsystem sofort deutlich. Letztere zeigen niimlich, dass es in 
solchen Fallen (von mdglicherweise zutretenden Perioden abgesehen) 
immer nur ein System einfacher Integrale uw’, u" giebt, welche den 
Gleichungen (19a) oder den Gleichungen (19b) geniigen, wodurch wir zu 
einem eindeutig definirten Tangentialbiischel der Kummer’schen Fliche 
und also zu einem bestimmten Punkte und einer bestimmten Ebene 
derselben gefiihrt werden. Wenn aber U,, U, oder (Uj), (U,) gleich 
0,0 oder gleich Multiplis von Perioden sind, so haben wir allerdings 
den sogenannten unbestimmten Fall des Umkehrproblems, und es giebt 
dann ‘unendlich viele zugehérige Werthsysteme von wu’, wv” und also 
unendlich viele in Betracht kommende Tangentenbiischel der Kummer’- 
schen Fliche. Aber in Folge der in § 7 getroffenen’ Verabredung und 
auf Grund der in (19a), bez. in (19b), gewdhlten Zeichen, haben alle 
diese Biischel denselben Mittelpunkt, resp. dieselbe Ebene. Es handelt 
sich nimlich um die unendlich vielen Tangentenbiischel, welche in 
einem Doppelpunkte der Kummerschen Fiche beriihren, bez. in einer 
Doppelebene derselben liegen. In der That, sind beispielsweise in 
(19a) die U gleich Ye P, so hat man fiir die unendlich vielen 
zugehérigen Lésungen uw’, u” die Relation: 


wu’ + Sel) PO, 


und eben hierdurch sind nach § 8 (Schluss) die Raumgeraden charak- 
terisirt, welche durch einen bestimmten Doppelpunkt der Kummer’schen 
Fliiche laufen. Analog bei den Doppelebenen. — Man beachte insbeson- 
dere, dass der Anfangspunkt und die Anfangsebene der Kummer’schen 
Fliche die Argumentenpaare 
U, = U,=0, (U,) = (U,) = 0 

erhalten (die natiirlich noch vermége (20) modificirt werden kénnen). 

Ich werde das Gesagte noch in etwas anderer Weise ausdriicken. 
Die unendlich vielen complexen Werthsysteme, deren die Variabeln 
U,, U,, bez. (U;), (U,), fahig sind, erfiillen einen vierfach ausgedehnten 
Raum, der den Perioden P“, P®, P®), P® entsprechend in vier- 
dimensionale Parallelepipeda zerlegt sein soll. Wir miissen 24 — 16 
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der letzteren zusammenstellen, um ein Parallelepipedon von doppelter 

Kantenlinge (dessen Kanten also durch 2P gegeben sind) zu erhalten. I 
Ein Parallelepipedon der letzteren Art mag nun in der Weise con- 
struirt werden, dass sein Mittelpunkt in U, = 0, U, = 0 fallt, worauf 
wir dasselbe durch eine beliebige Diametralebene (d. h. durch einen 
linearen Raum von drei Dimensionen) halbiren. Es entsteht so ein 
Bereich, dessen Begrenzungspunkte theils durch die Operationen 
U'’ = U+2P, theils durch die Transformation U’ = — U zu- 
sammengeordnet sind. Indem wir festsetzen, dass in dieser Weise 
zusammengehorige Punkte nur je einmal geziihlt werden sollen, defi- 
niren wir, wenn ich diesen Ausdruck einer friiheren Arbeit von mir 
entlehnen darf*), einen gewissen F'undamentalbereich, und nun ist die 
Sache die, dass einerseits, durch (19a), die Punkte der Kummer’schen 
Fliiche, andererseits, durch (19b), die Ebenen derselben ausnahmslos ein- 
deutig auf die Elemente des Fundamentalbereichs bezogen sind. 

Was die Einzelheiten der hiermit gefundenen Parameterausbrei- 
tung angeht, so verweise ich insbesondere auf Hrn. Rohn’s Disser- 
tation**), wo dieselbe mit dem Verlaufe der Haupttangentencurven 
auf der Kummer’schen Fliiche in Verbindung gebracht ist. Will man 
die 16 Punkte erhalten, die aus dem Punkte U vermége der 16 Col- 
lineationen entstehen, die die Kummer’sche Fliache in sich selbst tiber- 


t+ on eke eh. lhU2hClUOU 


4 
fiihren, so hat man U in U +>) po zu verwandeln. Will man 
1 


dagegen die 16 Punkte aufsuchen, in denen die 16 Ebenen berihren, 
die aus dem Punkte U bei den 16 Reciprocitiiten, die die Kummer’- 
sche Fliche in sich tiberfiihren, hervorgehen, so hat man U=w — u” 


4 
zu setzen und wird in w + wu” +>) Po die Parameter der 16 
1 


Punkte haben. Die Ebenen selbst erhalten die Parameter (U) = U 
+ 2 P®, Insbesondere sind die Parameter U eines Punktes und 
(U) einer Ebene einander gleich, wenn Punkt und Ebene einander 
im Complexe z, = 0 entsprechen. 


*) Vergl. Bd. 21 dieser Annalen, p. 149. 
**) Betrachtungen wiber die Kummer’sche Fldche und ihren Zusammenhang 
mit den hyperelliptischen Functionen p = 2 (Miinchen, Straub, 1878). 
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III. Configurationen bei der Kummer’schen Fliche, mit Hilfe der 
transcendenten Parameter behandelt. 


§ 10. 


Transcendente Parameter fiir diejenigen Punkte der Kummer’schen 
Flaiche, die einer festen Tangentialebene angehéren. 


Um jetzt die Theorie der Configurationen der Behandlung ver- 
mittelst der transcendenten Parameter zugiinglich zu machen, betrachten 
wir vorab den Umhiillungskegel vierter Classe, der von einem Punkte 
der Kummer’schen F'liche aus sich an letztere erstreckt, oder, was fiir 
die Ausdrucksweise bequemer ist, und itibrigens auf dasselbe hinaus- 
kommt, die Curve vierter Ordnung, in welcher die Kummer’sche Fliche 
von einer ihrer Tangentialebenen geschnitten wird. Besagte Curve ist, 
wie selbstverstiindlich, eine hyperelliptische Curve vom Geschlechte Zwei, 
von der man leicht erkennt, dass sie sich auf die zweibliittrige Fliche 
4, Vf(4) eindeutig besichen ldsst. Ordnet man niimlich jeder Linie, 
die innerhalb der Ebene der Curve durch den Doppelpunkt derselben 
geht, als Parameter das 4 desjenigen Complexes unserer Schaar (2) 
zu, dessen singulire Linie sie ist, so treffen auf die sechs unter ihnen 
enthaltenen Doppeltangenten der Kummer’schen Fliche (auf die sechs 
Tangenten also, die sich vom Doppelpunkte an die Curve legen lassen) 
die Parameterwerthe x,, x.,...%,, Wie bekannt, Um jetzt unsere 
Curve auf die zweibliittrige Flaiche eindeutig zu beziehen, brauchen 
wir nur den beiden beweglichen (nicht in den Doppelpunkt fallenden) 
Schnittpunkten unserer Geraden 4 mit der Curve vierter Ordnung be- 
ziehungsweise die beiden Punkten entsprechend zu setzen, die auf der 
Riemann’schen Fliche demselben Werthe von 4 zugehéren. Welchem 


der beiden Punkte wir dabei + j//f(4), welchem — j/f(4) zuweisen 
wollen, haben wir bei dem ersten Punktepaare, bei dem wir die Ent- 
scheidung treffen, willkiirlich festzusetzen; fiir alle anderen Punkte- 
paare ergiebt es sich dann durch analytische Fortsetzung. Es ent- 
spricht diese doppelte Méglichkeit der Zuordnung dem schon oben 
hervorgehobenen Satze, dass jedes hyperelliptische Gebilde sich durch 
eine Transformation von der Periode Zwei eindeutig auf sich selbst 
beziehen lisst. — Uebrigens ist der Parameter 4, den wir hier der um 
den Doppelpunkt der Curve drehbaren Linie beilegen, dieselbe Grosse, 
die wir oben (bei Einfiihrung der elliptischen Liniencoordinaten) mit 
A" == AY bezeichnet haben; 4’ und 4” sind speciell die Parameter 4 
derjenigen beiden Linien, die unsere Curve vierter Ordnung im Doppel- 
punkte beriihren (der im Biischel enthaltenen Haupttangenten der 
Kummer’schen Fliche). Die beiden Punkte unserer Curve vierter Ord- 
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nung, denen wir die Parameterwerthe 4, -+ j//(A) zuordnen, sind zu- 
gleich die Mittelpunkte der beiden Strahlbiischel, welche dem Com- 
plexe 4 der Schaar (2) in unserer Ebene angehidren. 

Dies vorausgesetat werden wir nun an unserer C, die Integrale (6): 


a VI@ 


w —faw 


Re 


hinerstrecken. Jeder Punkt der C, enthilt dann, insofern er der C, 
angehort, unendlich viele Parameterwerthe, die wir W,, W, nennen 
wollen, und die sich aus einem ersten Paare, das W,, W, heissen 
mag, durch Zufiigen beliebiger Periodenmultipla ergeben: 


(21) W = W (mod. P®), 


Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dass die C, auf die zweibliittrige 
Fliche 4, j/f(A) in bestimmter Weise bezogen sei. Fiihren wir hinterher 
die andere, ebenso zulissige Beziehungsweise ein, so erfahren die Para- 
meter W,, W, simmtlicher Punkte einen simultanen Zeichenwechsel. 

Es seien jetzt in dem hiermit definirten Sinne C,’, C, und C,”, C,” 
transcendente Parameterpaare, welche denjenigen beiden Punkten unserer 
C, zakommen, die im Doppelpunkte derselben vereinigt sind. Ferner seien 
durch W’, W",...W” Parameterpaare bezeichnet, welche solchen 
4n Punkten der C, zugehéren, in denen unsere C, von einer beliebigen 
C, geschnitten wird. Wir haben dann nach dem Abel’schen Theoreme 
in bekannter Weise: 


(22) We+w’+t--. Wer=n(C’ + 0”) (mod, P%), 


Ich will hier insbesondere » = 1 nehmen. Dann finden wir fiir die 
vier Schnittpunkte einer ger.den Linie mit unserer C,: 

(23) W+w’+w'+ w= (C+ C’) (mod. P®). 

Ich will andererseits, worauf ich spiiter gelegentlich zuriickkomme, 
m = 2 setzen, aber annehmen, dass W™ und W® mit C’ und C” 
coincidiren, dass also der schneidende Kegelschnitt zur C, adjungirt 


sei. Dann kommt fiir die tibrigen sechs Schnittpunkte unseres Kegel- 
schnitts mit der C,: 

(24) W' + W"+---+ WO) = (C+ C”) (mod, P®), 

Diese Gleichungen (23), (24) sind bekanntlich auch himreichend, um 
ein vorgelegtes Punktsystem als Schnittpunktsystem der in Betracht kom- 
menden Art zu charakterisiren. Was wir hier besonders beachten miissen, 


ist die Bedeutung der rechter Hand stehenden constanten Gréssen. Es 
sind C’ und C” beide einfache Integrale (in dem friiher definirten Sinne), 
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dazu im Allgemeinen (d. h. bei beliebig gelegter Tangentialebene) von 
einander verschieden. Die Summe C’ + C” ist also keineswegs, von 
particuliren Fallen abgesehen, einem zweimal genommenen einfachen 
Integrale gleich, ein Satz, auf den wir uns spiter stiitzen miissen. 


§ 11. 


Fundamentalsatze tiber den Schnitt einer geraden Linie mit der 
Kummer’schen Flache. 


Wir kniipfen jetzt an Formel (23) an. Die gerade Linie, welche 
die Schnittpunkte W’, W", W’’, W?” verbindet, gehdrt, wie schon 
oben hervorgehoben wurde, den Complexen 2’, 4”, 4’, 47” an. Wenn 
wir ihr also in friiherer Weise Parameterpaare w’, w”, w’’, w!” bei- 
legen (Formel (16)), so werden, von Multiplis der Perioden P® ab- 
gesehen, Gleichungen der folgenden Art bestehen miissen: 


w=+ W',.w=—+W", w+ Ww”, wt =+ WwW", 
wo uns inzwischen die Vorzeichen noch unbekannt sind. Indem wir 
in (23) eintragen, erhalten wir den vorliufigen Satz, dass eine gerade 
Linie (w’, w”, w’’, w'"), die sich in einer Tangentialebene der Kummer’- 
schen Fliche bewegt, die folgende Relation befriedigt: 


(25a) + w' + w" + w” + w'” = Const. (mod. P), 


Hier sind die Vorzeichen linker Hand noch unbestimmt und ist Const. 
im Allgemeinen nicht gleich dem Doppelten eines einfachen Integrals. 
Wir kénnen diesen Satz sofort so‘priicisiren, dass wir schreiben: 


(25 b) + w’ + w” + w” + wl’ = Const. (mod. 2 P®), 


wo nun natiirlich Const. modulo doppelter Perioden bestimmt gedacht 
werden muss, was aber die Bemerkung, die wir iiber die Natur von 
Const. gemacht haben, nicht modificirt. In der That ist, wie wir 
friiher sahen, die auf der linken Seite von (25a) oder (25b) stehende 
Verbindung der w’, w”, w’’, w'” fiir jede einzelne Raumgerade modulo 
doppelter Perioden definirt. Dann aber diirfen wir von (25a) sofort 
zu (25b) iibergehen, da ja die Raumgeraden, von denen wir handeln, 
sich continuirlich an einander schliessen, 

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der Vorzeichen. Dabei 
ist die erste Bemerkung, die wir machen, dass von einer absoluten 
Fixirung der Vorzeichen tiberhaupt nicht dié Rede sein kann. Denn 
die Parameterpaare w’, w” etc., welche wir einer geraden Linie bei- 
legten, waren selbst nur bis auf gewisse Abinderungen bestimmt: 
nach Formel (17) diirfen wir fiir w', w”, w’’, w'” nach Belieben + w’, 
+ w", + w”, + w’” einfiihren, sofern wir nur an der einen Bedingung 

9* 
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festhalten, dass die Anzahl der Vorzeichenwechsel eine gerade sein 
muss,*) Alles also, was wir entscheiden kénnen, ist dies: ob in (25a) 
resp. (25b) linker Hand eine gerade oder eine ungerade Anzahl von 
Minuszeichen richtig ist? Wir kénnen gleich vermuthen, dass hier 
die Verabredung des § 7 zur Geltung kommt, und dies bestiitigt sich 
in der That, indem wir zur Beantwortung unserer Frage nunmehr ein 
Beispiel heranziehen. In unserer Ebene liegt eine gerade Linie, welche 
zugleich der Anfangsebene angehért, fiir welche also nach unseren 
friiheren Entwickelungen 
w=—w’, Ww’ =—wil 
genommen werden kann. Combiniren wir nun diese Beziehungen mit 
irgend einem der acht Ausdriicke, in denen eine gerade Anzahl von 
Minuszeichen vorkommt: 
+ (w+ w") + (w” + wi", 
+ (wo — w") + (w” — wr), 

so erhalten wir allemal das Doppelte eines einfachen Integrals, niim- 
lich + 2w” oder + 2w’. Nun soll aber die in (25) auftretende Con- 
stante dem Doppelten eines einfachen Integrals gerade nicht gleich 
sein. Es bleibt also nichts anderes iibrig, als dass wir linker Hand 
in (25) eine wngerade Anzahl von Minuszeichen in Anwendung bringen. 

Ehe wir aus dem Gesagten weitere Consequenzen ziehen, wollen 
wir die in (25b) auftretende Constante in Beziehung zu den Para- 
metern (U) setzen, die unserer Ebene als einer ‘l'angentialebene der 
Kummer’schen Fliche nach Formel (19b) zukommen. Wir betrachten 
zu dem Zwecke unter den Linien der Ebene insbesondere diejenigen, 


die durch ihren Beriihrungspunkt laufen, und erinnern uns, dass nach 
§ 8 fiir sie 


w aun uw, w’ — u", wr’ = wi? 


genommen werden kann. Ich trage diese Werthe von w in die acht 
Ausdriicke ein, die eine ungerade Anzahl von Minuszeichen haben: 


+ (w + 00") + (Ww — Ww"), 
+ (w — w") + (w” + w?”). 
Nur die ersten vier dieser Ausdriicke ergeben dann eine Summe, die 


von dem wechselnden w” = w!” nicht mehr abhiingt und also der in 
(25) auftretenden Consianten gleich sein kann. Wir finden so: 


, Me Const. = + (uw + uw’) (mod. 2P), 


*) Mit dieser Unbestimmtheit correspondirt die andere, dass die in (22) 
rechter Hand auftretende Constante (C’ + C”) ebenfalls nach Belieben im Vor- 
zeichen geiindert werden kann, da wir unsere Curve vierter Ordnung ja ebenso- 
wohl auf die eine als auf die andere Weise auf die zweiblittrige Fliiche 1, Vf (2) 
beziehen kinnen. 
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Nun sind aber die Ausdriicke (w’ +”) genau jene Parameter (U), 
die wir der Ebene als einer Tangentialebene der Kummer’schen Fliche 
beilegten. Diese (U) kénnen selbst im Vorzeichen oder durch Hinzu- 
fiigen doppelter Perioden beliebig abgeiindert werden. Das Resultat 
ist daher einfach dieses: dass wir Const. durch (U) selbst ersetzen 

Fassen wir zusammen, so haben wir einen Satz bewiesen, der fiir 
alles Folgende fundamental ist, und den ich als Fundamentalsate I 
bezeichne (insofern ihm sogleich vermége dualistischer Umkehr der 
Betrachtungen ein zweiter Fundamentalsatz an die Seite gestellt werden 
soll). Derselbe lautet: 

Sind w', w”, w'", w'” die Parameter einer geraden Linie, die in 
der Ebene (U) liegt, so wird, je nach der Wahl der w’, w", w'", w', 
resp. der (U), eine der folgenden acht Congruenzen statt haben: 

w + w” + w” — wil 
w + wo” —w” + wil 
w — w+ w” + wil 
w — w" —w” — wil 


(26) = + (UV) (mod. 2 P®), 


Die Unbestimmtheit der Vorzeichen, welche hier zur Geltung kommt, 
findet nach anderer Seite ihre Erklirung darin, dass durch die gerade 
Linie w’, w”,... in der That 4 Tangentialeben der Kummer’schen Fliche 
hindurchgehen, Ich habe mit Riicksicht hierauf die acht Formeln (26) 
bereits auf vier Zeilen vertheilt. Wir kénnen einfach sagen: 

Die Parameter (U) derjenigen 4 Tangentialebenen der Kummer’- 
schen Fliiche, welche durch eine Rawmgerade w', w", w’", w'” hindurch- 
gehen, sind durch die Formeln (26) gegeben. 

In der That sind sie durch diese Formeln so weit gegeben, als 
sie tiberhaupt bestimmt sind, nimlich bis auf die Vorzeichen und bis 
auf gerade Multipla der Perioden. 

Ich wende mich sofort zum Fundamentalsatee II. Es ist nicht 
nothig, dass ich alle die einzelnen Schritte, die wir bei der Auf- 
stellung des ersten Fundamentalsatzes vollzogen haben, unter durch- 
giingiger dualistischer Umkehr hier wiederhole, Vielmehr gebe ich 
sofort das Resultat an. Wir haben: 

Geht eine Gerade w’, w’, w”, w'” durch einen Punkt U der Kum- 
mer’schen Fliche, so muss eine der acht Congruenzen statt haben: 


w at w ate w + wl’ 
w sisi w" + wr" sie wiY 
w -- w’ Phen wr wet, wi 


w + w’ + w" 4. wi 


(27) 


= + U (mod. 2 P®), . 
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Umgekehrt berechnet man aus diesen Gleichungen die Parameter U der 
4 Punkte, in denen eine Gerade w', w",... die Kummer’sche F'liche 
schneidet. 

Ich will unter den Folgerungen, die sich an unsere Fundamental- 
siitze kniipfen, nur einige wenige hervorheben. *) 

1) Es sei w’ = w!’, die gerade Linie also eine singulire Linie 
des Complexes 4” = 4/". Wir haben dann als Parameter des Be- 
riihrungspunktes der urspriinglichen Definition dieser Parameter zufolge: 


+ U=w — w” (mod. 2 P®). 
Formel (27) giebt jetzt fiir die beiden anderen Schnittpunkte 
+ U=w + w" + 2w” (mod. 2 P). 


Nun sind aber die w + w”, ebenfalls zufolge der urspriinglichen Defi- 
nition, gleich den Parametein (U) der Tangentialebene, die zu unserer 
singuliiren Linie gehért, wihrend die beiden vom Beriihrungspunkte 
verschiedenen Punkte, in denen unsere singuliire Linie der Kummer’- 
schen Fiche begegnet, diejenigen Punkte sind, welche der genannten 
Ebene in dem Complexe 4” als Biischelmittelpunkte entsprechen. Wir 
haben also folgenden Satz (in welchem ich 4 statt 4” geschrieben habe): 
Die Mittelpunkte der beiden Strahlbiischel, die einem Complexe a 
in einer Ebene (U) angehiren, sind durch folgende Formel gegeben: 


4, V7@) 


(28) +U=(U)+2 J] dw (mod. 2 P®), 


6 


Dabei erinnere man sich, dass dieselben beiden Punkte als Punkte der 
in der Ebene enthaltenen Curve vierter Grduung nach § 10 die fol- 
genden Parameter erhielten: 
LVIe 
W= +f dw (mod, P®), 
Xe 


wobei wir noch willkiirlich festsetzen kénnen, ob das + oder das 
—Zeichen dem in (28) auftretenden + Zeichen entsprechen soll. 

2) Wir haben hiermit das Mittel gewonnen, um conjugirte Punkte 
und Ebenen durch ihre transcendenten Parameter zu charakterisiren. 
Unter w’, w” einfache Integrale verstanden, die den oberen Grenzen 
iv’, x” zagehiéren, betrachte man folgende Ebenen: 


*) Vgl. hier iiberall Rohn in Bd, 15 der Annalen, p. 249ff. Die von mir 
gegebene Darstellung weicht von der Rohn’schen einmal durch die bindenden 
Verabreédungen betreffs der Vorzeichen, dann aber dadurch ab, dass ich immer 
neben den Parametern U der Punkte der Kummer’schen Fliiche die Parameter 
(U) ihrer Ebenen in Anwendung bringe. 
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(29a) (U), (U) + 2w + 20" 

und zugleich die Punkte: 

(29b) (U) 4+ 2w, (0) +2w", 

Aus (28) ergiebt sich dann sofort, dass beide Punkte der Ebene (U) 
in den Complexen 4’, 4” und der Ebene (U) + 2w’ + 2w” in den 
Complexen 4”, 4’ zugeordnet sind. Dies aber heisst sofort, dass Ebenen 
und Punkte im allgemeinsten Sinne conjugirt sind (Theorem (A) des 
§ 2). Also: 

Conjugirte Ebenen und Punkte werden durch die Formeln (29) 
geliefert. 

3) Ich will zum Schluss noch eine gerade Linie betrachten, welche 
durch den Anfangspunkt der Kummer'’schen Fliche liuft. Fir sie 
kann w’ = w", w” <= w!” genommen werden und wir erhalten dann 
fiir die weiteren beiden Schnittpunkte, die sie mit der Kummer’schen 
Fliche gemein hat, nach (27): 

(30) +U=2(w+w”"), bezw +U=—2(w' —w”). 

Ich werde weiter unten dieses Resultat benutzen und bemerke hier 
nur, dass durch diese Formeln eine elementare Methode indicirt ist, 
um die Parameter U der Punkte der Kummer’schen Fliche einzufiihren, 
indem man die Punkte den durch sie gehenden Linien zuordnet, welche 
durch den Anfangspunkt laufen, die Parameterpaare 4’, 4” bestimmt, 
die einer solchen Linie zukommen, etc.*) 


§ 12. 
Transcendente Darstellung der friiher untersuchten Configurationen. 


Aus den nunmehr formulirten Siitzen kénnen wir jetzt die friiheren 
Theoreme iiber Configurationen, welche der Kummer’schen Fliche gleich- 
zeitig eingeschrieben und umgeschrieben sind, mit leichter Mihe wieder- 
gewinnen. 

Es seien K,, K, irgend zwei Constante, a,, a,; b,, b,3 ¢,, ¢, ein- 
fache Integrale. Wir betrachten die vier Punkte der Kummer’schen 
Fiche: 

K-—a-—b—e, 


‘ K—a+b-+e, 6 
(31a) +U Nan abanis (mod. 2 P) 
K+a+b—e, 


und die vier Tangentialebenen derselben: 


*) Es ist dies im Wesentlichen diejenige Methode, welche Hr. Darboux 
im 92. Bande der Comptes Rendus, p. 1493—1495, entwickelt. 
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K+a+b+e, 
K+a—b—e, 
K—a+b—e, 
K—a—b-+e. 


(31b) +(U)= (mod. 2(P). 


Offenbar liegt, nach Formel (28), der an i'** Stelle angefiihrte Punkt je 
in denjenigen drei Ebenen (31b), die nicht an der i” Stelle stehen, 
und entspricht in jeder dieser Ebenen als Biischelmittelpunkt bez. einem 
der drei Complexe a, b, oder c*). Gleichzeitig sind, nach (29), je 
zwei Punkte mit den beiden durch sie gemeinsam hindurchgehenden 
Ebenen conjugirt. Dies aber ist die ganze Theorie der friiher als ,,aus- 
gezeichnet* benannten fiinffach unendlich vielen Tetraeder. Die Zahl 
Fiinf resultirt dabei aus den drei Paaren einfacher Integrale (a, b 
und ¢) und den beiden unabhiingigen Constanten K,, K,. 

2) Nicht minder einfach ist die Darstellung der Configurationen 
(16),**). Es seien a, b, c, d, e, f die Bezeichnungen fiir sechs Paare 
einfacher Integrale, und es mégen ¢&, é’, &”, e” nach Belieben die 
positive oder negative Einheit bedeuten. Dann werden die 16 Ecken 
und 16 Ebenen unserer sechsfach unendlich vielen Configurationen durch 
die Formeln gegeben sein: 
+ U =Satebt eet edt Me—ele'e’f, (mod. 2 P) 
+(U)Sa+ eb+ e+ d+ Mepede’e'’f, 
wo die zugehdrigen sechs Complexe zweiten Grades direct durch a, b, ¢, 
d, e, f bestimmé sind. 

Beispielsweise liegen in der Ebene: 


(U)=a+b+c+d+e-+Ff, 


und zwar den sechs Complexen a, b, c, d, e, f entsprechend, die sechs 


Punkte: 
—atb+etdtety, 
+a—btetdtety, 


(32) 


Als Punkte der C,, welche von der Ebene aus der Kummer’schen 
Flaiche ausgeschnitten wird, erhalten diese Punkte die transcendenten 
Parameter: 

W=a, b,c, d,e, f (mod. P), 
deren Summe dem Parameter (U) der Ebene selbst gleich ist. Hierin 
liegt unmittelbar, nach Formel (24), dass unsere sechs Punkte aus 


*) Ich benutze hier die zu den Parametern 4 der Complexe gehérigen ein- 
fachen Integrale kurzweg zur Benennung der Complexe selbst. 
**) Vergl. wieder Rohn 1. c, 
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der C, von einem Kegelschnitte ausgeschnitten werden, der zur C, 
adjungirt ist, etc. etc. — Man beachte noch, dass durch Angabe der 
Complexe a, b, c,-.. die einfachen Integrale + a, + b,-+-¢,... nur 
modulo einfacher Perioden bestimmt sind. Wir erhalten also aus 
einer ersten zu den genannten Complexen gehdérigen Configuration 
(16),, die durch (32) gegeben sein mag, im Ganzen 16 gleichberechtigte, 
die aus (32) hervorgehen, indem man siimmtliche U und (U) um die- 
selbe Combination einfacher Perioden vermehrt. Von diesen 16 Con- 
figurationen war schon oben in der Anmerkung zu § 5 die Rede, — 
Dass man unter den Punkten und Ebenen (32) die Ecken und Seiten- 
flichen von 80 ausgezeichneten Tetraedern, dem Schema (31) ent- 
sprechend, herausgreifen kann, liegt unmittelbar auf der Hand. — 

Die hiermit gewonnene Darstellung unserer friiheren Configura- 
tionen ist so einfach, dass wir sofort allgemeinere Configurationen der- 
selben Art construiren kiénnen. EKinmal werden wir, indem wir die 
Formeln (31) mit den (32) vergleichen, auch letzteren additive Con- 
staute K willkiirlich zufiigen wollen, andererseits aber statt der 3 Paare 
einfacher Integrale von (31) und der 6 Paare von (32) deren iiberhaupt 
eine beliebige Zahl, sagen wir v, ins Auge fassen. Indem wir diese 
Integrale der besseren Uebersicht halber mit w’, w”, ... bezeichnen, 
erhalten wir so Aggregate von 2°-' Punkten und 2°! Ebenen der Kum- 
mer’schen Fliche, die durch folgende Formeln definirt sind: 


v—1 
+ U Hew + e"w" ff. wo — J [ew K 
(33) 4 ~~ (mod. 2P), 


y—1 


4+ (0) Se we" w" fe aD. lr +] [© w+ K 
™ (mod, 2P ). 


Es ist nicht meine Absicht, die Theorie der sich solchergestalt dar- 
bietenden Configurationen, zu der tibrigens im Vorangehenden alle Mittel 
gegeben sind, eingehender zu verfolgen. Vielmehr méchte ich hier neben 
ihnen noch allgemeinere Constructionen in Betracht ziehen, die entstehen, 
indem wir die Argumente U eines Punktes oder (U) einer Ebene um 
beliebig gegebene Constante C, C’, C’,... vermehren, Wenn man die 
hyperelliptischen Functionen den elliptischen parallelisirt, so entsprechen 
unsere neuen Constructionen unmittelbar den wohlbekannten Polygonen 
von Poncelet, die sich auf Kegelschnitte eines Biischels oder einer 
Schaar beziehen*). 





*) Verallgemeinerungen der Poncelet’schen Sitze, welche durch Einfiihrung 
hyperelliptischer Functionen vom Geschlechte Zwei an Stelle der elliptischen 
Functionen entstehen, sind auch jene Theoreme iiber geradlinige beim Flichen- 
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§ 13. 
Das Additionsproblem der transcendenten Parameter. 


Die Elementaraufgabe, mit der wir uns jetzt zuniichst beschiiftigen 
miissen, verlangt, aus einem Punkte U der Kummer’schen F'liche, bez. 
aus einer Ebene (U) derselben allgemein den Punkt oder die Ebene cu 
construiren, welche durch die Formel: 

(34) U'’=U+0C, resp. (U')=(U)+C 
definirt sind. 

Constatiren wir zuniichst, dass die Aufgaben, welche hier einan- 
der dualistisch coordinirt erscheinen, in der That untrennbar mit 
einander verbunden sind. Sind namlich irgend welche Punkte U in einer 
Ebene (U) gelegen, so werden die Punkte U+-C in der Ebene (U)+C 
enthalten sein. In der That ist ja die Bedingung fiir die vereinigte 
Lage von Punkt und Ebene nach unseren friiheren Entwickelungen 
die, dass die Differenz der betreffenden transcendenten Parameter gleich 
dem Doppelten eines einfachen Integrales ist, — und diese Differenz 
wird durch Einfiigen der Constante C nicht geindert. 

Bemerken wir ferner, dass unsere Aufgabe im Allgemeinen zwei, 
untrennbar mit einander verbundene Lésungen besitzt. Wir verstehen 
dies am besten, wenn wir uns dessen erinnern, was in § 9 iiber die Be- 
ziehung der Punkte der Kummer’schen F'liiche auf das 16-fache Perioden- 
parallelepiped des Raumes der U gesagt wurde*). Wenn wir solche 
Werthsysteme der U, die sich um doppelte Perioden unterscheiden, 
als gleichwerthig erachten, so wird durch (34) einem jeden Werthe 
von C entsprechend eine eindeutige Transformation des Perioden- 
parallelepides in sich selbst vorgestellt, Aber fiir die Kummer’sche 
Fliiche wird dieselbe im Allgemeinen zweideutig. In der That, dem 
einzelnen Punkte der Kummer’schen Fliche entspricht ebensowohl die 


biischel zweiter Ordnung auftretende Polygone, die neuerdings Herr Staude im 
2ez'en Bande dieser Annalen systematisch untersucht hat. In seiner Dissertation 
(Ueber die Darstellung der Flichen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt durch 
hyperelliptische F'unctionen, Leipzig 1885, siehe auch Grunerts Archiv, Neue Serie, 
Theil 2) hat nun Herr Domsch die betreffenden Polygone durch einen directen 
geometrischen Uebertragungsprocess mit Schliessungssiitzen fiir die Kummer’sche 
Fliche, bez. fiir die zugehérigen Complexe zweiten Grades, in Verbindung gebracht. 
Die von Herrn Domsch benutzten Constructionen sind indess minder einfach, als 
die von mir im Texte abzuleitenden, und scheinen dementsprechend einem weiteren 
Gebiete als specielle Fille anzugehéren; ich begniige mich also hier, beiliufig 
auf dieselben verwiesen zu haben. 

*) Ich lasse der Einfachheit halber im Texte die Ebenen (U) bei Seite, 
wie ich auch im Folgenden immer nur entweder die Punkte oder die Ebenen 
bei den Constructionen betrachte, wie es gerade am bequemsten scheint, 
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Stelle + U als die Stelle — U des Parallelepipeds, und wir miissen ihm 
also ebensowohl den Punkt U + C als den Punkt — U + C, oder, was 
dasselbe ist, den Punkt U — C, entsprechend setzen. Diese beiden 
Punkte aber fallen nur dann zusammen, wenn entweder C gleich einer 
ganzzahligen Verbindung der Perioden ist (wo wir dann zu den 16 
Collineationen gefiihrt werden, die die Kummer'sche Fliiche in sich 
transformiren) oder wenn U einer solchen Verbindung gleich ist, wir 
also einen Doppelpunkt der Fliche herausgegriffen haben, 

Wir kénnen das Gesagte auch so ausdriicken: Unsere Aufgabe 
bleibt wngedindert, wenn wir die Constante C im Vorzeichen wmkehren. 
Dass sie ebenfalls ungeiindert bleibt, wenn wir C um beliebige gerade 
Multipla der Perioden vermehren, braucht kaum hervorgehoben zu 
werden. 

Was nun die constructive Behandlung unserer Aufgabe angeht, 
so sind alle Mittel dazu in § 11, insbesondere in den Formeln (26), 
(27) daselbst enthalten. Ich will hier insbesondere von den Ebenen 
(26) sprechen. Nehmen wir irgend zwei derselben, z. B. 

w' + w” — w” — wiv 
und 

w tw +w”+w'', 
and bezeichnen die erste mit (U), die zweite mit (U) + C, so wird 
C = 2(w” + w'’), eine Gleichung, die sich bei beliebig gegebenem 
C befriedigen lisst. Es kommt also nur darauf an, den Zusammen- 
hang zwischen den beiden in Betracht genommenen Ebenen in Form 
einer Constructionsvorschrift auszusprechen. Ich kann dies bei der 
Kinfachheit der Sache ohne weitere Zwischenbetrachtungen ausfthren. 
Wir verfahren folgendermassen: 

Vor allen Dingen setzen wir 


x Via") lV, Veal) 

C=2 (faw +f aw) (mod. 2 P®) 
was uns 4”, 47” und die zugehérigen Quadratwurzeln Yf(4”), Vf (a?") 
eindeutig bestimmt, — sofern wir von dem nicht in Betracht kom- 
menden Ausnahmefalle absehen, dass C,, C, = 0, 0 (mod. 2P™) ist. 
Wir denken uns dann die Durchschnittscurve der Ebene (U) mit der 
Kummer’schen Fliche gezeichnet und suchen auf ihr die beiden Punkte, 
welche den Complexen 4”, 47” in der Art zugehéren, wie es durch die 
Vorzeichen der mitbestimmten /f(4”), //f(4!") verlangt wird. Hier 
ist es mun, wo die Zweideutigkeit der Construction Platz greift. Wie 
wir immer wieder betonten, kann unsere C, auf die fundamentale 
zweiblittrige Riemann’sche Fliiche auf zwei Weisen bezogen werden. 
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Bezeichnen wir mit p”, p’” die beiden Punkte unserer C,, welche bei 
Anwendung der einen Beziehungsweise resultiren, so sind mit ihnen 
die anderen beiden Punkte, die bez. mit ihnen auf denselben durch 
den Doppelpunkt der C, laufenden geraden Linien liegen und die ich 
a”, wz!” resp. nennen will, gleichberechtigt. Wir verbinden jetzt 
p’, p'” und ebenso 2”, x/” durch eine Gerade. Wir werden die 
Ebenen (U) + C bekommen, indem wir durch jede dieser Geraden die- 
jenige Ebene hindurchlegen, welche zu (U) und zu p’’, p’”, bez. zu 
x”, a", conjugirt ist. 

Wir fiigen dem Gesagten noch folgende Bemerkung hinzu. Haben 
wir eine der beiden in Rede stehenden Ebenen gewihlt, z. B. diejenige, 
die durch p” und p?” geht, so folgt, dass in ihr p” und p’’ den 
Wurzeln — f(a”) und — /f(a?") zugeordnet werden miissen, womit 
die Beziehung der in der neuen Ebene enthaltenen Durchschnittscurve 
vierter Ordnung zur fundamentalen Riemann’schen Fliche festgelegt 
(sogar iiberbestimmt) ist. Handelt es sich also jetzt darum, aus der 
Ebene (U) + C weitergehend eine neue Ebene (U) + C+ C’ zu con- 
struiren (wo die C’ irgend wie gegeben sein sollen), so ist dies eine 
Aufgabe, welche nur eine Lésung zulisst. 


§ 14. 
Verschiedene Polygonconstructionen. 


Es giebt zweierlei Weisen, um durch Wiederholung der Additions- 
operation des vorigen Paragraphen geschlossene Serien von Punkten 
(oder Ebenen) zu gewinnen. Entweder wir addiren zu einem anfing- 
lichen Elemente solche Constante C, C’, C”,... zu, deren Summe un- 
mittelbar verschwindet, oder aber, wir wihlen C, C’, C”, ... derart, 
dass ihre Summe gleich einem geraden Periodenvielfachen ist. Einen 
besonders einfachen Fall der ersten Art haben wir, wenn wir nach 
vorgingiger Addition beliebiger Gréssen C, C’,... hinterher dieselben 
Gréssen C, C’,... wieder subtrahiren. Wenn wir dabei die Reihen- 
folge der Summanden und Minoren noch beliebig permutiren, so be- 
kommen wir Aggregate von Punkten oder Ebenen, deren Beziehung 
zu den friiher betrachteten Configurationen auf der Hand liegt. Einen 
besonders einfachen Fall der zweiten Art bekommen wir, wenn wir 
C,C’,... eimander gleich nehmen. Wir betrachten also etwa die 
Serie der Punkte 

--+- 0—20, U—C, U, U+C, U+2C,--- 
Ist 
(35) C=2. 


(WO a,, Gy, 43, a, vier ganze Zahlen vorstellen sollen, die mit der gleich- 


a, PO + PO +P +a,PO 


n ? 








ei 


h- 
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falls ganzen Zahl n keinen Factor gemein haben), so wird unsere Punkt- 
reihe mit n Punkten abgeschlossen sein und zwar unabhingig von der 
Wahi des Ausganaspunktes*); ist C nicht in solcher Form darstellbar, 
so kann sich die Punktreihe niemals schliessen. Ich will m insbesondere 
(um Kinzeldiscussionen zu entgehen, die hier zunichst kein Interesse 
haben) als ungerade Primzahl voraussetzen. Dann sind in der Formel (35) 
[nt — 1] wesentlich verschiedene Werthe von C enthalten. Indem C und 
— C immer gleichzeitig bei der Construction der einzelnen Punktreihe 


in Betracht kommen, erhalten wir im Ganzen wt verschiedene 
Serien. Aber jedesmal td derselben enthalten dieselben Punkte. 
Denn ich werde, von U ausgehend, in allerdings verinderter Reihen- 
folge jeweils dieselben Elemente erhalten, wenn ich statt des anfiing- 
lich gewiihlten C das Doppelte, 2C, oder das Dreifache, 30, etc. in 
Anwendung bringe. Die Anzahl der verschiedenen hier resultirenden 
Punktaggregate ist also (n'—1):(n—1) = n+ n?+n-+1, gleich 
der Zahl der unterschiedenen Transformationen n‘* Ordnung. Es scheint 
vom geometrischen Standpunkte aus interessant, die simmtlichen nt — 1 
Punkte, welche durch 


a, P+ a,P%+a,P%+4a,P% 
U+2 _ 





gegeben sind, mit dem Pnnkte U zu einer Figur zu vereinigen. — 


§ 15. 


Ueber eindeutige Transformationen der Kummer’schen Fliche 
in sich selbst. 


Ich wiinsche hier noch eine letzte Frage zu beriihren. Wir kennen 
von friiher her 32 eindeutige Transformationen der Kummer'’schen 
Fliche in sich selbst: die oft genannten 16 Collineationen und 16 
Reciprocitiiten. Erstere erhiilt man, wenn man (um nur von den 


4 
Punkten der Kummer’schen Fliiche zu reden) U’ = U +>) Po 
1 
setzt, wo die «® nach Belieben 0 oder 1 bedeuten, letztere, indem 
4 
man U = wv’ — wu” nimmt und dann U’ =w + 0’ +>) e P® sein 
1 


lisst. Hieriiber hinaus erkennt man auf geometrischem Wege die 





*) Sollte sich unter den Punkten unserer Reihe ein Doppelpunkt der Kum- 
mer’schen I'liiche befinden, so muss unsere Behauptung in leicht erkennbarer 
Weise modificirt werden. 
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Existenz noch weiterer 32 eindeutiger Transformationen. Dieselben setzen 
solehe zwei Punkte der Kummer'schen Fliche einander entsprechend, 
die entweder ihre Verbindungslinie durch einen der 16 Doppelpunkte 
der Fliche schicken oder deren Tangentialebenen sich in einer geraden 
Linie kreuzen, die einer der 16 Doppelebenen angehért. Die 32 neuen 
Transformationen erwachsen offenbar, indem man auf eine derselben 
die 32 Transformationen der ersten Art (die Collineationen und Reci- 
procitiiten) anwendet. Es wird also geniigen, wenn wir nur eine der 
neuen Transformationen analytisch darstellen. Dies aber wird durch 
Formel (30) geleistet. Dieselbe besagt, dass die Parameter solcher 
zwei Punkte, deren Verbindungslinie durch den Anfangspunkt der 
Kummer’schen Fliche geht, sich in der Form 
2(w’ + w") und 2(w’ — w”) 

darstellen, unter w’, w” einfache Integrale verstanden. Um also zu 
einem Punkte U den in der betreffenden Transformation entsprechen- 
den U’ zu finden, hat man einfach U = 2(w' + w”) zu setzen und 
dann U’ = 2(w' — w”) zu nehmen. Es ist die Frage, ob mit den 64 
eindeutigen Transformationen, welche wir sonach kennen, die sdimmt- 
lichen eindeutigen Transformationen der Kummer’schen Fliche in sich 
selbst erschipft sind. 


Leipzig, den 28. September 1885, 

















Sur les racines de certaines équations. 


Par 


A. Marxorr a St. Pétersbourg. 


Les équations, dont nous allons parler, se rattachent au dévelop- 
pement en fraction continue de la fonction suivante 


b d 
(1) F(e) =f 29, dy — 8 f Gay 


Nous supposons ici les nombres a, b, c, d et le paramétre variable § 
réels, les différences b — a, c— b, d —c et les fonctions g(y), f(y) 
positives (au moins pour a < y < b et pour ec <y < dd). 

Posons en général 


6 ad 
(2) Jvaway = %, Jytway = Bi. 
a c 
Soit maintenant mad une des fractions convergentes de la fonction 
F(z) et : 
(3) Pn (2) = Dy + Pye + ok? + +++ + Pam 


On aura le systéme des équations du premier degré 


— —EB, )-+p,(%, —EB,)+-+-+Pn(Gn —EBn )=0 
(4)*) ¢? —— Ae “ane “a a 


shies anil antl olillads eile —tbaes)—0, 
qui définit les rapports 
Po Mm .., Pat, 
han “hy ° & 


*) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 1878, p. 287. 
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Ces rapports s’expriment par les fractions, dont les dénominateurs 
sont égaux a la fonction entitre de § du degré n 


| —EB, , @ —EB,,~.--, Ona —EBns 
(5) ,(&) = a, —§B, , m%—&B.,-.-, Om —EBy 
On—1 —EBr-1, Kn —EB,, e e'e9 Qen—2 — § Bans 
L’exception ne font que les cas, ot ,(§) = 0. 
On peut poser en ces cas exclusifs p, =O et abaisser ainsi le 
degré de la fonction ¢,(2), satisfaisante aux équations (4). 


Dans notre but il est important de remarquer, que, ®, (&) n’étant 
pas = 0, toutes les racines de |’équation 


pn(2) = 0 
du degré m sont des nombres finis, et c’est & cause de celi, qu’avec 
l'accroissement infini d’une des racines de cette derniére équation & 
s'approche a l'une des racines de l'équation 


, (6) = 0. 


La question 4 laquelle est consacrée cette note consiste, principalement, 
dans la détermination du nombre des racines de l’équation p(s) = 0, 
comprises dans les intervalles 


de—coia, deaab, debic, decid, dedi+t+oco 
(— co, a), (a,b), (6, ¢) (c,d), (d, + 0%). 
La résolution de cette question est renfermée dans les théorémes 
suivants. 
Théoréme 1. 
La fonction p,(2) dans les intervalles (a, b) et (c,d) change son 
signe au moins n — 1 fois. 
Démonstration. 
Supposons, que dans les intervalles (a, b) et (ec, d) la fonction 
9, (2) change son signe précisement m fois pour 
B= Ly) Boy soy Dm 
et formons les fonctions 
O(2) = (e—a,)(¢—2,) ...(@—I4n), 9,(2) = (¢—2)0(2) 
ot ¢ est un nombre queleconque, compris entre b et c. 
Alors les produits 


Pn(2)O(2) et pn(z) O, (2) 
ne changent leurs signes ni dans |’intervalle (a, b) ni dans celui (¢, d): 


dans le premier de ces intervalles elles sont de signes contraires et 
dans le second de méme signe. 











on 


on 


et 








Sur les racines de certaines équations. 


De 1a il est aisé de voir, qu'une des expressions 


6 d 
(a) f(y) © &) vay) av—Ef FW) © W) paw ay 
et a ; ec ; 
B) f(y) (v) ga) dy — Ef 9) 19) wala 


n'est pas égale au zéro. 
Mais d’aprés les équations (4) l’expression (A) se réduit au zéro, 


‘si m <n, et expression (B) —, si m<n—1. 


Done en tous cas m ne peut étre moindre que » — 1. 

On démontrera sans peine, par les considérations tout a fait 
analogues, les scolies suivantes. 

Scolie 1. 

Soit € positif, toutes les racinés de l’équation ,(¢) = 0 tombent 
dans les intervalles 

(—o00,b), (¢, +00). 

Soit & négatif, toutes les racines de méme équation tombent entre 
a et d. 

Scolie 2. 

Pour § = 0 toutes les racines de l’équation ,(z) = 0 sont com- 
prises entre a et b. 

Pour § = -+ oo, au contraire, toutes les racines de méme équation 


sont comprises entre ¢ et d, car alors la fonction — Fe devient 
‘f fiy)_ Uy: 
Corollaire. 
L’équation g,(¢) = 0 n’a pas de racines égales; en d’autres termes 
la dérivée — ne peut étre réduite au zéro, quand g,(z) = 0. 
Lemme. 
ao 9h . ons . 
La dérivée “pe ne peut étre réduite au zéro, quand 
, Pn(Z) = 0. 
Démonstration. 


D’aprés les équations (4) nous avons 


b da 
(6) _[9(v) Ou) on) dy — § fy) OW) aly dy 


quelque soit la fonction entiére O(2) du degré n — 1. 


Mathematische Annalen. XXVII. 
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En différentiant l’équation (6) et en posant a = @,(2) nous 


déduisons 
[919 OW) on(y) dy — Ef 79) 0) ony) ay 
(7) 4 ge =0. 


— J f(y) 9 (y) May) dy 


Admettons maintenant que les équations 
G.(2)=0 et w,(2) —0 
ont une racine commune 7 = é. 
Alors rien ne nous empéche de poser 


dans la formule (6) O(2) = = 
@, (2) 
et dans la formule (7) O(2) = —*—- 


Nous aurons ainsi les équations suivantes 


b ad 
n (¥) - ,(Y) C/y\ Pnl¥) - On(Y) 
fa ee ay — Bf) FO ay 0, 
b 
n (Y) - @, (Yy) n (Y) - Y) 4 
fo oe a fro 2 


y—eé 


“nr.\ Pn Y) + Pn (Y) 
— fro): ~os 


-~ 
~ 


dou il suit 
d 
; Pn (Y) - Pn Y) 
Sto: 2 P" ay =o 
et ensuite . 





) 
: Pn (¥) - Pn (Y) 
Jow: ~~ ee. 
Mais les deux égalités derniéres sont impossibles. 

8 Py (2) 


Cette contradiction indique, que les fonctions g,(z) et — pg ne 


peuvent étre simultanément égales au zéro. 
Corollaire. 
Lorsque § décroit continuellement de zéro jusqu’a — oo, chaque 
racine de l’équation se varie aussi continuellement et toujours dans 
méme sens: elle croit; car elle passe de l’intervalle (a,b) dans celui (c,d). 
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Et lorsque § croit continuellement de zéro jusqu’’ + oo chaque 
racine de l’équation, en variant aussi continuellement, décroit toujours 
excepté les cas, od cette racine franchit +- oo. 

De la résultent les théorémes suivants. 

Théoréme 2, 

Lorsque § décrott de 0 jusqu’ad — oo toutes les racines de Véquation 
Gn(2) = 0, franchissant successivement b et c, passent de Il intervalle 
(a, b) dans celui (c, d). 

Par conséquent toutes les racines des équations 

Gn(b) =0 et ga(c)=—90, 
du degré n par rapport a Vinconnue §, sont réelles et négatives. 
Dailleurs si nous désignons dans Vordre décroissant les racines 
de Véquation @n(b)=0 par mM, M>-++) Mn, 
de Véquation ,(c)—=O par Mm), Mor-+-) Nay 
nous aurons les inégalités suivantes 
m> 1 > % > > +++ > n> Me. 

Enfin quant aux racines de Véquation 9» (¢) = 0 mous pouvons 
assurer , que 

poury;>§>% "— <i de celles sont comprises entre a et b 

WE. Oe we AS Se eS ee 
Cmde « + @ bute Le eee 
et pour 4;>§ > yi41 mm — é de celles sont comprises entre a et b 
Pee 
Scolie. 
Soient 
# am By, Bay. 0 oy Be 
toutes les racines de ]’équation g,(z) = 0 dans l’ordre croissant. 
Alors aux inégalités 
0O>6>0. 
correspond la suivante 


(igo < (@i)g=o" 
et par suite 


Py—-i ( Pri ) ss 
(8) ( Pr | ee Pr é=0, 
Théoréme 3. 
Lorsque § augmente de 0 jusqu’d + 00 toutes les racines de Véqua- 
tion on(2) = 0, franchissant successivement 
a, —oco, +00, d 
passent de Vintervalle (a, b) dans celui (c, d). 
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De la résulte que toutes les racines des équations 
Pn(a)=90, 9,(E)=—9, ga(d) =O, 
du degré n par rapport & Vinconnue &, sont réelles et positives. 
Drailleurs, si dans Vordre croissant les racines de Véquation 
Pn(a) = 0 sont é, bo» v9 9% En, 
®, (&) =0 A i rr} &, 
Pn(d) = 0 5, Gar -- +> Se» 
nous avons les inégalités suivantes 
<8 <8," <b <8 <b" <--- << 8 < Be. 
Enfin, quant aux racines de Véquation ,(2) = 0, nous powvons 
assurer que 


pour —§; <<E<£&  m—#i de celles sont comprises entre a et b, 


OE Se eo ean See Se ee ae 
wads. + se bw Sie OE 
pour &°< —& <&" =m—di de celles sont comprises entre a et b, 
Ser nee ee 
f—E £24 3 4S os ss Oe 


pour &"<—E<&4: m— i de celles sont comprises entre a et b, 
See a he ee i ee 
Scolie. 
Soient pour § > 0 
Ba Bey «2+, Be 
toutes les racines de |’équation g,(¢)—= 0 dans le méme ordre que 
nous représentent les nombres 
b, a, —oo, +00, d, Cc. 

Soit encore h un nombre quelconque comprise entre b et c. 

Alors aux inégalités 


O<trcd 
correspond 
1 1 
(7), (a) 
et par suite 
9%, (2) gy, (h) 
(9) ( Pn(h) / ge > ( Py (h) A. 


Lemme. 


n Dp, i = Po (Gn — E Bn) +9; (nti —EBaps)+-:- o, 
si Pp + (&) +++ Dn—1 (2n—1 — § Bona) + “” — (&) 





[9-9 » (dy 8 Fede" va) | : 














Sur les racines de certaines équations. 149 


Nous obtenons cette formule au moyen du théoréme sur le développe- 
ment d’un déterminant suivant les éléments de quelque colonne. 

Lemme. 

— étant positif, pour ,(a) = 0 le produit ,,,(&) . ®,(&) est un 
nombre négatif; au contraire pour g,(d) =O le méme produit est un 
nombre positif. 

Démonstration. 


s—b 
2° = — représente une fonction 





Pour 9,(a) = 0 l’expression 
entiére de 2, du degré n. 

Le coefficient de 2" dans cette fonction est égal & p,. Cela étant 
il est aisé de transformer la formule (10) dans la suivante 


Jo yy Le" Jost —O gy 


p2 On41(&) On (E) = (0, (8) 





i -tfa (y) {on _y ——— le 


dont on déduit immédiatement linégalité 
4 (E) On4i(&) < 0. 
Tout de méme on peut démontrer la seconde partie de notre lemme. 
Corollaire. 
Toutes les racines de |’équation 
Pn4i(&) = 0 
sont comprises, une & une, dans les intervalies suivantes 
(0, &:), (81"s Be)» (G2, &s)s - + +» (Ena En), (En, + 00). 
Théoréeme 4. 
Sotent 
Bi, ES, . «+> Boys 
toutes les racines de Véquation Pn4:(§) = 0 dans Vordre croissant. 
Alors pour 
E=& 
n—x-+ 1 racines de léquation 
Pn(#) = 0 
sont comprises entre a et b et les autres x — 1 entre c et d. 
En méme temps nous avons les inégalités suivantes 


(11) (t= io ” (Pat ). + 


9%, (hi) (% (h) ) 
(12) (sr aces > \o,) Jet8 4 


ou h est un nombre quelconque, compris entre b et c. 
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Démonstration. 

Toutes les conclusions de ce théoréme sont des corollaires évidents 
des propositions précédentes, excepté l’inégalité (11). 

Quant 4 cette dérniére inégalité, elle se réduit 4 l’inégalité (8), si 
nous remarquons, que pour ®,,;(§) = 0 la fonction o,(¢) devient le 
dénominateur d'une fraction convergente de la fonction 

6 


da 
>. ‘(y—b 
P(e) =f OF 22® ay—(- 9 f YY ay 


a—-y 
ou 
: (6—y)gy)>9 pour a<cy<b 
e 
(y—b)f(y)>O0 pour eccy<d. 
Remarque. 


. 


Ces considérations sont analogues 4 plusieurs égards 4 celles de 
Sturm sur les racines des certaines équations, qui se rattachent a 
lintégration des équations différentielles linéaires du second ordre.*) 

D’ailleurs il faut remarquer que les fonctions de Lamé peuvent 
étre considerées comme les cas particuliers des fonctions , (2).**) 

De la il est aisé de voir la liaison entre nos théorémes et celui de 
M. Klein, suppléé par M. Ljapounoff.***) 


30. septembre 1885. 

*) Sturm. Mémoire sur les équations différentielles linéaires du second 
ordre, Journal de M. Liouville, premiére série, tome I. 

**) Heine. Handbuch der Kugelfunctionen 1878, § 102. — Sochotzky. 
Sur les intégrales définies et les fonctions, dont on se sert pour les développements 
dans les séries. 1873. Chapitre II (russe). 

***) Klein. Ueber Lamé'sche Functionen. Mathematische Annalen XVIII, — 
Ljapounoff. De la stabilité des formes éllipsoidales de l’équilibre d’une masse 
liquide, douée d’une rotation (russe) 1884. Chapitre IV. — Voir aussi Stieltjes. 
Sur certaines polyndmes qui vérifient une équation différentielle linéaire du second 
ordre et sur la théorie des fonctions de Lamé, Acta Mathematica VI. 
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Ueber einen Fundamentalsatz aus der Theorie der elliptischen 
Functionen. 


Von 


Aurrep PrinGsHEm™ in Miinchen. 


Will man die Umkehrungsfunctionen des elliptischen Integrales 
erster Gattung durch Quotienten von Thetafunctionen darstellen, so 
ist es vor allem unerlisslich zu zeigen, dass das Verhiiltniss der beiden 
durch gewisse bestimmte Integrale definirten Perioden einen wesentlich 
positiven (d. h. auch von Null verschiedenen) imaginaren Theil besitzt, 
da nur in diesem Falle die betreffenden Thetareihen, deren Modul 
durch obiges Periodenverhiiltniss definirt wird, tiberhaupt existiren, 
d. h. convergent sind. Da man indessen die Vorzeichen jener Perioden 
beliebig wihlen kann, so kommt es offenbar wesentlich nur darauf an, 
nachzuweisen, dass das Periodenverhiiltniss niemals reell ist, worauf 
dann jene Vorzeichen nur noch so zu fixiren sind, dass die oben ge- 
nannte Convergenzbedingung erfullt ist, 

Obschon nun mit diesem Satze die ganze Berechtigung jener 
Methode, welche die Theorie der elliptischen Functionen in der Haupt- 
sache auf diejenige der Thetafunctionen basirt, geradezu steht und fillt, 
so zeigen nichtsdestoweniger zwei der besten und bekanntesten Com- 
pendien tiber diesen Gegenstand — dasjenige von Briot und Bouquet*) 
und das von Thomae**) — in dieser Beziehung eine empfindliche Be- 
weisliicke, von zahlreichen anderen nicht zu reden, welche tiber diesen 
wichtigen Punkt mit vdlligem Stillschweigen hinweggehen. 

Der Gedankengang, welcher von den genannten Autoren ein- 
geschlagen wird, ist nimlich folgender. Es werden zunichst doppelt 
periodische Functionen mit zwei willkiirlich angenommenen Perioden 
@, @' betrachtet, und hierbei wird gezeigt, dass ,eine eindeutige, 
doppelt-periodlische Function mit reellem Periodenverhiiltniss nicht existirt“, 


*) Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques. Deuxiéme Edition 1875. 
**) Thomae, Abriss einer Theorie der complexen Functionen und der Theta- 
functionen einer Veriinderlichen. Zweite Auflage 1873. 
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oder vielmehr genauer gesagt, wenn man auf den wahren Sinn dieses 
»Nicht-Existirens“ zuriickgeht: dass eine solche Function bei incom- 
mensurablem reellen Periodenverhiiltnisse entweder constant oder total 
unstetig, bei rationalem nur scheinbar doppelt periodisch, in Wahrheit 
aber einfach periodisch sein miisste.*) 

Alsdann werden die elliptischen Functionen als eindeutige Um- 
kehrungen des elliptischen Integrals erster Gattung eingefiihrt, und 
deren Perioden @, mw’ durch die bekannten bestimmten Integrale voll- 
stiindig definirt. Nun aber wird ohne weiteres folgendermaassen ge- 
schlossen: da nach dem oben erwihnten Satze eine eindeutige doppelt 
periodische Function mit reellem Periodenverhiltniss iiberhaupt nicht 


* ge . oo’ . . ° . 
existirt, muss nun auch dieses besondere —- eo ipso imaginiir sein.**) 
Dieser Schluss ist indessen unzuliissig. Denn zieht man die wahre 
Bedeutung jenes Satzes, wie sie oben ausdriicklich hervorgehoben 
wurde, in Betracht, so folgt daraus nur soviel, dass fiir die elliptischen 


. @ . . . . 
Functionen = nicht reell und incommensurabel sein kann, da die- 


selben — wie man leicht ersieht — weder constant, noch total unstetig 
sind. Hingegen fehlt, um auch die Méglichkeit eines rationalen Perioden- 
verhiltnisses auszuschliessen, der Nachweis, dass jene Functionen auch 
in Wahrheit und nicht bloss scheinbar doppelt periodisch sind, d. h. 
dass zwischen den beiden vorhandenen Perioden @, a’ keine homogene 


lineare Relation mit ganzzahligen Coefficienten besteht — was also 


schliesslich wiederum darauf hinauslauft, zu zeigen, dass = nicht reell 


und rational sein kann, sodass der oben geriigte Schluss thatsiichlich 
einen vollkommenen circulus vitiosus enthilt. 

Mit anderen Worten: trotz der Existenz jenes allgemeinen Satzes 
iiber das Periodenverhiltniss doppelt periodischer Functionen muss 
noch ganz speciell nachgewiesen werden, dass fiir die elliptischen 
Functionen jener Quotient 7 nicht reell oder zum mindesten nicht 
reell und rational ist. 

Thatsichlich existiren nun aber bereits verschiedene directe Beweise 
dieses Satzes: zuniichst derjenige, welchen Riemann in einer der Theorie 
der Abel’schen Functionen angepassten, verallgemeinerten Form gegeben 


*) Briot et Bouquet, p. 231. 232, Thomae, p. 56. 
**) Bei Thomae — a. a. O. p, 137 — ist dieser Schluss wirtlich so aus- 
gefiihrt. Bei Briot und Bouquet wird p. 366 ohne jeglichen Beweis gesagt: ,,le 


@o ° : => . . * * 
rapport —— + st variant d'une maniére continue avec k et restant imaginaire“ 


— eine Behauptung, deren Begriindung auf Grund des Vorangehenden nicht wohl 
anders als wie bei Thomae verstanden werden kann, 
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hat*), und der spiiterhin von Neumann und Kénigsberger fiir elliptische 
Functionen specialisirt worden ist**), Obschon nun aber die Idee 
dieses Beweises vielleicht mit zu den bewunderungswiirdigsten Ein- 
gebungen des Riemann’schen Geistes gehért, so wird man doch kaum 
umhin kénnen zuzugestehen, dass derselbe in Wahrheit auf einem 
ziemlich unvermittelt auftretenden Kunstgriffe (nimlich der Betrachtung 
eines in der ganzen iibrigen Theorie gar nicht weiter vorkommenden 
Randintegrales) beruht, und dass es wiinschenswerth erscheinen muss, 
denselben — zuniichst wenigstens fiir die Theorie der elliptischen Func- 
tionen — durch einen einfacheren und natiirlicheren zu ersetzen. 
Kinen Beweis, der diesen letzteren Anforderungen mehr Rechnung 
trigt, liefert die Abbildungstheorie. Bildet man die zweibliittrige, 
durch zwei Querschnitte einfach zusammenhiingend gemachte Rie- 
mann’sche 2-Fliiche, fiir welche das elliptische Integral erster Gattung 


eal * as 
f Vai — 2) (i — Be) 


als eindeutige Function des Ortes erscheint, vermége dieses Integrales 
auf die w-Ebene ab, so resultirt — wegen der bestiindigen Endlichkeit 
und Stetigkeit jenes Integrales — als Abbild ein véllig im Endlichen 
verlaufendes, einfach zusammenhiingendes Flichenstiick, und zwar in 
Folge der .constanten Differenzen (Periodicitiitsmoduln), @ und a’, 
welche die Integralwerthe auf den beiden Ufern je eines Querschnittes 
darbieten, ein (im allgemeinen irgendwie krummlinig begrenztes) Paral- 
lelogramm, welches einen gewissen endlichen Inhalt besitzen muss und 
sich nicht etwa in eine Linie zusammenziehen kann (da eine Fliche 
niemals conform auf eine Linie abgebildet werden kann). Bezeichnet 
man dann etwa den einen Eckpunkt dieses Parellelogramms (d. h. das 
Abbild eines von den 4 Schnittpunkten der beiden Querschnitte) mit 
Uy, 80 sind u, + @, u% + @' die beiden benachbarten Ecken, und da 
diese drei Punkte, wie eben bemerkt, nicht in einer Geraden liegen, 


9 @ . ; 
so folgt, dass = complex sein muss, ***) 


*) Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen § 21.— Ges. Werke, p. 124. 
**) Neumann, Vorlesungen tiber Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale. 
Erste Auflage, 1865. p. 368. 369. — Kénigsberger, Vorlesungen tiber die Theorie 
der elliptischen Functionen. 1874. pag. 295—299, Dieser Riemann’sche Beweis 
lehrt iibrigens zugleich auch, wie die Periodicitiitsmoduln zu normiren sind, damit 
die Convergenzbedingung fiir die #-Functionen erfiillt ist (d. h, also speciell fiir 


elliptische Functionen: damit der imaginiire Theil von ~ wesentlich positiv ist). 


***) Diese Abbildung findet sich auch bei Thomae (pag. 106): nur wird daraus 
nicht der Schluss gezogen, auf den es hier ankommt, 
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Dieser iiberaus einfache und anschauliche Beweis scheint mir (wie 
iibrigens auch der zuerst erwihnte Riemann’sche) das gegen sich zu 
haben, dass er wesentlich auf der Kinfiihrung der Riemann’schen 
Flaichen beruht.*) Ich bin niimlich der Ansicht, dass sich die Lehre 
von den elliptischen Functionen auch ohne dieses immerhin fremd- 
artige geometrische Hiilfsmittel mit ausreichender Strenge und Voll- 
stiindigkeit functionentheoretisch behandeln liisst, und dass daher die 
Einfithrung der Riemann’schen Fliichen — sofern es sich dabei nicht 
etwa mehr um eine Art Vorstudium fiir analoge Behandlung hoherer 
Transcendenten oder um eine geeignete Grundlage fiir gewisse alge- 
braische Untersuchungen (Modulargleichungen, Gleichungen fiinften 
Grades etc.) handelt — als eine durchaus nicht gerechtfertigte Compli- 
cation besser ganz zu vermeiden ist. 

Hiernach bleibt also immer noch die Frage bestehen, ob der in 
Rede stehende Satz sich nicht auch ohne Anwendung der Riemann’- 
schen Fliichen beweisen liisst. EKinen derartigen Beweis enthilt nun 
eine im 83'" Bande des Crelle’schen Journals publicirte Abhandlung 
des Herrn Fuchs iiber die Periodicitiitsmoduln der elliptischen Inte- 
grale**). In dieser Abhandlung wird u. a. der Quotient ees ; 
wo @,@' als Functionen des variabel gedachten Integralmoduls x zu 
betrachten sind und a,, a,, b,, 6, gewisse ganze Zahlen bedeuten, auf 
Grund einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher 
@ und @’ als Functionen von x Geniige leisten, eingehend untersucht, 
wobei dann unser Satz als ein specieller Fall des betreffenden End- 
resultates zum Vorschein kommt. Immerhin fiihrt aber diese Unter- 
suchung, wie schon aus dieser kurzen Andeutung ersichtlich sein diirfte, 
von der gewdhnlichen Theorie der elliptischen Functionen so weit ab, 
dass sich derselbe in den Rahmen einer Elementarvorlesung iiber diesen 
Gegenstand nicht eben leicht einfiigen lassen wiirde. 

Aus diesem Grunde habe ich versucht, jenen Satz noch auf einem 
mehr elementaren Wege zu erweisen, und in der That diirfte der von 
mir aufgefundene Beweis, der freilich nur ein apagogischer ist, in 
Bezug auf Kiirze und Geringfiigigkeit der dabei aufgewendeten Mittel 
wenig zu wiinschen tibrig lassen. Ich lasse denselben nunmehr folgen. 


*) Wenigstens verliert er bei Anwendung der gewéhnlichen z-Ebene voll- 
stiindig seine elegante und priicise Form, 

**) Sur quelques propriétés des intégrales des équations différentielles, aux- 
quelles satisfont les modules de périodicité des intégrales elliptiques des deux 
premiéres espéces, — A. a, O. p, 13 ff. 
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ni. a= (1 —g)? (1— x24? 

(1) u "7 VERO R(2) = (1—2)? (1— x? 2?) 
so ist bekanntlich 
(2) 2= sn(u) 
eine in der ganzen Ebene eindeutige Function von uw, die sich mit 
Ausschluss der wesentlich singuliiren Stelle «== oo und gewisser an- 
derer Punkte, wo sie von der ersten Ordnung unendlich wird, in 
Potenzreihen mit nicht durchweg verschwindenden Coefficienten ent- 
wickeln liisst: so ist also sm(u) im allgemeinen stetig und nicht constant. 

Aus der Untersuchung der verschiedenen Werthe, welche das 
Integral w fiir alle méglichen Arten von Integrationswegen und die 
nimliche obere Grenze ¢ annimmt, folgt mit Hiilfe der bekannten 
Cauchy’schen Integralsiitze unmittelbar, dass sn (u) die beiden Perioden 
(3) a=—4K, o =2iK’ 
besitzt, wo K und iK’ durch die geradlinig zu nehmenden Integrale 


1 
1 d * dl 
4 K= |< {K' = | —*. 
@ Vk’ * i] VRE) 
definirt sind*), und dass ausserdem 


(5) sn (2 _ u) = sn(u). 


Was nun das zu untersuchende Periodenverhiltniss = betrifft, so ist 


vor allem nach dem oben erwihnten Satze iiber doppelt periodische 
Functionen ersichtlich, dass dasselbe nicht reell und incommensurabel 
sein kann, da sm(w) weder constant, noch total unstetig ist. 


Um jetzt auch zu zeigen, dass = auch nicht reell und rational 


sein kann, bedarf ich lediglich der bekannten Relationen fiir sn(u-+ “) . 
sn (<), sn () — deren Ableitungsweise ich aber an dieser Stelle 


ausdriicklich angeben muss, um die einfache Grundlage, auf welcher 
dieser ganze Beweis beruht, hinliinglich klar hervortreten zu lassen. 
Ich vermeide hierbei absichtlich die Anwendung des Additiontheorems 
der elliptischen Integrale erster Gattung, weil dasselbe bei dieser 
ganzen Behandlungsweise besser als eine Folgerung aus den Additions- 
formeln der Thetafunctionen erscheint, 


*) Ueber die hier nicht weiter in Betracht kommende Bestimmung des 
Vorzeichens der Quadratwurzel sehe man z. B. Briot und Bouquet, p. 366. 
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Mit Hiilfe der Substitution von — z fiir 2 in Gl. (1) liefert Gl. (2) 
die Beziehung: 
sn(—u) = — sn(u) 
sodass nach Gl. (5) 


sn(u = *) = — sn(u) 


und durch Vermehrung des Arguments um die Periode @ die erste 
der gesuchten Beziehungen sich ergiebt: 


(A) sn(u+ 2) = — sn(u). 


Hieraus folgt fiir « = 0 — wenn man beriicksichtigt, dass auf Grund 
der Definitionsgleichungen (1) und (2) sn(0) = 0 resultirt: 


(B) sn (2) =0. 
Um schliesslich noch die dritte der zu beniitzenden Relationen ab- 


zuleiten, transformire ich das Integral fiir 1K’ durch die Substitution 


wodurch sich 


ed * dz al - {7s 
. J VR(z) VR) 


0 


ergiebt. Folglich ist 

(C) sn (=) = 00. 

Angenommen nun = wire ein rationaler Bruch, dessen Zihler und 
Nenner wir dann als relativ prim voraussetzen diirfen, so miisste, wenn 


m und » ganze Zahlen bedeuten, einer der drei Fille stattfinden 
o _ 2%m+1 wo _ 2m-+1 a" 2m 


a — * = 2nt+-1’ oo M+ 
oder anders geschrieben, wenn man jede der betreffenden Gleichungen 
noch dureh 2 dividirt: 


no’ = (m +- +) @, 
(n 4- =) o = (m +. ‘) o, 
(n -f- 5) a = ma 


woraus mit Beriicksichtigung der Periodicitiét von sm(w)— wenn man 
noch in der ersten dieser Gleichungen auf beiden Seiten u addirt — 
folgen wiirde: 
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sn(u+ 2) = sn(w), 
n(Z) = an(4) 
sn(2) = 0. 


Da aber diese Gleichungen durchweg mit den oben gefundenen Re- 
lationen (A), (B), (C) im Widerspruche stehen, so ist also die An- 
nahme eines reellen rationalen Periodenverhiiltnisses unzulissig und 
daher der betreffende Satz vollstiindig bewiesen. — 


Miinchen, October 1885. 


Nachtrag. 


Das wihrend der Drucklegung dieses Aufsatzes erschienene Heft 
der Acta Mathematica (Bd. 7, Heft 2) enthilt (S. 197ff.) unter dem 
Titel: , Beweis eines Satzes aus der Theorie der Elliptischen Functionen 
von M. Falk in Upsala“ einen ebenfalls sehr einfachen und zwar 
directen Beweis des vorstehenden Satzes — unter Ausschluss des Falles, 
dass x? reell negativ oder positiv und >1. Uebrigens ergiebt sich 
alsdann — wie zur Vervollstindigung des Falk’schen Beweises bemerkt 
werden mige — die Richtigkeit des Satzes ganz unmittelbar aus der 
blossen Betrachtung der beiden Perioden-Integrale (natiirlich abgesehen 
von dem Specialfalle x? —- 1, fiir welchen das betreffende Integral 
iiberhaupt aufhért ein elliptisches zu sein). — 


Miinchen, Januar 1886. 











Ueber die nothwendigen und hinreichenden covarianten 
Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer biniéren Form 
als vollstiindiger Potenz. 


Von 
Davip Hizzerr in Leipzig. 


Die binire Form fj, vom Grade » = uy sei die we Potenz der 
Form gq») vom v'" Grade, so dass die Relation: 


fin = PE) 
besteht. Beide Seiten dieser Gleichung mégen in die = Potenz 


erhoben und darauf v-++ 1 mal nach der einen nicht homogenen Variabeln 
x differenzirt werden. Da der Ausdruck g,) die Variabele hichstens 
im Grade v enthiilt, so folgt die Bedingung: 


(1) i 


deren Existenz somit jedenfalls fir die Form f(,) als nothwendig erscheint, 
damit dieselbe die u'* Potenz einer Form gy) sein kann. Gehen wir 
nun umgekehrt von der Bedingung (1) aus, so ist klar, dass aus der- 
selben durch v + 1 fache Integration nach x eine Relation von der 
Gestalt: 


1 

(2) A =, 

entspringt, worin yj») eine unbestimmte binire Form v'™ Grades be- 
deutet, deren Coefficienten nichts anderes als die » + 1 auftretenden 
Integrationsconstanten sind. Da somit in Gleichung (2) rechter Hand 
eine rationale Form steht, so gilt das Gleiche von ihrer linken Seite 
d. h. die Form f(q) ist nothwendig in Folge der bestehenden Bedingung 
(1) eine vollstiindige we Potenz, wodurch sich das oben gefundene 


Criterium (1) fiir die fragliche Darstellbarkeit der Form fi) auch als 
ein hinreichendes erweist. 





fin) 


so 
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Es bleibt noch iibrig, den gewonnenen Ausdruck linker Hand von 
(1) in seiner Kigenschaft als Covariante der Form fi») zu erkennen und 
demselben zugleich eine fiir die Berechnung geeignete Gestalt zu 
geben. Als Hiilfsmittel hiefiir bedarf es einiger allgemeiner Sitze, 
welche sich auf die Darstellbarkeit einer jeden invarianten Form als 
Function der einseitigen Derivirten ihrer Grundform beziehen. Fiihren 
wir nimlich fiir die einseitigen Differentialquotienten der Grundform 
fim) nach der einen nicht homogenen Variabeln x die Bezeichnungen ein: 


fo = fn); 
—1)! hi, 
i—Set Fe, 


(n—2)! Phy 
=a dat? 


ee a fou 
” nm! dy" ’ 


so gelten mit Benutzung der beiden abktirzenden Differentiationssymbole : 
C7) 7) C7 
Dom fe op + Bh og th oR tT 


A= nf, +h ge +O-Dh get: 


die folgenden fiir unseren Zweck erforderlichen Sitze*): 

I. Jede homogene und isobare Function C der Differentialquotienten 
fo» fis fey «++» fa st eine Invariante oder Covariante der Form fin), 
wenn sie der Differentialgleichung: 

DC=0 
geniigt. 

II. Die Quelle d. h. das erste Glied dieser Covariante ergiebt sich 
einfach, wenn wir in jenem Ausdrucke C die mit den besiiglichen Zahlen- 
factoren multiplicirten Differentialquotienten f,, f;,fo,---» fn durch die 
entsprechenden Coefficienten ay, a,, Ga, .++, Gn der Grundform ersetzen. 

III. Die Anwendung des Differentiationssymboles A auf eine 
homogene und isobare Function der einseitigen Derivirten fy , f,)fo,-++>fn 
kommt einer Differentiation jener Function nach der einen nicht homo- 
genen Variabelen x gleich. 

IV. Fiir wiederholte und abwechselnde Anwendung der beiden Dif- 
ferentiationssymbole D und & auf eine Function der bezeichneten Art 
gelten aligemein die Formeln: 


*) Betreffs der Begriindung und ausfiihrlichen Behandlung derselben sei auf 
meine Inauguraldissertation ,,Ueber die invarianten Higenschaften specieller bindrer 
Formen, insbesondere der Kugelfunctionen“ § 1 und § II verwiesen. — 





Bz 
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(3a) DA'= ADE + (# ~~ ‘) 1skAM' DH 

+ (* * ee ‘Vi@—1).(b— 1) A? Dt24 ..., 
Gb) aD= Day ('~ 47 *)21- RDA 
+ (‘ Sig 3 L(I~—1) -k(k—1) D*A2 +... 


worin x den mit n multiplicirten Grad der fraglichen Function in den 
f, vermindert wm ihr doppeltes Gewicht bedeutet. 
Was nun unser Criterium (1) anbetrifft, so nimmt zuniichst die 
linke Seite desselben nach III die Gestalt an: 
1 


(4) At fe, 


Dieser Ausdruck reducirt sich nach einmaliger Anwendung des Sym- 
boles D unter. Benutzung der Formel (3a) in IV auf Null wegen: 
1 


1 1 
DAH f" = Art Df" + (‘) Arf =0 


und ist dadurch nach I als Covariante der Grundform f,,, legitimirt. 
Schliesslich ist offenbar, dass) wir die gebrochenen und irrationalen 
Bestandtheile des Ausdruckes (4) nachtriiglich durch einfache Multipli- 
1 
ee” in Wegfall bringen, ohne dabei den in- 
varianten Charakter des Ausdruckes oder seine Eigenschaft als noth- 
wendiges und hinreichendes Criterium fiir die fragliche Darstellbarkeit 
der Form /(,) zu beeintriichtigen, Fiihren wir daher die Bezeichnung ein: 


cation desselben mit /, x 


onsas 2 
(5) C, on f, “ ne TC vu=n, 


so kénnen wir das gewonnene Resultat, wie folgt, zusammenfassen: 

Das identische Verschwinden der Covariante C, (5), welche in den 
Coefficienten der Grundform fin, den Grad v +1, das némliche Gewicht 
v-+ 1, mithin in den Variabeln den Grad (n — 2) (v + 1) besitet, 
lefert die nothwendige wnd hinreichende Bedingung fiir die Darstellbar- 
keit der Form fin, vom Grade n = wv als volistiindige w* Potenz einer 
Form Qi» v" Grades. 

Es bleibt noch iibrig, die gewonnene Covariante C, fiir die ersten 
Falle mittelst ihrer Definitionsgleichung (5) wirklich auszuwerthen und 
durch bekannte und iibersichtliche covariante Bildungen darzustellen. 
Wir erhalten nach Unterdriickung unwesentlicher Zahlenfactoren fiir 
n = 1, 2, 3,4 die einfachen Werthe: 

















Biniire Formen, die vollstindige Potenzen sind. 


C, = H, 
0, = f, 
C, = 3(2n—3) H? — (w—2) 4f2, 
C, = 4(3n—4) HT — (n—3) Bf 2, 


worin die Bezeichnungen gelten: 


lo = aya” + (4) aya" e+ + dy = at = U8 = ct, 

H = (ay) a, —a,”)a2"-* 4+ --- =i (ab)*ar-2 bn-2, 

T = (a,2a,— 34,4, a,+2a,') a8) 4 . . - = (ab)? (be)ar*bn 8 er—, 
A = (a) a,—44, 4, + 34,7) +--+ = ; (ab)*ax—4x-8, 


B = (a)? a; —5 aya, a, +2 a, a, a,-+ 84,2 a,—6a,a,")a5"- +... 
= (ab)*(ac) ax bn or, 


Die fir v= 1 und y=—2 gewonnenen Resultate stimmen sehr gut 
mit der bekannten Thatsache iiberein, der zu Folge das identische 
Verschwinden der Hesseschen Covariante H die Darstellbarkeit der 
Form fi») als n'* Potenz einer linearen Form und das identische Ver- 
schwinden der Covariante 7’ fiir die biquadratische Form die Ausartung 
derselben in’ ein Quadrat einer quadratischen Form bedingt. 

Der Zweck dieser Note liegt zugleich darin, gelegentlich eines so 
eiufachen und greifbaren Beispieles, wie das behandelte ist, auf die 
Brauchbarkeit desjenigen bisher verborgenen Verfahrens hinzuweisen, 
welches durch die vier oben kurz mitgetheilten Siitze an die Hand 
gegeben wird und vorwiegend dazu geeignet erscheint, in naturgemiisser 
Weise die gebrochenen und irrationalen algebraischen Gebilde der in- 
variantentheoretischen Forschung zugiinglich zu machen. 


Leipzig, den 30. November 1885. 
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Zusatz zu der Note ,,Kinige allgemeine Satze tiber 
Raumeurven.“ 
(Diese Annalen, Bd. XXV, p. 287.) 


Von 


Apotr Hurwitz in Kinigsberg i. Pr. 


Die in dem ersten Theile der obigen Note aufgestellten Siitze sind, 
wie ich kiirzlich erfahren habe, schon vor lingerer Zeit von anderer 
Seite publicirt worden, und ich méchte hier nachtriiglich die betreffen- 
den Citate hinzufiigen. — Nach einer Mittheilung des Herrn F. Klein 
findet isich der Satz iiber die Existenz der Maximalprojection einer 
geschlossenen Curve (Satz 2 meiner Note) auch bei Mébius im § 56 
seines Werkes iiber Statik. Der Inhalt meines Satzes 1 coincidirt ferner 
im Wesentlichen mit einem Theoreme, welches Herr H. G. Zeuthen 
in der Tidsskrift for Mathematik, udgivet af C. Tychsen, im Jahr- 
gang 1865, pag. 109 zum Beweise vorgelegt hat. Dieses Theorem ist 
dann, mit mehreren Zusiitzen versehen, von Herrn L. Oppermann 
in derselben Zeitschrift, Jahrgang 1866, pag. 49 bewiesen worden und 
ebendaselbst (auf pag. 60) hat Herr Zeuthen seinen eigenen Beweis 
mitgetheilt. Beide Beweise sind in franzésischer Uebersetzung in den 
Astronomischen Nachrichten Bd. 66, Nr. 1569 in der Note ,,Nouveaux 
Théorémes relatifs aux Secteurs dans l’espace‘‘ abgedruckt worden. 


Kénigsberg i. Pr., December 1885. 
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Ueber die Deformation der Riume constanten Riemann’schen 
Kriimmungsmaasses. 


Von 


Friepricu Scuur in Leipzig. 


Im Folgenden handelt es sich vornehmlich darum Beispiele zu 
geben fiir die Deformation von mehr als zweifach ausgedehnten Riumen, 
welche in sogenannten ebenen Riiumen enthalten sind. Hier ist unter 
Deformation eines Raumes in einen anderen eine solche Abbildung 
derselben auf einander zu verstehen, bei welcher unendlich kleinen 
Linien des einen Raumes ihnen gleiche unendlich kleine Linien des 
andern entsprechen; und unter einem ebenen Raume verstehen wir 
einen solchen, in welchem das Quadrat des Linienelements durch die 
Summe der Quadrate der Coordinatenzuwachse dargestellt ist. Wiahrend 
ich, was die auf dieses Problem beziigliche Literatur betrifft, im All- 
gemeinen auf die Anmerkungen 28 und 29 des vor Kurzem erschienenen 
Buches von Herrn Killing*) verweisen méchte, will ich nicht unter- 
lassen im Besondern auf eine nicht iiberall gehérig beachtete Arbeit 
des Herrn Monro**), ,On flexure of spaces“, die Aufmerksamkeit zu 
lenken. Herr Monro behandelt allerdings nur ein specielles Problem, 
das Problem niimlich, inwieweit ein Raum von » Dimensionen in einem 
ebenen Raume von »-+ m Dimensionen in der Nahe eines Punktes 
deformirbar ist, wenn man bei Entwickelung der Gleichungen dieses 
Raumes in Potenzreihen, die in der Nihe des Punktes gelten, sich 
auf die Glieder zweiter Ordnung beschriinkt. Insofern haben seine 
Schliisse, wie er es selbst auch zugiebt, nur nach der negativen Seite 
hin Bedeutung, sie lehren nur, dass das Problem i. A. nur lésbar sein 
kann, wenn m eine gewisse Grenze iibersteigt, dass z, B. ein Raum 
von » Dimensionen in einem solchen von »-+ 1 Dimensionen i. A. 
nicht deformirbar ist; aber es ergiebt sich bei Herrn Monro dies 


*) Killing, Die nicht-euklidischen Raumformen in analytischer Behand- 
lung, Leipzig, 1885, p. 263 u. 264. 

**) §. Monro, On flexure of spaces, Proceedings of the London Mathe- 
matical Society, vol. IX, p. 171 ff. 
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Resultat mit ungemein einfachen Mitteln, im Vergleiche zu den Be- 
weisen , die andere Mathematiker dafiir gegeben haben. Ein wirklicher 
Beweis fiir die Méglichkeit einer solchen Deformation ist erst durch 
Herrn Killing gegeben worden, indem er a. a. O. p. 222 zeigt, dass 
jeder m-dimensionale Raum, welcher eine Schaar von (m — 1)-dimen- 
sionalen ebenen Raumen enthilt, in einem (n + 1)-dimensionalen 
ebenen Raume deformirbar ist. Durch die Ausfiihrung einer solchen 
Deformation ist nun auch die von beliebig vielen andern Riumen ge- 
geben, welche in dem zu deformirenden Raume enthalten sind*). Da 
indessen Herr Killing seinen Beweis durch geometrische Betrach- 
tungen gefiihrt hat, so diirfte es nicht iberfliissig sein, analytisch 
ausgefiihrte Beispiele von Deformationen der Riiume zu geben oder 
das Problem solcher Deformationen wenigstens auf das bekannte der 
Deformation von Flachen zuriickzufiihren. Wir werden uns haupt- 
sichlich mit der Deformation der Riaiume constanten Riemann’schen 
Kriimmungsmaasses beschiiftigen, wollen aber des besseren Ver- 
stindnisses wegen einige allgemeinere Untersuchungen vorausschicken, 
welche vor dem Erscheinen des Killing’schen Buches fertig gestellt 
viel Beriihrungspunkte**) mit diesem haben. 


§ 1. 
Ueber das Riemann’sche Kriimmungsmaass und das Linienelement der 
Raume, fiir welche dasselbe constant ist. 


Ist in einem Raume von m Dimensionen das Linienelement ge- 
geben in der Form: 


1 ds? == Ax AU; Ax, 
(1) 


wo die a;, eindeutige analytische Functionen von 2,, 7,,..., Z» sind, 
welche der Bedingung geniigen, dass erstens a;, = a;, zweitens die 
Discriminante obiger quadratischen Form nicht identisch verschwinde 
und diese Form eine definite oder stets positive sei, so hat man zu- 
niichst das Problem der Variationsrechnung zu lésen, die kiirzesten 
Linien in diesem Raume zu finden. Sieht man dies Problem als ge- 
lést an, so hat man nach Riemann diese kiirzesten Linien in folgender 
Art in Flichen zusammenzufassen, die wir geodiitische Flichen nennen 
kénnen. Man verbinde irgend einen Punkt (;) des Raumes mit zwei 
ihm benachbarten Punkten (a; -+ dz,;) und (% -+ d2,;) durch kirzeste 
Linien und ziehe nun die Gesammtheit der kiirzesten Linien, welche 





*) S. Killing, a. a, O. p. 239. 
**) Vergl. im Besonderen § 12 im 2. Abschn, des gen. Buches. 
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den Punkt (x;) mit den Punkten (x; + ada; + 6dx;) verbinden, wo 
« und B ganz beliebig. Dies ist eine der durch den Punkt (x;) gehen- 
den geodiitischen Fliichen, als deren Coordinaten man die Gréssen 
dx,0 x, — da,dx; betrachten kann. Das Gaussische Kriimmungsmaass 
nun dieser geodiitischen Fliiche im Punkte (x;) ist es, dem man den 
Namen des Riemann’schen Kriimmungsmaasses*) gegeben hat. Ist 
n > 2, so hiingt dasselbe natiirlich ausser von den Coordinaten x; auch 
von den Coordinaten dx;d%,— dad”; der geodiitischen Fliche ab. 
Dasselbe hat folgende analytische Form: 


a. (i,k; l,m) (da,8a,,—d2,,8x,)(da,8e,—da,da,) 
- 2&56,™m . 


(4: “im — %em%z) (42,92, — Ax, 3x;) (dx, dx,—adx, dx) 
i,kiam 


(2) K=— >-— 





wo das Semikolon zwischen i, k und l,m bedeutet, dass nur tiber 
verschiedene Paare der Indices i, k und 1, m summirt werden soll, 
wo ferner: 


. . = Aa, PO #a;, PO 
(3), ky l,m) = - Va, 08, — 0m,02, 


Ox, Ox, Ox; Oxy 


1 n 
+ zr > } Aju(pa,ir Pau,im _— P2,it Pu, km): 
77 
Hier bedeutet: 


_ 94, | O%, Hy 
(4) Prk = oa, + dx, Ga,’ 
und es ist: 
(5) >) Aaa =() oder 1, 


je nachdem 4 =k oder is k ist. Beziiglich des Beweises verweise 
ich auf die o. c. Arbeiten. 

In denjenigen Raumen nun, in denen die gewodhnliche projective 
Geometrie Geltung behilt, wenn man die kiirzesten Linien als gerade 
Linien ansieht, ist dies Kriimmungsmaass sowohl von den Coordinaten 
des Punktes als von den Coordinaten der geodiitischen Fliche unab- 
hiingig, es finden also die Relationen statt: 


(6) K (Git im — Gamair) + + (t, 3 l,m) = 0. 





*) Vergl. hieriiber die Anm, von Dedekind in Riemann’s ges. math. Werken 
p. 384 ff. und Voss, zur Theorie des Riemann’schen Kriimmungsmasses, Math, 
Ann, Bd, XVI, p. 571. 


12* 
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Dem Linienelement eines Raumes, in welchem die projective 
Geometrie gilt, kann man nimlich unter Zugrundelegung einer pro- 
jectiven Maassbestimmung, auf welche ich hier nicht niher eingehen 
kann, die Form geben: *) 


lace (> “(2 a? — m) (2 aw, t=) | 
(S a2 — m) 


(7) 





wo der Nenner gleich 0 gesetzt den Ort der unendlich fernen Punkte 
darstellt, und R mit x durch die Relation verbunden ist: 
(8) RY— 1 = cot x. 

Es ist also: 


22 — R?— x,2 
Dr 


() OP. “<ihratanaain 
(J *) 

und: 

(10) a. — 


7 ad | 


1 


und ay, = 0, wenn k 2 l, wo der 





wenn k z l. 


1 
2 R 
Index 0 den Werth der betreffenden Function fiir den Punkt 
a, = Lf, = -++= 2, =O0 bezeichnen soll. Es ist ferner stets 

da,, \° 
( ) =0Q und: 


02, 


: 0 
Demnach wird: ay, = — 





#a;, \° 4 , 
(ait) =—— apr» wenn i=—k=—=l—=—m; 


sy wenn t=ks 
—se? wenn t= 1 2k =m; 


= 0 in allen iibrigen Fallen. 
Demnach wird 
(i, k; 1, m)° =F 


eR? 


je nachdem i= kGl—=—m oder i=l12k—m, in allen andern 
Fallen aber = 0. 


*) 8. Beltrami, Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costante, 
Annali di Mat. ser. Il, tom. II, p. 232. 
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Daraus erkennt man, dass fiir den Anfangspunkt in der That die 
Gleichungen (6) erfiillt sind. Nun bleibt aber bei der Transformation: 


(11) «,—R Hse % = RVR 





ria a? wien -. 


~_= 2 a 
RYB —«; 8 Py WAY 

das Linienelement seiner Form nach unveriindert und es hat jetzt der 
Anfangspunkt des neuen Systems im alten die Coordinaten a,,0,..., 0, 
sodass also auch fiir diesen Punkt die Gleichungen (6) erfiillt sind. 
So weiter schliessend kann man zeigen, dass dieselben Gleichungen 
fiir jeden beliebigen Punkt des betrachteten Raumes erfiillt sind, sodass 
hierdurch auch direct nachgewiesen ist, dass die Form (7) des Linien- 
elements einen Raum constanten Riemann’schen Kriimmungsmaasses 
bedingt. 

Macht man die Substitution: 


ra 2V—1 «Re 
(12) Ly dite Bk 1 eRe, , ap 5 Ln—1 a= bi whch: a1 ‘ 
since, 


x? ae 


so geht das Linienelement (7) tiber in: 


dz? + da?+---+dz2 
x? at 





(13) ds? = — 


Diese Transformation ist nur fiir Riume constanten negativen 
Kriimmungsmaasses auf reelle Weise mdglich, d. h. nur wenn x? 
negativ und R? positiv. Die Riume ¢, = const., welche die constante 
Kriimmung 0 haben, entsprechen den Lobatschewsky’schen Grenz- 
fliichen *), 

Eine in jedem Falle reelle Transformation lautet: 


(14) 2, =Y—1R tan xu cos, 
t, =Y—1R tan xwsin vy, cos v,, 
tv =Y—1R tan xu sin vy, sin v, cos v3, +++, 
In-1 = V— 1K tan xu sin v, sin vy - + + SiN Vn—g COS Una, 
= Y—1£ tan xu sin », sin v, +++ sin Una 


*) S. Beltrami, 1. c. p. 249, 
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und giebt dem Linienelement (7) die Form: 


‘ ‘ sin? xw -7. . or ‘ : “4 , 
(15) ds? = dw + — i (dv,?-+ sin’v, dv,?+ sin*v, sin? v,dv,?-+--- - 


+ sin*v, - + + sin*v,_»dvji_1). 
Die geometrische Bedeutung der Grossen wu, v,, v, fir n=3 ist 
die der gewéhnlichen raiumlichen Polarcoordinaten: Radiusvector, Pol- 
héhe und geographische Liinge. 


§ 2. 
Allgemeines iiber die Deformirbarkeit der Riume. 


Bezogen sich unsre bisherigen Betrachtungen nur auf die Geometrie 
innerhalb jedes Raumes, so wollen wir uns jetzt mit der Frage be- 
schiiftigen, ob gewisse specielle Riitume in sogenannten ebenen Raiumen, 
d. h. solchen mit verschwindendem Riemann’schen Kriimmungsmaasse, 
in denen also das Quadrat des Linienelements dargestellt ist durch die 
Summe der Quadrate der Zuwachse rechtwinkliger Coordinaten, ent- 
halten sein kénnen und inwieweit sie in diesen noch deformirbar sind, 
d, h, veriinderlich ohne Veriinderung ihres Linienelements, 

In einem ebenen Raume von » + 1 Dimensionen werden wir 
einen beliebigen Raum von » Dimensionen, welcher durch den An- 
fangspunkt geht und den ebenen Raum 2,.; = 0 dort tangirt, in der 
Niihe des Anfangspunktes in rechtwinkligen Coordinaten darstellen 
kénnen in der Form: 


n 


(16) Ln+1 = F(z,, 8% Xn) = : a Cip Xj LE -{- eeee 


i,k 
Demnach wird das Linienelement dieses Raumes: 





(17) dst = Sanday day = dx? + +++ + dae ) 
i,k 
oF 
+ GG da, + +--+ = dn) : 
also: 
aF \: =. =e 
(18) ay = 1+ (32,) und ay = Oa, Oa, fiir 7 $ k. 
Ferner: 
(a, @F OF @F ar 
(19) 0x, Ox,0a, 0x, Oxba, 02, 
und 
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on) e___@F OF | oF oF , or oF 
02,02, 08,00, O%0%,, 02,02, 02,02, 02,02,0%,, 0%, 
Or oF 


+ 95,02,0a, 02, 
Daraus folgt weiter: 
0 0 —e ‘ da;, \° 
a= 1, ain = 0 fiir i$k und: (3) =0, 


ferner: 





@a;, \° 
( & ) = 2 (Ci Crm + Cim Cer)s 


0X ,0%,, 
Demnach wird: 
(21) (¢, ks Ll, m)® = 2 (Ci Cem — Cik Cem)- 
Das Riemann’sche Kriimmungsmaass hat daher fiir unsern Raum 
im Anfangspunkte die Form: 


n 
(Cie Sm — St Cem) (du, dx, — dx, dx;) (dx, dx, —dx, 3 x,) 


(22) K’= i,ksim - 
P (dx,dx,—dx,dx,)* 
zt 


Wiire unser Raum von m Dimensionen nicht in einem ebenen 
Raume von » + 1 Dimensionen enthalten, sondern erst in einem 
solchen von »-+ 2 Dimensionen, so wire er definirt durch die Glei- 
chung (16) und durch die zweite: 





(23) Late. = G(a,, eee Ln) == i> Cik Ui Ly + oa 


i,k 


wobei wir wieder annehmen, dass ihn die beiden ebenen Riume 
Sn41 = 0 und ay42—O0 tangiren; dann wird: 





' a aF\?, (@@\? 
oy wat (HEY+ 
und P ‘in 
oF oF OG pn se, 
i: Ga, 0, + 0m, Oa, fiir 7@ $ k, 


sodass schliesslich in dem Ausdrucke K® nur der Coefficient 
CizCim — Cit Cem Gurch jx Cim — Cit Cem + Ck Cim — Cit Cem 


zu ersetzen ist. In analoger Weise wiirde, falls unser Raum erst in 
einem ebenen Raume von + m Dimensionen liegt, derselbe Coeffi- 
cient durch eine Summe von m analog gebildeten zu ersetzen sein. 
Der Ausdruck (22) erlaubt uns einige, allerdings zunichst nur 
negative Schliisse zu ziehen. Stellen wir niimlich die Forderung, dass 
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durch die Gleichung (16) ein Raum constanten Riemann’schen Kriim- 
mungsmaasses dargestellt sei, so miissen in jenem Ausdrucke die Coeffi- 
cienten des Zihlers denen des Nenners proportional sein, d. h. es 
muss fiir » > 2 sein: 

co=VE, cx=O0 fir igh. 

Daraus folgt der Satz: 

In einem ebenen Raume von n-+- 1 Dimensionen giebt es, sobald 
n>2, keinen Raum constanten negativen Kriimmungsmaasses von 
n Dimensionen*). 

Einen Raum constanten positiven Kriimmungsmaasses von » Di- 
mensionen giebt es dagegen stets in einem ebenen Raume von n-+ 1 
Dimensionen, nimlich den sogenannten sphdrischen Raum: 


(25) Wy? ay? ++» Mag = 2 Har. 
Denn fiir diesen ist in der Niihe des Anfangspunktes: 
(26) Bp (82 vp at?) Pee > 


Man erkennt ausserdem leicht, dass das Linienelement dieses 
Raumes nach der Substitution: 


(27) oe. ee 
Vytt+ + —R 


die Form (7) annimmt, wenn x? = oe gesetzt wird. 





Weiterhin aber ergeben sich aus dem fiir einen in einem (m+ »)- 
dimensionalen ebenen Raume gelegenen n-dimensionalen Raume ge- 
bildeten Ausdrucke (22) keine Griinde gegen die Existenz eines n-di- 
mensionalen Raumes constanten negativen Kriimmungsmaasses in einem 
ebenen Raume von »-+ m Dimensionen, wenn m> 1, wenigstens 
nicht ohne eine genauere Discussion der Abhiingigkeit der dadurch 
bedingten Gleichungen von einander. In der That existirt in einem 
ebenen Raume von 2n — 1 Dimensionen stets ein n-dimensionaler Raum 
constanten negativen Riemann’schen Kriimmungsmaasses, niimlich der 
Raum: 


r 2 - & 
“4 =—cs—, 4 =—sin—, 
&_ r 2, r 
r & ef. 
t, = cos, 2, =——sin=, 
£n r £, r 
(28) : P 


L2n—3—=—— COS fat tie isthe 
22-—-3—— Z, r? 2n—2— Zz r 


*n 
Vf 22 —(n—1) 
[an pp anerte dan, 
*) Dieser Satz ist zuerst von Herrn Beez bewiesen worden (Zur Theorie 
des Kriimmungsmaasses, Schlémilch’s Zeitschrift f. Math. u. Phys. XXI, p. 379), 
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wo — + =x’ die constante Kriimmung ist*); denn man iiberzeugt 


sich leicht, dass in den Parametern z,,..., 2, das Linienelement die 
Form (13) hat. 

Was nun die Deformirbarkeit eines Raumes von » Dimensionen 
in einem ebenen Raume von »-+ m Dimensionen betrifft, so lisst 
sich aus dem Ausdrucke (22) wieder nur der Schluss ziehen, dass ein 
n-dimensionaler Raum in einem ebenen Raume von n+ 1 Dimen- 
sionen fiir nm > 2 i. A. nicht so deformirt werden kann, dass im An- 
fangspunkte die urspriinglichen Anfangsbedingungen erfiillt bleiben. 
Denn dann miissen die geodiitischen Flaichen des deformirten Raumes 
im Anfangspunkte dieselben Kriimmungen haben wie die sie beriihrenden 
des urspriinglichen Raumes, d. h. die den Ausdriicken ¢;% Cim — Cj: Cem 
analogen Ausdriicke miissen gegebene Werthe haben, wodurch die 
cj, bekanntlich fiir » > 2 vollstiindig bestimmt sind, vorausgesetzt 
dass die Unterdeterminanten 3. Ordnung der Discriminante der quadra- 
tischen Form (16) nicht siimmtlich verschwinden sollen. Die beiden 
Riiume, der urspriingliche und seine Deformation haben also im An- 
fangspunkte nicht nur eine Beriihrung 1. Ordnung, sondern eine Be- 
rihrung 2. Ordnung, d. h. sie beriihren sich auch in allen dem An- 
fangspunkte benachbarten Punkten. Da nunmehr fir diese Punkte 
dieselben Schliisse gelten, so haben sie auch in diesen Beriihrungen 
2. Ordnung, u. s. w. kurz sie fallen zusammen. 

Was nun den Fall betrifft, dass jene Unterdeterminanten ver- 
schwinden, so ist es zuniichst leicht zu sehen, dass jeder ebene »-di- 
mensionale Raum in einem ebenen Raume von » + 1 Dimensionen 
deformirt werden kann. Wir beschriinken uns, um dies zu erhiirten, 
darauf eine solche Deformation des ebenen »-dimensionalen Raumes 
anzugeben, niimlich den durch die Gleichung: 


(29) nts = 9 (2) 
definirten Raum, dessen Linienelement die Form: 
(30) ds* = dx,?(1 + y (@,")) + da,? +--+ + da,’ 


hat; dasselbe erhialt in der That durch die Substitution: 


(31) a = {vit p (%)? dx, 


fiir x, die Form der Summe der Quadrate der Coordinatenzuwachse, 


‘dann von Herrn Monro a. a, O. und neuerdings von Herrn Brill (Bemerkung 


iiber pseudosphiirische Mannigfaltigkeiten von 3 Dimensionen, diese Ann, Bd. XXVI, 
p. 1). Der obige Beweis lehnt sich am directesten an das Riemann’sche Kri- 
terium an. 

*) Diese Formeln sind fiir m = 3 von Herrn Brill a, a, O. gegeben worden, 
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kann also als eine Deformation des Raumes 2,4; = 0 betrachtet 
werden. 
Ja es ist leicht zu sehen, dass auch der durch die Gleichung: 


(32) Tn = P(X, Lp) 
definirte Raum stets deformirt werden kann; wir erhalten nimlich 
solche Deformationen durch jede Deformation der im Raume 2,=x,=--- 


= 2, =0 durch die Gleichung (32) dargestellten Fliche. Wir ver- 
zichten darauf, was sich leicht erreichen liesse, noch allgemeinere 
deformirbare Riume aufzustellen, weil darum doch die Frage unent- 
schieden bliebe, ob dies die allgemeinsten Riume von » Dimensionen 
sind, welche in einem ebenen Raume von m+ 1 Dimensionen defor- 
mirbar sind. Zur Entscheidung dieser Frage muss wohl eine Ver- 
allgemeinerung des Riemann’schen Kriimmungsmaasses aufgestellt 
werden, die sich zu den geodiitischen Riumen von drei Dimensionen 
verhilt wie dieses zu den geodiitischen Flichen. 

Bedenken wir noch, dass die Beibehaltung der Anfangsbedingungen 
in dem allgemeineren Falle offenbar mit einer Festsetzung der Lage 
der etwaigen Deformation gleichbedeutend ist, so kénnen wir nur das 
folgende Resultat aussprechen : 

Ein Raum von n Dimensionen kann in einem ebenen Raume von 
n-+- 1 Dimensionen nicht deformirt werden, wenn er nicht besonderen 
Bedingungen geniigt, die in dem Verschwinden aller Unterdeterminanten 
3. Ordnung der Discriminante der quadratischen Form (16) ihren Aus- 
druck finden. 

Herr Killing glaubt zwar diese Bedingungen dahin pricisiren 
zu kénnen, dass der n-dimensionale Raum eine Schaar (n — 1)-di- 
mensionaler ebener Riume enthalten muss, ,,wie nicht niher bewiesen 
werden soll.“*) Da ich diesen Beweis nicht kenne, so glaubte ich 
die obige Formulirung vorziehen zu miissen. Sie geniigt z. B. um zu 
erkennen, worauf es uns hier hauptsiichlich ankommt, dass der n-di- 
mensionale sphiirische Raum in einem ebenen Raume von n+ 1 Di- 
mensionen nicht deformirbar ist. 

Weitere Schlisse lassen sich wiederum aus den dem verallgemei- 
nerten Ausdrucke (22) entspringenden Gleichungen nicht ziehen, und 
diejenigen Schliisse, welche Herr Monro a. a. O. aus denselben, 
allerdings auf anderem Wege gewonnenen Gleichungen gezogen hat, 
kénnen als bindend oder erheblich nicht erachtet werden. Denn wenn 
wir in dem speciellen Falle wenigstens die Bedingungen angeben 
konnten, unter welchen der im Allgemeinen richtige Satz zu gelten 
aufhért, so diirfte dies in dem allgemeineren Falle sehr schwierig sein. 
Und in der That lasst sich ein Raum constanter positiver Kriimmung 


*) S. Killing, a, a. O. p. 238. 
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von ” Dimensionen in einem ebenenen Raume von » + 2 Dimensionen 
stets deformiren, was man nach dem Satze des Herrn Monro zuniichst 
nicht vermuthen wiirde. 

Will man, falls ein m-dimensionaler Raum in einem ebenen Raume 
von » + m Dimensionen soll deformirt werden kénnen, eine im All- 
gemeinen geltende untere Grenze fiir m erhalten, so geht man wohl 
am einfachsten auf diz Differentialgleichungen des Problems zuriick. 
Darnach miissen »-+-m Functionen 2, , %,,..., %n+m Von m unabhiingigen 


Veriinderlichen u,, u., ..-, %» 80 bestimmt werden, dass die : n(n-+- 1) 


aus den ersten partiellen Differentialquotienten dieser Functionen ge- 
n+m 4 


‘ 2; Ox, : 
bildeten Ausdriicke: 2 i ¥a gleich werden + n(n+1) gegebenen 
Functionen von #,, %,-.., Un. Diese + n(n+ 1) partiellen Differential- 
gleichungen 1, Ordnung fiir » +- m Functionen also werden im Allgemeinen 


nur lésbar sein, wenn m > Se=) 4 Man kénnte allerdings daran 


denken, dass, wenn fiir m < win diese sery Differentialglei- 


chungen tiberhaupt eine Lésung haben, weil ja der m-dimensionale 
Raum in einem solchen von » + m Dimensionen angenommen ist, sie 
vielleicht in jedem Falle unendlich viele haben miissten, also auch 
noch deformirbar wiiren. Indessen zeigt unser Satz fiir m= 1, dass 
dem nicht so ist. 

§ 3. 


Ueber die Deformation der Riume constanter Kriimmung. 
Wir wollen zuniichst beweisen, dass ein n-dimensionaler Raum 
constanter positiver Kriimmung stets deformirbar ist. 
Man erkennt dies leicht aus den Gleichungen: 





4 = = =. COS V,;, Ly = suse SiN UV, COS Vy, 
Ls oo Se SiN V, SIL Vy COS Vy,..., 

(33) ) %31= = Sin 0, SiN UV, .. . SIN Up—g COS Var, 
fy = “2 gin v, sin Vy... SIN Vag SID Vp—1, 











\ muagets f(u), Lape = p(u), 


*) Da m+ partielle Differentialgleichungen fiir m +  Functionen stets 
Lisungen mit willkiirlichen Functionen haben, so ist wohl die Angabe des Herrn 
n(n—1) 
= 





Killing a. a. O. p. 240, dass auch fiir m= besondere Bedingungen zu 


erfiillen sind, damit eine Deformation miglich sei, nicht richtig, 
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wodurech nach Formel (15) ein Raum constanten positiven Riemann’- 
schen Kriimmungsmaasses definirt ist, sobald: 


(34) (uy + 9 (u)? = sin? xu, 
wobei also noch eine der beiden Functionen ganz willkiirlich gewiahlt 
werden kann. 

Ebenso lisst sich zeigen, dass der durch die Gleichungen (28) 
dargestellte Raum auf mannigfache Weise deformirbar ist. Denn es ist: 


r (22 dz22 + (22 —(n—2)r*) dz? 
(35) da? + dx,?+ da, = (shaat + ( ' dass) 


an 





So oft es also gelingt 2, 7, Yzn1 so als Function von 2, und 2, 
darzustellen, dass diese Identitiét befriedigt wird, so oft ergiebt sich 
eine Deformation unseres Raumes. Da durch die Form rechts das Linien- 
element einer auf eine Rotationsfliche abwickelbare Fliche dargestellt 
ist, so ist hiermit das Problem der Deformation eines in einem (2 — 1)- 
dimensionalen ebenen Raume enthaltenen n-dimensionalen Rawmes con- 
stanten negativen Riemann’schen Kriimmungsmaasses auf das Biegungs- 
problem einer Rotationsfliche in unserm gewohnlichen Raume zuriick- 
gefiihrt. Diejenigen Deformationen, welche, wie Herr Brill a. a. O. 
bemerkt, durch die Beweglichkeit eines solchen Raumes in sich ge- 
geben sind, wiiren erst dann als wirkliche Deformationen nachgewiesen, 
wenn gezeigt wire, dass solche Bewegungen des Raumes in sich auch 
mit wirklichen Formveriinderungen desselben in Bezug auf den ihn 
enthaltenden ebenen Raum von 2” — 1 Dimensionen verbunden sind. 
Dies ist zwar wahrscheinlich, aber in Riicksicht auf die Ausnahme- 
fille, welche beim Uebergange zu héheren Dimensionen einzutreten 
pflegen, doch nicht selbstverstindlich. Da bei unserer Deformations- 
methode noch iiber zwei willkiirliche Functionen verfiigt werden kann, 
so diirfte an einer wirklichen Formveriinderung nicht zu zweifeln sein. 

Es wird zuletzt nicht ohne Interesse sein, wenn wir neben diesen 
auf der Hand liegenden Deformationsprocessen zuniichst in dem speciellen 
Falle eines dreidimensionalen Raumes constanten positiven Kriimmungs- 
maasses eine andre Deformationsmethode desselben in einem ebenen 
Raume von 5 Dimensionen angeben, welche noch zwei willkiirliche 
Functionen je einer Variablen enthilt. Wiihrend wir niimlich die 
durch die Formeln (33) definirten dreidimensionalen Riume in einem 
Raume von 5 Dimensionen auffassen kénnen als entstanden durch Ro- 
tation einer Curve in einem Raume von drei Dimensionen um eine in 
diesem befindliche Ebene, was noch eine doppelte Beweglichkeit giebt, 
kénnen wir auch fragen nach solchen dreidimensionalen Riumen con- 
stanten Kriimmungsmaasses, die entstanden sind durch Rotation einer 
Fliche in einem ebenen vierdimensionalen Raume um einen in diesem 
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befindlichen ebenen Raum Yon 3 Dimensionen, was nur noch eine ein- 
fache Beweglichkeit giebt.*) Soleche Riume werden allgemein dar- 
gestellt werden kénnen in der Form: 


(36) =, (u,v), L—=G,(U,0), 2 = P;3 (ut, v%), 
: L,= (u,v) cosw, x, = pu, v) sin w. 
Soll dieser Raum constantes Kriimmungsmaass haben und be- 
zeichnen u, v, w Radiusvector, Polhéhe und Linge in ihm, so muss 


nach (15) sein: 
> (BY + (Y= 


. 











09; ud Ow ow 
(37) ee 
Sy ny 
av + oo)” w«w? 
v7 (u, v) = ee sin? v. 


Hieraus folgt: 
>(Ry=% = 1 — cos? xu sin? v, 


2 9, 2 ; ! 
(38) 4 a... ! oe = = — ane soe sin v cos v, 











Es wird demnach: 
(39) Edw + 2Fdudv+ Gdv* 


. sin xu 
= sin? xu du? + (cos “xu cos v du — ——— sinv dv) = du’? + dv'?, 








*) Es ist bemerkenswerth, dass in einem ebenen Raume von 4 Dimensionen 
durch Rotation einer gemeinen Schraubenlinie in einem ebenen dreidimensionalen 
Raumé um eine in diesem befindliche und durch die Axe der Schraubenlinie 
gehende Ebene eine Fliche constanten positiven Kriimmungsmaasses entsteht, wie 
die Formeln lehren: 

Vi-e 


c c .. v 
= oa aetna Qe cos *xU, Ro, oem 


° 


x, = * sin xw sin ~- 
a c 
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wenn gesetzt wird: 


COS *U ’ sin *U 
(40) v= ~-—"s v= —— wv. 


Wir werden daher die Gleichungen (37) auf die allgemeinste Weise 
befriedigt haben, wenn wir 9,, 92, 93 gleich solchen Functionen von 
w und v' setzen, dass 1, Po, 3 die drei rechtwinkligen Coordinaten 
einer abwickelbaren Fliche darstellen, fiir welche die Linien u’ = const. 
und v' = const. geodiitische Isothermen sind. Hiermit ist also die Lésung 
unseres Problems auf die bekanntere zuriickgefiihrt. 

Soll diese abwickelbare Fliche die Ebene selbst sein, so kénnen 
wir 9, =u, 9, =v und g, =O setzen und erhalten den schon be- 
kannten sphirischen Raum. Der niichste einfachere Fall wiire der des 
Kreiscylinders. Dann kénnen wir setzen: 

(41) P, =a cos ~, $2 = asin —, Q, = 0, 


vud erhalten den Raum constanten positiven Kriimmungsmaasses: 





cos *U - ( COs x& sin x¥ ( 
“2, = acos(———),_ x, = a sin (——_),_ « = —— cos, 
(42) ax a ax “ ( 
; sin xv _. sin xu _- : 
“, = ———- sinvcosw, 4%z, = ——— sinvsin w. 


Wiirde man fir die letzten beiden Gleichungen (36) die Glei- 
chungen setzen: 


(* = (U, ¥,) COS ¥,, XZ = (4, v,) Sin v, COS v5, ( 





(43 Z, = (U, v;) sin v, sin v3,... 
3) Lnti= W(U, Vy) SIM Vy SM Vy... SIM Up—g COS Unt, , 
Sn42—= Y(U, V,) SiN V. SIM Vy... SM Vpn, 


so hiitte man auch das Problem der Deformation eines n-dimensionalen 
Raumes constanter Kriimmung in einem ebenen Raume von n+ 2 
Dimensionen auf die Biegung der Ebene im gewodhnlichen Raume 
zuriickgefiihrt, also auch Lésungen des Problems mit zwei willkiirlichen 
Functionen erhalten. Obwohl ich nicht zu behaupten wage, dass hier- 
mit das Problem in allgemeinster Weise gelést sei, so diirften die 
obigen Beispiele immerhin der Beachtung werth sein. 


Leipzig, im November 1885. 

















Sur les racines de certaines équations. 
(Seconde note.) 


Par 


Anpré Marxorr a St. Pétersbourg. 


Soit V(y, §) une fonction de deux variables ¢ et &. 
Nous allons considérer la fonction 


(1) Pn(Y, &) = Doy* + PY +++ + Peay + Pr, 
ou les coefficients 


Por Pi» Poy + ++» Pr—1y Pn 
sont des fonctions d’une seule variable &, qu’on détermine par la 
condition: 


@) [on 8 Vu) ody =0 


pour chaque fonction entiére m(y) du degré n — 1. 

Tous les nombres de nos calculs nous supposerons réels. 

Outre cela nous supposons, que V(y, &) reste constamment positive 
pour toutes les valeurs considérées de § & condition que a < y <b. 

Alors, comme on sait*), & chaque valeur, de € correspondent » 
différentes valeurs de z 

@ um &,, Bay + 25 Sup 

satisfaisantes 4 ]’équation 
(3) Pn(Z, §) = 0, 
et tous ces nombres 2%,, 7,,...,%, se contiennent entre a et b. Pour 
les définir mieux on peut supposer 


GLB aye She < ae <. 
Le but de cette note consiste dans la démonstration de quelques pro- 


positions sur les changements des 2; correspondants aux change- 
ments de &. 


*) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen. Zweite Auflage p. 286—297. 
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Théoréme. 
Si, pour a << y <b, Von a constamment 


@/1 av 
oy (7 Ge) > 9 
tous les nombres x; croissent, lorsque § augmente. 


Démonstration. 
Différentiant la formule (2) par rapport 4 &, on a 


b 
fr Vody + fon sv ody =0. 


Posons maintenant dans la derniére formule 


9, (Y, §) 
¥— az; 


et dans la formule (2) 


09, (y, §) 09, (%, §) 
— mae Sey 


y— &; 





o= 


De cette maniére nous trouvons 


5 \ » n\J> n ? 
On 8) oe ® Vay +f noe: Hf  aV 2, 0 


0& ee y— x; 3 


b 


OPnY &) OP (X;> é) ) Pn (Y, §) _ 
S( — Cwm PF eee ees 


a 


dow il suit 


b 6 
7) ? ? ? e ? 
(4) vale ‘ mel) f 208 U) Vay ——[ 2% b- 9%) avy ® 


— aE dy. 


Enfin ayant égard aux égalités 


OP, (%;, § tad n(Y> §) - Py (y, §) 
88, ye y—a, "Hb dy “f gaa Bay 


a 


6 
a a 
ey i) — Pay, §) 
= | galy,§)- Sap Vy, &) dy =0 





a 
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w0.8 98 V1y, 
reso f abe 2 BED ay 


dV (ar nV P 
=f (ren 2tpe— Viy,ti— ge) Hae Eee 


7 
il est facile de transformer la formule (4) en ce qui suit 
0% (®%» é) 
da, ee: a 
dE Bn (es 8) 


Ox, 


¢ OV(a,, § 
Voy 9 SD a rib 
Gu (¥ 8), (gs 8) -=————°8 _@8 _ dy 


6 
‘y, 2 
viens) { ( elt 8)) Vy, dy 


D’autre part d’aprés la condition, dite plus haut, l’expression 
Rae 4 
Vo 
doit croitre ou décroitre en méme temps que y augmente ou diminue, 
et il s’en suit que les différences 





o7in® _ OV (x, 6) 
1 @Viyg) 1 OV (m, ) V (%,.8)— a V (y, &) 


Vt) 0 V(m.é) 08 Vy. . V(@,, &) 6; 
et 





yom 
doivent étre de méme signe. 
Par conséquent le rapport 


AV (a 8 
V(e8) ED — °C) vy 








y¥—a; 
est un nombre positif. 
Done les deux intégrales de la formule (5) sont positifs et par 


dx, - 
conséquent “Ee est aussi positif; en d’autres termes, 2; et & croissent 


ou décroissent simultanément. 
Application. 
Posons 


oma 1, ba +1, Hy, 9 — tM f(y). 


Mathematische Annalen. XXVIII. 13 
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Alors 


y Ge =e log (1 +9) — B log (1 — y) 


a 


= G 
er Waits + ry: 


Par conséquent toutes les conditions du théoreme précédent seront 
satisfaites, si l’on a 


«e>9,B>090, fy)>0 por —l<y<+1]. 
Arrétons nous sur le cas, od 
1 : 
a= B= — et f(y) =—1, 
et considérons les fonctions 


Pn(y, —1), Qn(y,9), aly, 1). 


Dans ce cas on peut poser 
sin {(n- + 2 arc cos cos yf 


9a(y, — 1) = —*— 
pe ad” (y® — 1)" 
Prl¥, 0) = dy" ? 
. \ 
cos 4(-+ ->) arc cos y 
(y,+1)= = — 


et par suite les racines de l’équation »,(y, — 1) = 0 en ordre ascen- 
dant seront 
o 2nn eee 2(n—2)z . An eos — 22 
2n+1? wm+1? Q2n+1? 2n+1 
et les racines de l’équation »,(y, + 1) = 0 aussi en ordre ascendant 
seront 
(Qn—1)e 4, (2m—3)e 
— Qn+1? 2m+1 ? 
Ayant cela, d’aprés le théoreme précédent il est facile de conclure 
que les racines de l’équation connue 
— @&@y-y" _ 6 
dy” 


cos **, COS 





cos <>” on 
° 2n-+1? 2n+1 


se trouvent, une 4 une, dans les intervalles suivants 


(cos Qnx oo -On— Oe), (cos O2 —*) 2)a (2m — 3)a 


S - eee 
an+1? Son +1 ani? ona 


(c be, ea )- 
> (8 oni? 2n+1 
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Théoréme. 

Soit 


dy oViy, &) 
08 


a¥u8 > 0 ~ 2 (y—e) V(y, &) <0, 


e ctant un nombre compris entre a et b. 
Alors (x; — e)? augmente, lorsque & croit. 
Démonstration. 
Tl est facile de transformer la formule (5) en ce qui suit 


b 
d , — e)* n ’ ) 2 
+ ee pf (ee?) Vy, &) dy 





y 


OV (a,,&) 


og 





(#% — €) V (ar 8) PPB _y_ey 1,8) 


= | oly. 8)- 909, 8) — _ 








+ of a(Ys 8) a(ys &) Vy, €) dy 


et de cette formule notre proposition découle immédiatémment. 





Application. 
Posons 
a=—1, b=+1, e=0, Viy, §) = (1 — y?)-$. 
Dans ce cas les conditions du théoreme précédent sont satisfaites, car 
av ) 
oD. = — (1 — 9?) hog (1 — y') > 0 
et 
ay? pour —l<y<-+l. 
a. | 9: Vy) |__ log i— 9) + 7 <0 
oy ony: §) {log (1—y*)}* 
& } 





Considérant maintenant les fonctions 


1 , 1 
Pn (y, +) Pn(Y,9), Pn (y, _ +), 
qui en vertu de nos positions deviennent 


(y* — 1)” i 1) arc cos 
cos (n are cos y), da" (y* — 1) sin ((n-++1) ¥) 





’ 


dy ’ Vi- ¥ 


13* 
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nous pouvons conclure, que les racines de l’équation 


eT wt 
dy” 


sont comprises, une & une, dans les intervalles suivants 


(cos a ) (cos 3m cos Ss), (cos 2” cos — = .), - 
~ on? ~~" n+i17? 2n? n+ 1/7? Qn? ED? 


(cos Qx—Ds oe _*® =~): 
? 2n ? =F 1 


Ces intervalles sont plus étroits que les précédents. 


St. Pétersbourg, le 17. novembre 1885. 























Ueber endliche Gruppen linearer Substitutionen, welche i 
der Theorie der elliptischen Transcendenten auftreten. 


Von 


Avotr Hurwrrz in Kénigsberg i. Pr. 


Einleitung. 


Durch die Untersuchungen iiber die Anwendung der Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen auf die Zahlentheorie, mit welchen ich 
seit liingerer’ Zeit beschiiftigt bin, wurde ich veranlasst einen Theil 
derjenigen Resultate weiter zu verfolgen, welche Herr Klein in seinen 
neusten Publicationen iiber elliptische Modulfunctionen*) dargelegt hat. 
Ich meine hier namentlich die Siitze tiber das Verhalten der n-glied- 
rigen 6-Producte X,(u) bei linearer Transformation der Perioden 
w,, @,**). Diese Siitze habe ich zuniichst auf den Fall auszudehnen 
versucht, welchen Herr Klein ausschliesst, um seinen Entwicklungen 
eine gréssere Gleichmiissigkeit zu geben, nimlich den Fall wo die 
Zahl » einen geraden Werth besitzt. Es stellte sich dabei heraus, 
dass auch in diesem Falle m o-Producte Xa(u) so definirt werden 
kénnen, dass dieselben bei linearen Transformationen der Perioden 
lineare homogene Substitutionen mit rein mumerischen Coefficienten 
erfahren. Dieses Resultat und die Untersuchung der Substitutions- 
gruppe der Functionen X,(u), welche entsteht, wenn man die Perioden 
allen méglichen linearen Transformationen unterwirft, bezeichnen den 
wesentlichen Inhalt der ersten fiinf Paragraphen der nachfolgenden 
Abhandlung. Dabei habe ich jedoch auf's Neue auch die zu ungeraden 


*) ,,Zur Theorie der elliptischen Functionen n't Stufe,‘‘ Berichte der Kénigl. 
Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften vom 14. November 1884; ,,Ueber die 
elliptischen Normalcurven der N*" Ordnung und zugehirige Modulfunctionen der 
N= Stufe,“* Abhandlungen der mathematisch-physikalischen Classe der Kénigl. 
Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften, Bd. 13, No. 1V. Letztere Abhand- 
lung soll in der Folge mit M. citirt werden. Man findet dort auch zahlreiche 
Citate auf verwandte Untersuchungen anderer Mathematiker. 

**) M. § 15—17. 
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Zahlen n gehorigen X,(u) behandelt, indem ich stets die beiden 
Fille eines geraden und ungeraden m nebeneinander betrachte. Es 
erschien mir dieses wiinschenswerth, um die Analogie und den Unter- 
schied zwischen beiden Fiillen deutlich hervortreten zu lassen, ab- 
gesehen davon, dass dadurch auch die Klarheit der Darstellung er- 
heblich gewann. 

Die weiteren an die erhaltenen Resultate ankniipfenden Ent- 
wicklungen sind theils gruppentheoretischer, theils functionentheoreti- 
scher Natur, wie sich iiberhaupt in dieser ganzen Untersuchung beide 
Disciplinen — Gruppentheorie und Functionentheorie — sich gegen- 
seitig unterstiitzend in merkwiirdiger Weise durchsetzen. Auf der 
einen Seite ergiebt die functionentheoretische Betrachtung jene o- Pro- 
ducte X,(u) und mit ihnen die Existenz gewisser endlicher Gruppen 
von homogenen linearen Substitutionen. Indem diese letzteren nun- 
mehr vom gruppentheoretischen Standpunkte aus betrachtet werden 
(in den §§ 6, 9, 11, 13), ergeben sich rein gruppentheoretische Siitze, 
welche ihrerseits wieder der Functionentheorie neue Resultate zufiihren, 
namentlich unendlich viele neue Systeme von Functionen bilden lehren, 
die sich bei linearen Transformationen der Perioden @,, @, wie die 
Functionen X,(u) verhalten (§§ 10, 12, 14, 15). 

Diese Herstellung neuer Functionssysteme griindet sich in letzter 
Instanz auf einen in § 8 abgeleiteten gruppentheoretischen Satz von 
grosser Allgemeinheit, welcher auch bei anderen Untersuchungen von 
Vortheil sein diirfte. Derselbe entspringt der Verallgemeinerung einer 
von Herrn Klein*) fiir zwei isomorphe Gruppen von homogenen 
linearen Substitutionen behandelten Aufgabe, welche solche Functionen 
der Variabeln der einen Gruppe zu bilden verlangt, die sich wie die 
Variabeln der anderen Gruppe substituiren. Meine Verallgemeinerung 
besteht darin, dass ich an Stelle von zwei Gruppen deren drei (oder 
auch beliebig viele), welche in einer dem Isomorphismus zweier Gruppen 
analogen Beziehung zu einander stehen, betrachte. 

Auf die zahlentheoretischen Anwendungen der vorliegenden Unter- 
suchungen denke ich demniichst zuriickzukommen. In Riicksicht auf 
diese Anwendungen habe ich in den Schlussparagraphen einige Be- 
merkungen tiber jene iiberall endlichen Functionen des Periodenver- 


oy . @. . 
hiiltnisses —* aufgenommen, welche unter anderem bei den Classen- 
1 


*) ,,Ueber die Auflisung gewisser Gleichungen vom siebenten und achten 
Grade,“ diese Annalen Bd. 15, pag. 253-255. Fiir meine Zwecke wiirden 
schon die von Herrn Klein entwickelten Resultate ausgereicht haben; doch 
hiitte die Darstellung ihre Eleganz eingebiisst, wenn ich auf die oben er- 
wabnte Verallgemeinerung hiitte verzichten wollen. (Vgl. die Anmerkung zu 
pag. 211.) 
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zahlrelationen von Wichtigkeit werden. Die Untersuchung dieser 
Functionen ist es auch gewesen, welche mir die erste Veranlassung 
zu den nachfolgenden Entwicklungen gegeben hat. 


§ 1. 
Der Hermite’sche Satz. 


Die Elemente, aus denen sich die doppeltperiodischen Functionen 
zusammensetzen, sind bekanntlich solche eindeutige fiir alle endlichen 
Werthe des Argumentes stetige Functionen X(u), welche sich bei 
Vermehrung des Argumentes um die Perioden @,,@, den folgenden 
Gleichungen gemiiss verhalten: 


X(u + @,) = ert X(w), 
(1) X(u + @,) = eet X(u). 
Dabei bedeuten 
Gy, by, dy, dy 
Gréssen, welche von u unabhingig sind. Was die Perioden angeht, 
so will ich gleich hier festsetzen, dass der Quotient 
=> 
be | 
einen positiv-imaginiren Bestandtheil besitzen soll, was stets (durch 
eventuelle Vertauschung von @, mit @,) erreicht werden kann. Unter 
dieser Festsetzung ist die Grosse 
(2) My — GM __ n 
2ut 

eine positive ganze Zahl, welche angiebt wie hiufig X(w) im Perioden- 
parallelogramme verschwindet. Betrachten wir nun alle Functionen, 
welche zu derselben Zahl » gehéren! Es ist dann keine wesentliche 
Beschrinkung, wenn wir nur diejenigen Functionen X(u) bertick- 
sichtigen , fiir welche die Gréssen 

Ay, by, My, dy 
feste Werthe besitzen. Sollte nimlich X(w) zu anderen Grdssen 

a,', by’, ay, b,’ 
gehéren, so wiirde doch bei passender Wahl der Constanten 

: M, N,k 
die Function 
X(u) =e M (u—k)*—N (u-k) X(u k) 

zu den ungestrichelten Gréssen gehdren. Es driickt sich also die all- 
gemeinste Function X(u) in der Form 
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(3) X(u) = eMw+-Nu X (yu + k) 

durch die von uns allein zu betrachtenden X(w) aus. Es ist aber 
leicht die letzteren Functionen siimmtlich anzugeben. Da niimlich der 
Quotient irgend zweier eine doppeltperiodische Function mit den 
Perioden ,, @, vorstellt, so lassen sich die Constanten 


q,% 
so bestimmen, dass die Functionen 
(4) p (u) = ervitru X(u) 
simmtlich die Periode w, erhalten. Alsdann wird offenbar: 
(5) Sade “9 (u), 
p(u + @,) = et o(u) 


und, da die Nullstellen von p(w) mit denen von X(w) tibereinstimmen, 
muss nach Gleichung (2) 





22% 
“a= —— -n 
@ 
sein. Setzen wir nun: 
2iz 2ia 
o, o, 
(6) g=e', h=e”™ , 


Bezeichnungen, welche in der Folge stets beibehalten werden sollen*), 
so ist p(w) jedenfalls in der Form 


+o 
g(u) = > A,a-* 


darstellbar, da diese Function die Periode a, besitzt. 
In Folge der zweiten Gleichung (5) ergiebt sich aber 


(7) A,_, =e *h-*A, 
und diese Recursionsformel fiir die Coefficienten A, zeigt, dass die- 
selben sich auf die » willkiirlich bleibenden Gréssen 

Mine Mae « «4 Mis 
reduciren. Wir wollen 

A, = Ca* Qa 

setzen, unter c, eine willkiirlich bleibende und unter g, eine spiiter 
fest zu bestimmende Constante verstanden. Alsdann wird die all- 
gemeinste Function g(w) in der Form 


*) Die Gréssen z, h sind die Weierstrass’schen 2*, h?, (Siehe die ,,Formeln 
und Lehrsiitze zum Gebrauche der elliptischen Functionen.“* Nach Vorlesungen 
und Aufzeichnungen des Herrn Professor K. Weierstrass, bearbeitet und heraus- 
gegeben von H. A. Schwarz). Im Uebrigen weichen meine Bezeichnungen, 
wie die des Herrn Klein, nur insofern von den Weierstrass’schen ab, als 
2m, 2@', 2n, 2 bez, durch a, @:, 44, N2 ersetzt werden. 
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(8) P(U) = Cy Po (te) + 6, My (U) ++ + + Cua Pua (4) 
und also, in Folge der Gleichung (4), die allgemeinste Function X(u) 
in der Form 


(9) X (uw) = Cy Xy (w) + c, X,(u) +--+ + c,_, X,_.(w)* 


enthalten sein. Dabei ist: 





+2 _%\, (sn—a? 
(10) Ge) = 00 DH(e*h *) a gee 
und = 
(11) Xa (u) = e-1"—-" wy, (u) 


gesetzt worden. 

Alle Functionen X(u) setzen sich also aus n von einander unab- 
hiingigen linear und homogen zusammen, welches der Hermite’sche 
Satz ist. 

Die vorstehende, iibrigens wohlbekannte, Betrachtung ergiebt aber 
zugleich ein (bis auf die Factoren @2) bestimmtes System von » unab- 
hiingigen Functionen 

X(u), Xy(w), +++ Xna (us). 
Und hieran kniipft sich nun die Aufgabe, deren Erledigung unser 
niichstes Ziel bildet, niamlich: 

Man soll diese Functionen X,,(u), insbesondere ihr Verhalten bei 
linearen Transformationen der Perioden einer eingehenden Untersuchung 
unterwerfen. 


§ 2. 
Nihere Bestimmung der Functionen X,(u). Eigenschaften dieser 
Functionen. 


Das soeben formulirte Problem wird erst. dann vollstiindig be- 

stimmt sein, wenn wir uns tiber die Wahl der festen Gréssen 
yy Dy, Gay by, Qo, Orr ++ > On—a 
schltissig gemacht haben. Was die ersten vier Gréssen angeht, so 
verfiigen wir iiber dieselben, indem wir festsetzen, dass die Function 
[o (u)]" 

zu den von uns betrachteten Functionen X(u) gehéren soll. Dabei 
bedeutet 6(u) die Weierstrass’sche Function, welche den Gleichungen 
m ut! i 
o(u-+ @,)—e ( i) 
te (wey +a 


o(u + @,) = e 


6(u), 


o(u) 


(12) 


geniigt, wihrend 








A, Hurwirz. 
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M1 @e— Ne __ 
(13) 26 —™~S 1 ( 
ist, so dass o(u) eine zur Zahl n= 1 gehdrige Function X(u) vor- 8 
stellt. Diese Festsetzung erweist sich fiir uns darum so zweckmissig, 
weil die Function o(u) bei allen linearen Transformationen der Perioden \ 
ungeandert bleibt, was wir in der Gleichung , 
(14) o(u | aa, + Bo, yo, + 0@,) = 6(u| w,, @,) ( 


zum Ausdruck bringen. 

Die nunmehr bis auf die Factoren 9, bestimmten Functionen 
X.(w) kénnen wir ohne Schwierigkeit durch die Function o(u) dar- 
stellen. Da niimlich, zufolge der Gleichung (10) | 


2in 
(15) peut =e * ga(w) | 
und iiberdies, zufolge (5), 
(16) Pau + @,) = ett pa (UW) | 


ist, so lisst sich g,(u) als eine zu den Perioden = , @, gehdrige 
Function X(u) auffassen. Die Zahl der incongruenten Nullstellen 


dieser Function findet sich (cf. Gleichung (2)) gleich 


a 
— a . o - 
“art, 
und es ist daher nach Gleichung (3) (uw) und folglich auch X,(u) in 


der Form: 
Xa(u) = const. Maw t+Na" g(y + ka | 2 ’ @,) 


darstellbar. Die Gréssen M,, N , ke bestimmen sich durch die Glei- 
chung (15) und die Forderung, dass 

X,, (u) 

[o(w)]” 
die Perioden @, und @, besitzen soll. Das schliessliche Resultat stellt 
sich am einfachsten dar, wenn wir mit Herrn Klein*): 





*) M. Formel (13). Es ist hier im Exponenten von e nach w das Plus- in 
das Minuszeichen zu veriindern. Zwei andere Druckfehler finden sich in Formel 
(22), Wo es im Exponenten von e FoF Oey statt om tae heisse 
und in Formel (33), wo der Nenner o(w, a, w,)" fortgelassen ist. (Einige weitere 
Unrichtigkeiten sind mir von Hrn. Kiepert mitgetheilt worden; ich lasse die- 
selben am Schlusse der vorliegenden Arbeit folgen. — F. Klein.) 





muss, 
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zw,ty 
(@ %-+Y 2) aia ee iy) 
(17) Gz,y(u | @, @.) =e ( ; + 6(U— Zo, — yo, | @,, @,) 


r- setzen. Man findet nimlich nach kurzer Rechnung: 

: (18) Xa(u) — Ba %e-g aul sm), 
wobei ' 
(19) e= + oder e=0 


zu nehmen ist, je nachdem m eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. 
Die Bedeutung von G, ist aus der Gleichung: 


nny — 2H Me — "7 
(20) G, = — = = 2 





ersichtlich, in welcher »,, 7, die Werthe bezeichnen, die 4,, 4, bei 


Ersetzung von @, durch “ annehmen, Die Gréssen gu. endlich be- 


zeichnen Constanten, deren Fixirung mit einer bestimmten Wahl der 
Factoren @, tibereinkommt. 
e Wir reduciren diese Constanten auf eine einzige noch willkirlich 
bleibende w, indem wir festsetzen, dass 


n 
—%, 
(21) tase ™™ -e * «p*), oder 
Ha = (— 1-4 
sein soll, je nachdem » eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. Da- 
s durch erreichen wir einerseits, dass die rechte Seite der Gleichung (18) 


sich ungeiindert reproducirt, wenn die Zah) « um ein Multiplum von 
n wiichst und dass also 


Xin (u) = Xa (u) 


wird, wenn wir, was nunmehr geschehen soll, die Function X¢(w) 
fiir einen beliebigen ganzzahligen Index @ durch die Gleichung (18) 
definiren. Andererseits gestalten sich durch die getroffene Wahl der 
Factoren uw, diejenigen Formeln besonders einfach, zu welchen die 
t Vermehrung des Argumentes u um Perioden-n‘ Anlass giebt. Wir 
haben nimlich nunmehr folgende fundamentalen Relationen**), deren 
Beweise ich hier unterdriicken kann, da sie giinzlich elementarer 
Natur sind: 





l — ———— 


Siz 

*) Der Factor e * , welcher zuniichst vollstiindig willkiirlich erscheint und 

an dieser Stelle auch noch hitte fortbleiben kénnen, ist hinzugesetzt worden, um 

> demniichst (§ 3 Gleichung 27) eine gréssere Anniiherung zwischen den Formeln 
; fiir gerade und ungerade Werthe von m zu erzielen. 

**) Vg). M. Formeln (58), (59), (60), (62), (63). 
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Th Xain(u) = Xa(u), 
II) X.(—u) = (— 1) Xn—a(U), 


2ia iz 
= ae @ayt—— dae 


WM) Xu(w + hte) — (_ 1padtio.e 


4, 0,+4, Wy 
(Ay Mit 4a M2) ( u}-—_—_—_ 
-e ( 2n ) . ) (u) 


II*) Xa (u) — (— 1)"« i (ae) xX, (u a =) ; 


Dabei bedeuten in der Gleichung III) die Gréssen 
Ay, Ay 
irgend welche ganze Zahlen; die Gleichung III*) entsteht aus III), 
indem man 
A, = QO, A, =e 


@ Me 


und sodann u — an Stelle von wu setzt. 


Wollen wir den Fall eines geraden » von dem eines ungeraden 
ausdriicklich unterscheiden, so werden die Vorzeichen 


ee, eo, i 
im ersteren Falle siimmtlich gleich + 1, in letzterem der Reihe nach 
gleich 
—1, (— 14, (— 1) 


§ 3. 
Nullstellen der Functionen X,(w). Darstellung dieser Functionen 
durch #-Reihen. 


Ausser den im vorigen Paragraphen entwickelten Eigenschaften 
der X,(u) stelle ich hier noch zwei weitere zusammen, welche fiir 
die spiiteren Untersuchungen unentbehrlich sind. Erstens geben die 
Nullstellen unserer Functionen zu folgendem Satze Anlass: 

Die Function X,(u) verschwindet an den n Stellen: 
(22) w= e(o, + )pa-% 4-2, (x0, 1,2,---,n—1). 


n? 


Die Gesammtheit der Nullstellen erhilt man, indem man zu diesen 
nm Stellen noch alle ihnen (mod. @,, @,) congruenten Stellen hinzunimmt. 
Dabei ist wie oben 


zu setzen, je nachdem » gerade oder ungerade ist. 
Zweitens will ich die Function X,(w) durch #-Functionen dar- 














), 


n 
ir 


n 
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stellen, eine Darstellung, welche iibrigens implicite schon in Gleichung 
(10) enthalten ist. 

Hierbei wird die Discriminante A von Wichtigkeit, welche durch 
den Ansatz: 


1 @ 


(23) V2 VR= a [ef (1 — h’), (a = ete) 
1 


definirt werden kann. Die ‘j/A ist als Function von @,, @, offenbar 


nur bis auf das Vorzeichen bestimmt, wiahrend das Product / ay “VA 


eine vollig bestimmte einwerthige Function des Quotienten =“. ist, 
1 
dieselbe Function, welche in den fundamentalen Arbeiten des Herrn 
Dedekind*) mit n(=) bezeichnet ist. Wir werden in der Folge 
i 


unter ‘ 
Gays 
( ot a p [" ar 


verstehen und dieser wird eine bestimmte einwerthige Function von 
@,, @, sein, wenn nur 


stets den Werth 


s—12¢ und 24¢ 
ganze Zahlen vorstellen. 
Es sollen ferner, wenn erforderlich, die Argumente @,, @, in 
die Bezeichnung von A aufgenommen werden, so dass wir 
A(@, @,) 


statt A schlechthin schreiben; endlich wollen wir zur Abkiirzung: 


A ( , @,) =A 
setzen. 
Dies vorausgeschickt ist nun bekanntlich 








c nu 
2a, 
i7™= J 2a 1 =| = ’ 
(24) ah ¢ 
20, — 
6, (u\@,, @,) = —-—__ -e * a, (S|), 
$4 Poy @, | Wy 


*) ,,Schreiben an Herrn Borchardt itiber die Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen“ Crelle’s Journal Bd. 83, pag. 265. 

Siehe auch die Erliuterungen zu den Riemann’schen Fragmenten iiber die 
Grenzfille der elliptischen Modulfunctionen in Riemann’s Werken pag, 438. 
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wobei 


(21)? 2841 


hed th - Je 
9, (= |> —1 Sy ie 


(25) 
9, (> 2)= Sie 


ist. Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (18), (19), (21) er- 
giebt sich daher: 


RM 
2m," 


@) Km 7 ta (SEA) 
V2,Ve 


Ziehen wir noch die Gleichung IIJ*) des vorigen Paragraphen zu 
Hiilfe, so erhalten wir folgendes Resultat: 

Die Funetionen X.(u) driicken sich durch #-Functionen in nach- 
stehender Weise aus: 


eal a 2 


(27) X,,(u)—p- wu (— 1)"*z-ah Pipse( 
V Vo 


1 : ; 
wobei, wie friiher «= — oder ¢ = au setzen ist, je nachdem n 











all N Ws 
a ? 


oO, bed | 


einen geraden oder einen ungeraden Werth besitet. 
Tragen wir fiir die #-Functionen ihre Reihenentwicklungen (25) 
ein, so kommt 


nih yp +a (ns—ay 


a) Xe —p- Ss oe 
V2 -Va —@ 
2an 
fiir einen geraden Werth von m, und 


mM 12 


TS 


" VaeVa 


Qun 


(28*) _ Xe(u) = 


((2 s+1)n—2@)* ee 
Seyn ong 


fiir einen ungeraden Werth von n*). 





*) Als n-gliedriges ¢- Product stellt sich X,(u) in der Form 


pV 2 Dd id 


. me (u) 
ata’s 




















i -_ - - ~ A oe ee 
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§ 4. 
Lineare Transformation der Perioden. 


Nunmehr komme ich zu der Hauptfrage, welche uns hier be- 
schiftigen soll, namlich wie sich die Functionen X,(u) gegeniiber 
linearer Transformation der Perioden verhalten. Es treten hier die- 
jenigen Ueberlegungen ein, welche Herr Klein fiir die zu ungeradem 
nm gehdrigen X,(w) im § 15 seiner Abhandlung , Ueber die elliptischen 
Normalcurven der N‘ Ordnung, und zugehérige Modulfunctionen der 
N' Stufe* angestellt hat und die sich ohne Weiteres auf den Fall 
eines geraden » iibertragen. Der Vollstiindigkeit halber will ich diese 
Ueberlegungen hier wiederholen, indem ich als eine beliebige Zahl 
voraussetze, 

In den Quotienten 

X,(u) 
[o(w) |” 
moge statt @,, @, respective o,’, @,’ gesetzt werden, wo 
(29) eae 
@, =cw, +da,, 


und a, b, ec, 4 ganze Zahlen der Determinante 
ad—be=1 


sind. Bei dieser Substitution bleibt o(w) ungeiindert; unser Quotient 


geht also etwa in 
X,(u) 


[o(u)]* 
iiber. Offenbar wird aber letzterer Bruch, wie der urspriingliche, die 
Perioden @,, @, besitzen. Daher ist nach dem Hermite’schen Satze 
(ef. § 1): 
(30) Xa (u) — 2 Ay (U) + Ca1 Xy (w) +-:: “+b Ca, n—1 Xn-1 (u), 
wo die Coefficienten c.g von « unabhiingige Gréssen bedeuten. Diese 
Gleichung vertritt im Ganzen m Gleichungen, da @ die Werthe 
0, 1,2, +++, ®—1 annehmen kann. Ihr Inhalt driickt sich in 
Worten dahin aus, dass die Functionen X,(u) eine homogene lineare 
Substitution mit von « unabhingigen Coefficienten erfahren, falls die 
Perioden einer linearen Transformation (29) unterworfen werden. 


_ nia, Sia iantl, 
dar, wobei der Factor f gleich e * * oder e” * zu nehmenist, je nach- 
dem » gerade oder ungerade ist. Von dieser Darstellung wird jedoch in der 
Folge kein Gébrauch gemacht. Vgl. wegen (27) und (28*) die Gleichungen M. 
(71) und (73), 
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Was die Bestimmung der Substitutionscoefficienten ¢,, angeht, so 
lisst sich dieselbe bis zu einem gewissen Punkte fast ohne jede Rech- 
nung ausfiihren. 

Zunichst ist klar, dass von den m Gleichungen (30) nur die 
erste, also 


(30%) Xo" (uw) = Coy Xo (ue) + Coy Xi (H) H+» + Con—1 Xn (uw) 
aufgestellt zu werden braucht. Denn vermdge der Gleichung III*) im 
§ 2 geht man von X,'(u) sofort zu X,’(u) iiber, indem man statt u 
das Argument 
CW, aca, + ada. 

oe eR ag 
eintrigt. Die Coefficienten ¢, lassen sich ferner im Allgemeinen 
simmtlich durch den ersten ¢), ausdriicken, indem man in (30*) 

uU aL jm = u& aa Adam te, 
an Stelle von w setzt und sodann die Gleichung III) im § 2 beriick- 
sichtigt. Die Bestimmung der Coefficienten Cag Werden wir vor allem 
fiir die beiden Transformationen: 


(31) Cages _ alg 
@) = @ + @; @) = @ 

ausfiihren. Wir werden dann das ganze System der Substitutionen 
(30) insofern beherrschen, als sich jede Transformation (29) aus S 
und 7’ zusammensetzen liisst und also auch jede Substitution (30) 
durch Zusammensetzung der beiden zu S und 7’ gehdrigen Substitu- 
tionen erhalten werden kann. Zur Abkiirzung werde fiir einen 
Augenblick 


(32) os 
Va 
gesetzt und mit v’ dasjenige bezeichnet, was aus v bei Ersetzung von 
@,,@, durch @,’, @,’ entsteht. 
Ist nun zuerst » eine gerade Zahl, so haben wir nach (26): 
ane 
g™ nu | na, 
X,(u) = v- yV = 8, | my ) 
20 


und folglich 


nyu? 
4 aoe u|n 
= Wem pe a +) 





= ~ X, (uw). 











(T) 
unt 
vol 


(T 


so 


(33 


_ &. 2 m 





so 


h- 


nh 


c- 
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Ebenso erhalten wir der Transformation 7 entsprechend: 
bak, Lal 
; . —nu| —no 
(T) X,'(u)— o'- S—— 0, (=* |="), 


22n 





und wenn wir hier die bekannte Formel fiir die lineare Transformation 
von @, zu Hiilfe ziehen, ergiebt sich nach leichter Zwischenrechnung: 


(P) Xiu) = VE= (Kyu) + Xu) $+ + Xa-a(w). 


Gehen wir nun vermdge der Gleichung III*) von X, zu Xq' ier, 
so kommt: 
Den Transformationen (S) und (7') entsprechend wird respective: 


(8) X= -e* Xw), 


33 . ope eh tie, 
-" (7) X.'(u) = —- ~. Se . * Xp(w). 





Ein Blick auf diese Formeln zeigt, dass die Substitutionen der 
X, rein numerische Coefficienten erhalten, falls nur ~ beide Mal 


einen numerischen Werth besitzt; oder, anders ausgedriickt, falls » 
eine solche Function von @,, @, ist, welche sich bei allen linearen 
Transformationen bis auf einen numerischen Factor reproducirt. Um 
dieses zu erreichen verfiigen wir nun iiber den noch unbestimmt ge- 
bliebenen Factor w, indem wir 


u=Va'Vo' 
setzen; dabei werden wir s als eine wngerade Zahl annehmen, damit u 
und also auch die X,(u) eindeutige Functionen von @,, @, werden. 

Wenn n nicht wie soeben als gerade sondern als ungerade Zahl 
vorausgesetzt wird, so fiihrt die analoge Betrachtung zu derselben An- 
nahme fiir w. 

Was die Zahl s angeht, so ist es fiir die Untersuchung des Sub- 
stitutionssystems der X, gleichgiiltig, welcher Werth ihr beigelegt 
wird, da das Verhalten von j/A gegeniiber linearer Transformation 
der Perioden bekannt ist. Jedoch ist es zweckmissig eine bestimmte 
Wahl zu treffen; wir wollen mit Herrn Klein*), fiir ungerade Werthe 
von » die Zahl s gleich — m setzen; dagegen sei fiir gerade Werthe 
von » die Zahl s gleich 1. Es ist also definitiv: 


*) M. § 10. 
Mathematische Annalen, XXVII. 
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u=V2R-A, 
(34) 8 
der w= Vs 
oder uw a" 


je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
Die Substitutionen (33) nehmen nunmehr folgende definitive Ge- 
stalt an: 
(S) Xa (u) =e Xa(u), 
(39) ; a—1° ain, 
(7’) Xa (u) = - Van ae . Xp(u); 
wo unter j/n der positive Werth der Quadratwurzel zu verstehen ist*). 
Die entsprechenden Formeln fiir den Fall eines ungeraden Werthes 
von » lauten**): 
Re 2in a(n—a) 
(S) x ‘(u) =e " ’ X..(u), 
36 a! aa, 
ie (T) X.'(w) = —}-- >} hei Xp (wu). 


i? va ° 


Auch hier ist unter j//n der positive Werth der Quadratwurzel zu ver- 
stehen. 


§ 5. 
Untersuchung der bei linearer Transformation der Perioden entstehenden 
Substitutionsgruppe der X..(w). 


Die Gesammtheit der zu allen méglichen linearen Transforma- 
tionen (29) der Perioden gehdrigen Substitutionen (30) der X, bildet 
eine Gruppe homogener linearer Substitutionen, welche nach den Ent- 
wicklungen des vorigen Paragraphen aus den beiden Substitutionen 
(35) bez. (36) erzeugt werden kann. Die niichstliegende Frage ist, 
wie viele verschiedene Substitutionen diese Gruppe umfasst. Da jeder 
linearen Transformation der Perioden eine bestimmte Substitution der 
Gruppe entspricht, so scheint es zuniichst als ob die letztere unendlich 
viele Substitutionen enthilt, da es unendlich viele verschiedene Trans- 
formationen der Perioden giebt, 


*) Setzen wir hier nm =2, so haben wir die 48 homogenen Substitutionen 
von der Determinante 1, welche den 24 Octaederdrehungen entsprechen (vergl. 
Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, p. 38, 39). In der That ist Xo(w) :X, (w) 
fiir «= 0 in diesem Falle die Octaederirrationalitiit. 

**) Vgl. M. Formeln (106) und (109), 
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In der That tritt aber eine Reduction dadurch ein, dass immer 
unzihlig vielen linearen Transformationen der Perioden ein und die- 
selbe Substitution der X, entspricht. 

Sind S, und S, zwei verschiedene lineare Transformationen der 
Perioden, so wird ihnen dann und nur dann dieselbe Substitution der 
X, entsprechen, falls zu der Transformation 

8,8, 

die identische Substitution X,’ — X, gehért. Wir untersuchen des- 
halb, wann einer Transformation 

a, =a, + ba,, 

\e- =ca, + da, 

die Identitit 

Xa (u) = X.(u) 
entspricht. Soll dieses eintreten, so miissen jedenfalls die Nullstellen 
von X,’(w) mit denen von X,(w) tibereinstimmen. 

Nach § 3 muss also die Gesammtheit der Stellen 


e(o, =f “r) +a > +x (mod. @, , @,) 


in sich tibergehen, falls @,’, @,' an Stelle von @,,@, gesetzt werden. 
Diese Forderung ergiebt die Bedingungen: 
¢ b = 0 (mod. 2n) b = 0 (mod. n) 
d=1(mod. n) d = 1 (mod. n) J’ 
je nachdem » eine gerade oder ungerade Zahl ist, 
Falls nun die Zahl 6 durch » theilbar ist, aber iiber a, c, d 


keine weiteren Voraussetzungen gemacht werden, ausser dass ad—bc=1 
sein soll, so erhailt man ohne Schwierigkeit*) 


} , beztiglich 


7 6 
Se, da 


in 6 
-ca [ (a—d)—+(c—2) a 
Xiewe™ -(—1" (4 eee 


aly” b 
"9 
beziiglich: 


° Fede? «(4 
Xime™ — -(—1)@+«.(£) X,,, 
wobei (3) und (*) das Legendre-Jacobische Zeichen vorstellt. Es 
wird daher fiir einen geraden Werth von m: 


: ™ Zedary*(e—0)a 
X= (7)-¢ as 


*) Dabei ist die Definitionsgleichung (18) zu Grunde zu legen und die 


Formeln, welche sich auf die lineare Transformation von V/ A beziehen, 2u beriick- 
sichtigen, 


14* 
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wenn b = 0 (mod. 2m) und d= 1 (mod. m); und fiir einen ungeraden 
Werth von » kommt: 


Xe = (— 14oHe 0" X,, 
wenn b = 0 (mod. ») und d = 1 (mod. n), 
Untersuchen wir nun, wann die hier auftretenden Factoren fiir 
alle Werthe des Index @ sich auf + 1 reduciren*), so ergiebt sich: 
Soll der Transformation 


a, =a, +.ba,, 
a, =co, + da, 
die identische Substitution 
XX, (u) = X,(u) 
entsprechen, so ist dazu nothwendig und hinreichend: 
1) wenn n eine ungerade Zahl ist, dass 
a=d=1, b=c=0 (mod. n); 
2) wenn n durch 4 theilbar ist, dass 
a=d=1(mod.n), b'’=c=0 (mod, 2n), 
3) wenn n durch 2 nicht aber durch 4 theilbar ist, dass 
a=d=1(mod.n), b’=c=0 (mod. 2n) 
und tiberdiess, falls 
a=d=1+xn  (mod.4n) ist, 
b—ec =x(x+ 1) (mod. 4n) wird. 

Insofern die Transformationen von @,, @,, welche die Functionen 
X,(u) ungeindert lassen, durch Congruenzen in Bezug auf den Modul 
mn, 2” oder 4m charakterisirt werden, sind diese Functionen nach der 
Ausdrucksweise des Herrn Klein als Modulfunctionen der ni, 2n'e 
oder 4n'" Stufe zu bezeichnen. 

Es ergiebt sich nun ferner als Antwort auf die eingangs auf- 
geworfene Frage, dass die Zahl der verschiedenen Substitutionen eine 
endliche ist. Zur Bestimmung dieser Zahl hat man einmal zu beachten, 
dass die Anzahl der (mod. m) betrachteten Transformationen (29) 
sich auf 


fy = (1-4) 0-2 


beliiuft, wo p,q,... die verschiedenen in » aufgehenden Primzahlen 
bedeuten, dass andererseits die Transformationen, welche die X, un- 
*) Dabei ist im Falle eines geraden n= 2*-m' zu beachten, dass 
@—1 , d—1 n'—1 
G=-c y eta 
d 
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geiindert lassen, sich auf eine einzige (mod. ) bez. auf 4 Transforma- 
tionen (mod. 2m), bez. auf 8 Transformationen (mod. 4m) reduciren. 
Daher besteht die Gruppe der Substitutionen der X, aus N=f(n) 


oder = + f(2n) oder = af (4) Substitutionen, je nachdem n = 1 
(mod. 2) oder n = 0 (mod. 4) oder n = 2 (mod. 4) ist. 


§ 6. 
Spaltung der bisherigen Resultate in einen gruppentheoretischen und 
einen functionentheoretischen Theil. — Folgerungen. 


Bei der gruppentheoretischen Auffassung einer Substitution spielen 
die Variabeln, welche der Substitution unterworfen werden, nur eine 
untergeordnete formale Rolle; es sind vielmehr die Coefficienten der 
Substitution, welche das Wesentliche der letzteren ausmachen. Lassen 
wir diese Auffassung Platz greifen, so kénnen wir den rein gruppen- 
theoretischen Theil unserer Resultate folgendermassen formuliren : 

Aus der Zusammensetzung der beiden Substitutionen (35) oder 
(36), in welcher jetzt die Zeichen X,, Xq nur die Bedeutung der 
Substitutionsvariabeln besitzen, entsteht eine endliche Gruppe Gy von 
N Substitutionen. Diese Gruppe ist isomorph auf die unendliche 
Gruppe 7’, bei zwei Variabeln 


ee ea a 
@, = cw, + da, 

bezogen, und zwar entspricht jeder Substitution der Gruppe 7’, eine 
Substitution der Gruppe Gy, wahrend umgekehrt jeder Substitution 
von Gy unendlich viele Substitutionen von 7. correspondiren. Diese 
letzteren bilden nur eine Classe (mod.m) oder 4 Classen (mod. 2m) 
oder 8 Classen (mod. 4m), je nachdem n=1 (mod. 2) oder n=0(mod.4) 
oder » = 2 (mod. 4) ist. 


Dabei sind zwei Substitutionen von 7, etwa (? 2) und (¢ 7) 


in eine Classe modulo einer Zahl s zu rechnen, falls 
a=a,b=v*,c=c¢, d=d (mod. s) ist. 

Sind nun iiberhaupt irgend zwei isomorphe Substitutionssysteme ge- 

geben, so kann man sich die Aufgabe stellen, Functionen der Varia- 


beln des einen Systems zu construiren, welche sich wie die Variabeln 
des anderen Systems substituiren.*) 


*) Dabei muss der Isomorphismus so beschaffen sein, dass jeder Substitution 
des einen Systems nur eine Substitution des andern entspricht, wiirend umgekehrt 
jeder Substitution dieses Systems beliebig viele Substitutionen des ersten corre- 
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In dem vorliegenden Falle lésen offenbar die Functionen X,(u) 
diese Aufgabe und hiermit ist gleichzeitig der /wnctionentheoretische 
Theil unseres Resultates gekennzeichnet, nimlich: 

Die Functionen X.(u) sind Functionen der Variabeln a, , @,, welche 
sich wie die Variabeln der Gruppe Gy substituiren, wenn @,, @, den 
Substitutionen der Gruppe T., unterworfen werden. 

Man beachte, dass hierbei das Argument u als eine feste Grosse 
anzunehmen ist, so dass man den unendlich vielen Werthen von u 
entsprechend unendlich viele Systeme von Functior :n der Grosse a, , 
cw, erhilt, welche simmtlich unserer Aufgabe Geniige leisten. 

Betrachten wir nun das Substitutionssystem (35) oder (36) vom 
gruppentheoretischen Standpunkte, so interessirt uns vor allem das 
System der contragredienten Variabeln. Verlangen wir niimlich die 
Y, als homogene lineare Functionen der Y, so zu bestimmen, dass 
Xy Yo +X, Yt + Xn Yn-1 = Xp Yo+ Xx, Yu tes + Xn Ya 
wird, so erhalten wir jeder Substitution der X entsprechend eine Sub- 
stitution der ,,contragredienten“ Variabeln Y. 

Wollen wir die zu (S) und (7) gehérigen contragredienten Sub- 
stitutionen aufstellen — aus welchen sich offenbar alle anderen erzeugen 
lassen — so bedarf es bei (S) nur eines Blickes auf die Formel (35) 
bez. (36) um die betreffende Substitution sofort hinzuschreiben. Da- 
gegen hat man bei (7) zuniichst die inverse Substitution zu bilden. 
Man verificirt ohne Weiteres, dass diese folgendermassen lauten: 





—— ap 
bei (35): xX.= — are mt 
n 
0 
> n—1 — 28 a 
bei (36): Xo= =) She *  X}. 


Nunmehr ergiebt eine leichte Rechnung folgende erzeugenden Sub- 
stitutionen fiir die contragredienten Variabeln Y,: 


spondiren diirfen, — Die Aufgabe ist fiir den Fall, dass beide Substitutions- 
systeme nur endlich viele Substitutionen enthalten, von Herrn Klein (iiber Glei- 
chungen 7ten und 8ten Grades, diese Annalen, Bd. 15, p. 251) gelist worden. 
Da man die im Texte vorkommende Gruppe 7, durch die endliche Gruppe der 
mod. ”, 2” oder 4m betrachteten linearen Transformationen von @,, w, ersetzen 
kann, so sind die allgemeinen Siitze des Hrn. Klein auf den im Texte vorliegen- 
den Fall anwendbar, Hierher gehiérige Entwickelungen giebt Herr Morera 
unter der Voraussetzung, dass m eine ungerade Primzahl sei, in der Note ,,Ueber 
einige Bildungsgesetze etc,“, diese Amalen Bd. 25, pag. 203. Herr Morera be- 
handelt indess nicht direct das System der Xe, sondern zieht andere in der 
Litteratur vorkommende Substitutionssysteme von verwandtem Charakter in Betracht. 








tic 


(a 


i; on ol 


> ee 


he me 























se 


My 


m 


lie 





Endliche Gruppen bei elliptischen Transcendenten. 
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' SF ae 
 . Bex Pk Yp, 
0 


wenn ” eine gerade Zahl ist, und 
2in a(n—a) 
@ wee * &, 
(38) wt ni tix ; 
(T) Y= aid 





wenn » eine ungerade Zahl ist. 
Kine andere Bemerkung, welche sich beim Anblick der Substitu- 
tionen (35), (36) aufdriingt, ist diese: Bekanntermassen ist*) 


(n—1)(n—8) n—1 |, 2a 


n—1 
(a) i= Y~n=(-1) © Dee * 
0 
wenn ” eine ungerade Zahl ist, und 
a ‘ n—1 a. 22! 
(b) Va=ae Dre" 
0 


wenn » durch 4 theilbar ist, also auch 





2n—1 e 2ni 2n—-1 e 22: 
c n= ———__ re <= ——- fue 
(©) V V2(1+4) CJ 

0 2-e 4 0 


wenn »” durch 2 theilbar ist. 
Es sind daher die Coefficienten der Substitutionen (36) als rationale 

2in 

Functionen von e” mit ganzzahligen Coefficienten darstellbar. Des- 

gleichen kénnen die Coefficienten der Substitutionen (35) als ebensolche 
2iz 2in 

Functionen von e*” oder von e*” aufgefasst werden, je nachdem 

n=O oder n= 2 (mod. 4) ist. Dieser Charakter der Coefficienten 

bleibt offenbar auch bei der Zusammensetzung der Substitutionen ge- 

wahrt, Da nun wegen der Irreductibilitiit der Kreistheilungsgleichungen 

2in 
jede rationale Function von e¢” mit rationalen Zahlencoefficienten, 


*) Siehe z. B, Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, 
herausgegeben von R, Dedekind, I. Supplement. 
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welche den Werth 0 oder 1 besitzt, diesen Werth behilt, wenn 

2in 2ia 

e”™ durch e° " ersetzt wird, wenn @ relative Primzahl zu 1 ist, so folgt: 
Setzt man in den Formeln (35) bez. (36) iiberall e& an Stelle von e, 

wo @ eine relative Primzahl zu n bedeutet, so entstehen je ewei neue 

Substitutionen, aus deren Zusammensetzung ein zu dem Substitutions- 

system der bez. X,, holoedrisch isomorphes Substitutionssystem hervorgeht. 


Bei dieser Ersetzung von e durch e® hat man nur zu beobachten, 
n—1 
dass die Gréssen i” 7/n, Yn durch die Formeln (a)—(c) auszu- 
driicken sind. Es ist also beziiglich zu ersetzen: 


n—1 


n—l 
i* Yn durch (2):4* Yn, 
Yn durch (*)-Yn*) 


je nachdem m ungerade oder gerade ist. Die im vorigen Satze be- 
zeichneten Substitutionssysteme werden also beziiglich durch die 
folgenden erzeugenden Substitutionen zu definiren sein: 


f @ +e =a 
e 


© Xiu 2. 


(39) tte Bit ae 
(ZT) Xim—75— De * ” Xp 


*)rm “ 





. 


und 
" =o a(n — a) 
- Beas” * = &. 

(40) ; , n—1 o- Mew 
(7) Xz =— Dre * ' X, 





_— ~ an 
1) -2 y- oO 
\ (£)-3 Vn 


wobei sich wieder das erste System auf den Fall eines geraden, das 
zweite auf den Fall eines ungeraden Werthes von n bezieht. 


*) Man kann bei der Bestimmung des Factors (*) statt von den Formeln 


(b), (c) auch von der Bemerkung ausgehen, dass, wenn n = 2°.’ gesetzt wird, 
£ .€3 7534 
Vn an % 2 i 2 (; 2 Ve) 


e—1 in in n—1ls n'—1 
Pr ge ; - @4ts?w> 
=2 ¢ +e! ji ? ( ° Vie) 


ist, Je nachdem « einen geraden oder ungeraden Werth besitzt. 
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Ausdriicklich muss hier hervorgehoben werden, ‘dass in diesen 
Formeln die Zeichen X, nur die Rolle der Substitutionsvariabeln 
spielen und zuniichst keinerlei functionentheoretische Bedeutung be- 
sitzen. Vielmehr ist es eine neue sich hier ankniipfende Frage, wie 
die Substitutionssysteme (39) und (40) functionentheoretisch zu reali- 
siren sind, also die Frage nach solchen Functionen von @,, @,, welche 
sich bei den linearen Transformationen (S) und (7') der Gréssen @,, @, 
gemiiss den Gleichungen (39) bez. (40) substituiren. 

Solche Functionen (welche wir in der Folge auf mannigfache 
Weise bilden werden) lassen sich fiir gewisse Werthe der Zahl @ sehr 
leicht angeben. Man setze nimlich 
(41) Za(u) = Xxa(u), (a=0,1,2,...,n—1), 
wo x irgend eine relative Primzah! zu » bedeutet, so dass die Func- 
tionen Z,(u) in ihrer Gesammtheit mit den X.(w) identisch sind. 
Dann ergiebt sich fiir die Z,(u) folgendes Substitutionssystem : 


(S) zw tE DZ Wy, 
(42) 


»,2in 


(PT) Zeu) = She * Za, 





wenn » eine gerade Zahl ist, und 


_ 9. 42 aa—a) 4 
(S) Za(u)—=e * * — Za(u) 


(1) Biv) = 1 Se 


‘2? Vn ° 


2in 
=e 


42 
(42a) * Z4lw), 


2 


wenn » eine ungerade Zahl ist. Die Functionen Z,(u) realisiren also 
die Systeme (39), (40), falls die Zahl g eine Quadratzahl, oder einer 
solchen modulo 2m, 4m” oder » congruent ist. 

Hat » einen geraden Werth, so fihren wir durch die Gleichungen 


(43) Wau) —=(—1X (H),  (@ = 0,1, 2... m1) 


in welchen x wieder eine relative Primzahl zu n bedeutet, ein Func- 
tionssystem ein, welches sich folgendermassen substituirt: 


(S) W.(u) = lias (F404) 
(44) n—1 


Wale) — — he See = we 
(T) a(t) <= — Va e a(t). 


W.(u), 


0 
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Es werden also die Substitutionssysteme (39), in welchen g einem 
Werthe der Form x?-+ » modulo 2m oder 4m congruent ist, durch ( 
die Functionen W,(u) realisirt. 


§ 7. 


Gréssen erster Stufe, welche aus den Functionen X.(u) zusammen- 
gesetzt sind. 


Es sei gestattet hier beiliiufig einige Folgerungen aus den Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen zu ziehen, welche mir der 
Beachtung werth erscheinen. Wenn die Zahl x so bestimmt werden 
kann, dass die Congruenz 


x? = — 1 (mod. n) 


erfillt ist, so geht offenbar das Substitutionssystem (42a) in das der 
contragredienten Variabeln Y, (38) iiber. Es wird dann folglich 


(45) >! Xe(tt) Za (v) = ># Xe(u) Xee(v) 


bei allen linearen Transformationen von ,, @, invariant bleiben, also 
eine Grésse ,,erster Stufe‘’ sein, wenn wir die Terminologie des Herrn 
Klein gebrauchen. 

Ist n nicht, wie soeben vorausgesetzt wurde, eine ungerade sondern 
eine gerade Zahl, fiir welche die Congruenz 


x? = — 1 (mod, n) 


lésbar ist (woraus folgt, dass » das Doppelte einer ungeraden Zahl 
sein muss), so wird der Ausdruck (45) zwar bei (7') nicht aber bei 
(S) invariant bleiben. Jedoch tritt die Invarianz bei S*? wieder ein 
und der Ausdruck (45) ist also in dem jetzt betrachteten Falle eine 
Invariante der durch Zusammensetzung von (7’) und (S*) entstehenden 
Gruppe. Diese besteht, wie nach bekannten Principien leicht fest- 
zustellen ist, aus allen linearen Transformationen von @,, @,, welche 
(mod. 2) mit (7’) oder (S?) in dieselbe Classe gehéren. 

Wir kénnen aber auch fiir gerade Werthe von » Invarianten fiir 
die ganze Gruppe der linearen Transformationen bilden. 

Kine leichte Rechnung ergiebt nimlich, dass der Ausdruck 


n—1 n—1 


> Xa(u) Wa(v) = De (—1)* Xu(u) X an (v) 


0 2 





bei (7’) invariant ist und bei (S) das Vorzeichen wechselt. 
Dieselbe Eigenschaft besitzt YA; folglich wird 
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n n—1 
1 a 
h (46) yea! (—1*Xa(u)X__, (0) 
ein absolute Invariante sein. 

Man wird vermuthen, dass die Functionen (45) und (46) sich in 
einer solchen Form darstellen lassen, in welcher ihre Invarianten- 
eigenschaft sofort in die Augen springt. Es gelingt dies in der That 
auf folgendem Wege. 

- Da zu jeder Wurzel x der Congruenz 


x? = — 1 (mod. n) 
eine eigentliche Darstellung der Zahl m in der Form 
(47) n= vt+ 9° 
gehért, welche dadurch als zu jener Wurzel gehérig charakterisirt ist, 


dass die Congruenz 
o = xv (mod. n) 


besteht, so kénnen wir die Functionen (45) auch durch die Summe 
n—1 
0 


darstellen. Man trage hier die Reihenentwickelungen (28a) der X, 
ein, wobei der Werth (34) von w zu beriicksichtigen ist; dann kommt: 





a (u?+-0*) S+52 S 8’ 
(49) Jj= — ol (— 1)t@t+r+s+e h Sn 2° ee ; 


en . Va" 
2ine 
wo das Summenzeichen tiber «, s,s’ zu erstrecken, 2, =e  gesetzt 
ist und unter S, S’ die Ausdriicke 
S = (2s+1)n — 2va, 
S’= (2s'+1)n — 20a 


zu verstehen sind. Wir fiihren jetzt neue Summationsbuchstaben x 
und y ein, indem wir 








— FTF wPe 


S =vx+ oy, 

S’ = ox — vy 
setzen. Man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeit, dass jede zulissige 
Combination S, S’, und jede nur einmal entsteht, wenn 2, y alle 
ungeraden Zahlen durchlaufen. Ferner zeigt sich, dass der Exponent 
von — 1 in der Gleichung (49) congruent 





= = + Beh + @—1(mod. 2) © ist. 
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Daher folgt: 


== (u? +0") a—l , yl 2+y? vatey ex+ry 
r = wes ee 
(50) J—=(—1).- (3) a* 2° & 


ar Va" 


Die Summe rechter Hand zerfillt aber sofort in das Product zweier 
#-Reihen. Substituirt man fiir diese aus den Gleichungen (24), (25) 
ihre Ausdriicke durch die 6-Function, so kommt nach leichter Rech- 
nung folgendes Resultat, bei dessen Ausspruch das Zeichen J wieder 
durch seinen Werth (48) ersetzt werden mége: 

Bezeichnet n eine ungerade Zahl, welche eine eigentliche Darstellung, 
in der Form 

n= v* + Q? 


suldsst, so hat man fiir die zu dieser Zahl n gehdrigen Functionen 
Xa(u) die nachstehende Relation: 


n—1 1 
(51) > X,a(u) . Xpa(v) i 6(vu-+ov).6(gu—vv). 
0 At 
In dieser Darstellung tritt die Invarianteneigenschaft der Summe linker 
Hand unmittelbar in Evidenz, da die einzelnen Factoren der rechten 
Seite bei allen linearen Transformationen der Perioden @,, @, un- 
geiindert bleiben. 
Auf analoge Weise lassen sich die Summen (46) umformen, wobei 
man zu folgendem Satze gelangt: 
Bezeichnet n das Doppelte einer ungeraden Zahl, welches eine 
eigentliche Darstellung in der Form 
n= v? + Q? 
suliisst, so hat man fiir die zu dieser Zahl n gehirigen Functionen 
X.(u) die nachstehende Relation: 


n—1 vo+2 


(52) Waa (—1)* Xya (u)- xs (v)—=(—1) * on. 


-6(vu-+eov)6(eu—vv). 


Aus den Relationen (51) und (52), welche schon als bemerkenswerthe 
#-Relationen Interesse verdienen, lassen sich eine grosse Zahl weiterer 
Resultate gewinnen*), worauf ich jedoch an dieser Stelle nicht ein- 
gehen will, um mich nicht zu sehr von dem Zwecke dieser Abhand- 
lung zu entfernen. 











*) Z. B. Durch Vermehrung von uw und v um nv Theile von Perioden. 
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§ 8. 
Aufstellung und Liésung eines gruppentheoretischen Problemes. 


Die Beziehung, welche man als Isomorphismus zweier Gruppen 
zu bezeichnen pflegt, liisst sich dahin erkliren, dass es méglich sei, 
die Substitutionen der Gruppen zu paaren, dergestalt, dass jedes Paar 
aus einer Substitution R, der einen und einer Substitution R, der 

‘ anderen Gruppe besteht und dass gleichzeitig mit den Paaren (R,, R,) 
, (R,’, R,’) auch das Paar (R, R,’, R, R,’) auftritt, Ueberdiess wird noch 
verlangt, dass jede in den beiden Gruppen enthaltene Substitution 
mindestens in Einem Paare vorkommt, weil man es sonst nicht mit 
den ganzen Gruppen, sondern mit Untergruppen derselben zu thun hiitte. 
Diese auf zwei Gruppen beziigliche Erklirung lisst sich leicht auf 
den Fall ausdehnen, dass man beliebig viele Gruppen simultan be- 
trachtet. Es wird geniigen, dieses fiir den Fall dreier Gruppen niaher 
zu begriinden. 

Unter einem ,,Tripel“ verstehe man die Zusammenstellung von’ 
drei Substitutionen R,, R,, R,, welche der Reihe nach der ersten, 
zweiten, dritten Gruppe angehéren. Wenn nun ein System von 
‘Tripeln existirt von solcher Beschaffenheit, dass gleichzeitig mit den 
Tripeln (R,, R,, Rs) und (R,’, R,’, Ry) aus (KR, Ry, RR, R, R;) 
dem Systeme angehért und dass jede den ‘‘ruppen angehdrige Sub- 
stitution mindestens in einem Tripel vorkommt, so ist hierdurch im 
Allgemeinen eine bestimmte Beziehung zwischen den drei Gruppen 
gekennzeichnet. Diese Beziehung ist die Verallgemeinerung des Be- 
griffes ,,Isomorphismus zweier Gruppen“, welche ich darlegen wollte. 

Es giebt einen Fall, in welchem aus der Existenz eines Tripel- 
systems (ebenso wie bei zwei Gruppen aus der Existenz eines Paar- 
systems) keinerlei ianere Beziehung zwischen den Gruppen gefolgert 
werden kann, ni‘nlich den Fall, in welchem je drei (zwei) beliebig 
aus den Gruppen ausgewiahlte Substitutionen ein Tripel (Paar) bilden, 
welches dem Systeme angehort. 

Aus der Erklirung des Tripelsystems und dem Begriffe der Gruppe 
ergeben sich die folgenden Siitze: 

Man theile die N Tripel eines Systems in Classen ein, indem man 
in eine Classe alle diejenigen rechnet, welche ein und dieselbe Sub- 
stitution R, der ersten Gruppe enthalten. Es entstehen dabei offenbar 
so viele Classen, als die erste Gruppe Substitutionen R, enthiilt, d. h. 
als die Ordnung », der ersten Gruppe angiebt. Man beweist nun 
leicht, dass in jeder Classe ebenso viele Tripel enthalten sind, wie in 
jeder anderen. Nennen wir diese Anzahl mw, , so wird 





Ny . Uy = N 
und ebenso 
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My + ly = M3 . Uy = N 


sein, WEN %, flo, M3, fs die analoge Bedeutung fiir die zweite, dritte 
Gruppe besitzen, wie »,, w, fiir die erste Gruppe. 

Theilen wir ferner die oben erwihnten Classen in Unterclassen, 
indem wir immer diejenigen Tripel zusammenfassen, welche ein und 
dieselbe Substitution R, der zweiten Gruppe enthalten, so umfasst 
auch jede Unterclasse eben so viele Tripel wie jede andere. Wir be- 
zeichnen diese Zahl mit v,. Die analoge Bedeutung besitzen die 
Zeichen v,, v». : 

Wir kénnen die Zahlen yg, v ersichtlich auch so definiren: 

Es giebt w,(u., 4,) den Grad der Beweglichkeit an, welcher einem 
Tripel bleibt, wenn wir die erste (zweite, dritte) Substitution des 
Tripels fixiren. Ferner giebt v,(v,,v,) den Grad der Beweglichkeit 
des Tripels an, wenn die erste und zweite (zweite und dritte, erste 
und dritte) Substitution des Tripels fixirt wird. 

Da endlich in jedem Tripelsystem das Tripel (1, 1, 1) auftritt, so 
kann z. B. v, auch als die Zahl der verschiedenen in dem Systeme 
enthaltenen Tripel (R,, 1, 1) erklirt werden. 

Auf eine weitere Untersuchung der Tripelsysteme brauche ich hier 
nicht einzugehen, da dieselbe fiir die folgenden Entwicklungen nicht 
nothig ist. 

Es seien jetzt die drei Gruppen, aus welchen das Tripelsystem 
gebildet ist, Gruppen von homogenen linearen Substitutionen. 

Die Variabeln der ersten, zweiten, dritten Gruppe seien bez, 

Hy Byy- ey En—t3 Yor Yry ++ +2 Ym—ty Spy 20+ + +> Sp-t- 

Ferner werde die Voraussetzung eingefiihrt, dass jedes Tripel des 
Systems durch seine zweite und dritte Substitution eindeutig bestimmt 
ist; mit anderen Worten, es werde vorausgesetzt, aass die Zahl v, =1 
ist. Dann kann man die Aufgabe stellen, solche n Functionen der 
Variabeln y, 2 zu bilden, welche sich wie die Variabeln x substituiren, 
wenn die y und z den Substitutionen R,, R,, welche in den Tripeln 
(R,, R,, R,) vorkommen, simultan unterworfen werden. 

Man wird in dieser Aufgabestellung sofort die Verallgemeinerung 
derjenigen Frage erkennen, welche Herr Klein bei zwei isomorphen 
Gruppen linearer Substitutionen behandelt hat, und welche oben im 
§ 6 beriihrt wurde, In der That fiihrt der Gedankenkang des Herrn 
Klein in einer durch die verinderte Fragestellung gebotenen Modi- 
fication zur Lésung unserer Aufgabe. 

Man bezeichne nimlich mit w,%,,...,%¢n—1 die den %,%,,..-,%n—1 
contragredienten Variabeln, so wird jeder Substitution der x eine solche 
der Variabeln « correspondiren. Nun bilde man eine beliebige Func- 
tion f der Variabeln y, 2 und wende auf das Product 














aaksaa 
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f . ty 
der Reihe nach alle N Substitutionstripel (R, R,R,) an; d. h. man 
unterwerfe simultan die Variabeln y der Substitution R,, die Variabeln 
z der Substitution R, und die Variable «, derjenigen Substitution, 
welche der Substitution R, der Variabeln x correspondirt. Dabei gehe 
das Product f.«, der Reihe nach tber in: 


f~ ss us, f* = ue 008, f™ _ ul. 
Die Summe dieser Gréssen bleibt offenbar bei der Anwendung 


irgend eines Tripels (R,, R,, R,) ungeindert. Andererseits liisst sich 
diese Summe aber in der Form 


Fy (ys 2) + Uy + Fy (y, @) + ty e+ +  Fa-a(y, 2) + tea 
darstellen, da die Ausdriicke uj) lineare Functionen von tt, a; ,...,%n—1 
bedeuten. 

Es werden nun die Functionen 


Fy(y, 2), F,(y, B)ye-*, Fr(y; 2) 


unsere Aufgabe lisen, denn sie substituiren sich contragredient zu den 
Variabeln u, also genau wie die Variabeln x. 

Das angegebene Verfahren wird natiirlich dann illusorisch, wenn 
die Functionen F,, F,, ..., F,—1 identisch verschwinden, und es ist 
daher die Wahl der Function f so zu beschrinken, dass dieses identische 
Verschwinden nicht eintritt. 


§ 9. 
Anwéndung auf die Substitutionsgruppen des § 6. 


Die allgemeinen Betrachtungen des vorigen Paragraphen finden 
eine unmittelbare Anwendung auf die Substitutionssysteme der X,, 
welche wir oben’ ausfiihrlich abgeleitet und untersucht haben, Denn 
da alle diese Substitutionssysteme auf die Gruppe der linearen Trans- 
formationen von @,, @, bezogen sind, so dass jeder solchen linearen 
Transformation eine ganz bestimmte Substitution jedes Systemes X, 
entspricht, so sind die letzteren Substitutionssysteme auch auf einander 
leicht zu beziehen. Hierbei wollen wir, um die zu verschiedenen 
Werthen der Zahl » gehdrenden Systeme X, bequem von einander 
unterscheiden zu kénnen, diese Zahl als oberen Index in die Be- 
zeichnung der Variabeln aufnehmen. 

Es werden hiernach 


xo, x... XM, 

(p) 
x, xP... 32.. 
x, X?,...,X2, 
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die Variabeln dreier Substitutionssysteme bedeuten, welche beziiglich 
zu den Zahlen n, p, r gehoren. 

Sucht man nun zu jeder linearen Transformation von @,, @, die 
entsprechenden Substitutionen R,, R,, R, der Variabeln X™, X(”), 
X resp., so werden die verschiedenen Tripel 

(R,, R,, Rs), 
welche auf diese Weise entstehen, ein Tripelsystem im Sinne des vorigen 
Paragraphen bilden. 

Es seien nun ”,p,7 wngerade Zahlen; dann lisst sich leicht fest- 
stellen unter welcher Bedingung das einzelne Tripel durch die beiden 
Substitutionen R,, R, fixirt ist. Alle linearen Transformationen 


a, = aa, + ba,, 
{o. =co, + da,, 

zu welcher eine bestimmte Substitution der X(») gehért, sind nimlich 
dadurch gekennzeichnet, dass die Coefficienten a, b, c, d feste Werthe 
(mod, p) besitzen; ebenso miissen dieselben feste Werthe (mod. r) be- 
sitzen, damit den Transformationen eine bestimmte Substitution der 
X entspricht. Soll nun einem Paare bestimmter Substitutionen der 
X‘») und X® eine Substitution der X™ unzweideutig correspondiren, 
so ist erforderlich und hinreichend, dass die Zahlen a, b, c, d, wenn 
sie feste Werthe (mod. p) und (mod. r) besitzen, von selber auch festen 
Werthen (mod. ) congruent werden. Mit anderen Worten, die in 
Rede stehende Bedingung lautet: 

» Das kleinste gemeinsame Multiplum von p und r muss durch n 
theilbar sein.“ a 

Ist diese Bedingung erfiillt, so lehrt die allgemeine Methode des 
vorigen Paragraphen solche Functionen der Gréssen X‘?) und X 
finden, welche sich wie die Gréssen X™) substituiren. Die einfachsten 
Functionen dieser Art werden entstehen, wenn die Function f, 
auf welche jene Methode angewendet wird, als eine bilineare Function 
der Variabeln X'?), X® angenommen wird. Es ergeben sich dann, 
wie aus der Natur der Methode hervorgeht, auch die Functionen 
Fy, F,, ...+, Fas als bilineare Ausdriicke, also in der Form: 


p-—1 r—l 


Fa= >) Shei, KP XP (@=0,1,2,....0—1). 
v U 


Statt nun diese Ausdriicke vermége der allgemeinen Methode des 
vorigen Paragraphen herzustellen, ist es einfacher die Coefficienten 


Ci» aus der Forderung zu bestimmen, dass die Summen fF, sich wie 


die X“™ substituiren sollen. 
Es mége jedoch diese Bestimmung nur fiir den speciellen Fall 














w 


~- ~ Lad 


i 
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durchgefiihrt werden, dass p relative Primzahl zu » und r = np ist. 
Ferner sollen in den erzeugenden Substitutionen (40) fiir die X und 
X” die Zahl @ = 1 vorausgesetzt werden (eine Beschriankung, welche 
nur behufs grésserer Durchsichtigkeit der folgenden Betrachtungen 
gemacht wird), wihrend fiir die X” diese Zahl vorliufig unbestimmt 
bleibe. Wir kénnen unsere Aufgabe jetzt offenbar so formuliren: 

» Man soll die Coefficienten cf, in den n Summen: 


p—1l np—1 


(53) Fu= >) dich. XP XL" — (aan, 1,2,....8— 1) 
0 0 


so bestimmen, dass bei simultaner Anwendung der Substitution (S) bez. 
(1) auf die Variaben X\, X” sich die Summen F, ebenso sub- 
stitwiren, wie die Variabeln X“ bei Anwendung der Substitution (8) 
bez. (7').“*) 

Der Substitution (S) entsprechend geht nun F, iiber in 


Qin Aip—A) Yin u(mp—p) 


’ 2 2 
Fy = > > Cine - ~~ x} xy"; 


wir verlangen aber, dass 


_ pit 3 a(n— @) _2in a(n — a) 


, e@ n 2 @ @ n . (p) winp) 
Fi=e Fr, = >) >) cin 6 Xi” Xi 





*) Betrachtet man die p. np Producte 
= xi) xr) , 


so erfahren dieselben homogene lineare Substitutionen, wenn die X‘”) und X'"?) 
ihren simultanen Substitutionen unterworfen werden. Das auf diese Weise ent- 
stehende Substitutionssystem der Yin ist nun, wie leicht zu sehen, in der Art 
isomorph auf das System der X") beneitie, dass jeder Substitution der Y, , nur 
eine Substitution der X™) entspricht. Wir werden also nach der Methode des 
Herrn Klein solche Functionen, z. B, auch lineare Functionen F,, der Y, 
bestimmen kinnen, welche sich wie die X™ substituiren. So stitutes wir auch 
durch diese kurze Betrachtung zu der oben formulirten Aufgabe. Im Texte habe 
ich es vorgezogen einen umstiindlicheren Weg einzuschlagen, um zu zeigen, wie 
sich unsere Aufgabe aus allgemeineren Fragestellungen (§ 8) entwickelt. —- 

Ein einfacheres hierhergehériges Problem besteht in der Forderung, solche 
lineare Functionen der X™”) zu bilden, welche sich wie die Variabeln X™ sub- 
stituiren, Diese Aufgabe liisst sich in eine interessante und zu ihrer Behandlung 
niitzliche geometrische Form bringen. Man betrachte die Verhiiltnisse der X?) 
als Coordinaten eines Raumes von np — 1 Dimensionen; dann bedeuten die Sub- 
stitutionen der-X”) gewisse Collineationen dieses Raumes. Unsere Aufgabe 
kommt nun auf die Frage nach solchen Ebenen hinaus, welche bei einer be- 
stimmten, in der Gruppe jener Collineation enthaltenen Untergruppe invariant 
bleiben. Fiir den Fall p= 3 ist die Aufgabe leicht zu lésen und ergiebt jenes 
System der Variabeln xX, welches Herr Klein in M. p, 395 aufgestellt hat. 


Mathematische Annalen, XXVIII. 15 
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werde. Es muss folglich 
ee. 2in A(p—A) | 2in M(np— pe) 2 , 2iz a(n—a) 


Pp 2 np 2 en 2 


Cin € = ch, € 
sein; d. h. es muss jedes Mal 
Q, =9 
genommen werden, wenn nicht 
1@—D 4 winp—p) 
eine ganze Zahl ist. Letzteres wird dain und nur dann eintreten, 
wenn die Congruenz 
ni? + uw? = epa? (mod. np), 
oder — da m und p als relative Primzahlen vorausgesetzt wurden — 
wenn gleichzeitig die Congruenzen 
(54) { u? = epa? (mod. n), 
w+ nas2?= O (mod. p) 
bestehen. Sobald also eine Werthcombination A, uw, a diese Congruenzen 
nicht erfiillt, ist der betreffende Coefficient cf, gleich 0 zu setzen. 


a(n — «) 


—  @-: 


Indem wir jetzt bestimmen, dass ein beliebiger Index w in dem 
Zeichen X{”) stets auf seinen kleinsten positiven Rest (mod. np) * 
reducirt werden soll, kénnen wir an Stelle von w vermége der Glei- 
chung 
(55) uno + pp 
zwei neue Summationsbuchstaben o und £ einfiihren, von welchen der 
erstere ein vollstindiges Restsystem (mod. p), der letztere ein voll- 
stiindiges Restsystem (mod. ”) durchlaufen muss. 

Die Congruenzen (54) gehen nun in die folgenden iiber: 

(56) ? = oea* (mod, n), 

A? == — no? (mod. p). 
Nehmen wir irgend einen nicht verschwindenden Coefficienten ¢}, und 
bezeichnen den zugehdrigen Werth von 6 mit x, so folgt aus den 
vorstehenden Congruenzen: 

9 =p- x (mod. n). 
Wir sehen also, dass die Zahl g, welche in dem Substitutionssysteme 
der X vorkommt, einer Einschrinkung unterworfen ist: der Quotient 
® muss (mod. m) einem Quadrate congruent sein. Unbeschadet der 
Aligemeinheit diirfen wir sogar 
(57) @ = p (mod. n) 
voraussetzen, da in dem Substitutionssysteme (40) der X™ die Er- 
setzung von X, durch X,« auf die Aenderung der Zahl @ in ex? 
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hinauskommt. Wir wollen nun annehmen, dass mindestens in Einer 
der Summen F, ein X}” wirklich vorkommt, dessen Index 4 relative 
Primzahl zu p ist. (Ob diese Annahme eine nothwendige ist, lasse 
ich dahingestellt; méglicherweise werden durch dieselbe gewisse Func- 
tionssysteme F’, ausgeschlossen). Dann ergiebt die zweite der Con- 
gruenzen (56), dass 
(58) 1 = — n@ (mod. p) 
durch eine ganze Zahl g gelést werden kann. Die Zahlen m und p 
sind also der Bedingung zu unterwerfen, dass — » quadratischer Rest 
von p ist. Unter Beriicksichtigung von (57), (58) gehen die Be- 
dingungen (56) iiber in: 

B? =a? (mod. n), 


(59) { 
o? = qg?A* (mod. p), 

und wir werden alle Coefficienten c™,, ,, gleich Null zu setzen haben, 
deren Indices die vorstehenden Congruenzen nicht erfiillen. 

Statt dessen wollen wir nun sogar alle diejenigen Coefficienten 
gleich Null setzen, fiir welche die Congruenzen 
(60) ’ =a (mod. x), 

: 6 = qgA (mod. p) 

nicht bestehen. Dadurch scheiden wir méglicherweise wieder gewisse 
Functionssysteme F, aus, indem wir mehr Coefficienten cf, gleich 
Null annehmen, als unbedingt néthig ist. 

Indem wir alle verschwindenden Coefficienten fortlassen, fiir die 
iibrigen neue Bezeichnungen einfiihren und (55) sowie (60) beachten, 
erhalten wir nun fiir die F, folgenden Ansatz: 


p—l1 
(61) Fy, = Sof XY XLPipe (a= 0,1,...50—1). 
0 


Hier sind jetzt die Coefficienten cf noch so zu bestimmen, dass auch 


bei Anwendung der Substitution (Z’) die F, sich wie die X“ sub- 
stituiren. 
Bei der Anwendung von (7) geht nun F, iiber in: 


2in 








2in 
ee aide Soe 
1 ce? "tap tiie x) 
Ae v “ 
Va PE 
a 2 a -pVn A,¥, mM 
und dieser Ausdruck soll gleich 
Qin 
— pap 
1 e* 


(2)i? rs 4 


n 








214 A. Hurwrrz. 


d. h. gleich 


2in 
1 ‘ pap n 
be Did et XP Ay 
Pp - 2 — 
(2) 
werden. Dabei laufen die Summationsbuchstaben 4, v von 0 bis p—1, 
dagegen « von 0 bis np — 1 und B von 0 bis » — 1. 

Fiihren wir in der ersten Summe statt « neue Summationsbuch- 
staben 6, 6 durch die Gleichung » = no + p§ ein und vertauschen 
die Buchstaben v, A untereinander, so nimmt die Summe die Gestalt an: 

2iz 


1 Y ¥(4-+-nqa)+ ate ap 


« Pp n 
= ate oak  e 
p— np—l Ge 


2 2 p Van 4,¥,0,8 
Infolge der Congruenz (58) — sich nun 
r np—l 
+ Ramen 
(2) G7 ==4 silt 
und der Vergleich der beiden Summen ergiebt daher fiir die c¥ folgende 
Bedingungen : 


(p) (np) 
Xn” Xnotpp- 


1 ? * y[A+nqo] 
Pa” ye” = ch oder =0, 


je nachdem 6 = a (mod. p) ist oder nicht, d. h. je nachdem 
(A-+-nqo) — [A-+nq’*d} = 0 (mod. p) 
ist oder nicht. 
Schreiben wir x fiir 4 -+- nqo, so lauten die Bedingungen: 


2in 
vx 


1 “4 7) 

> ce’ =ci oder =— 0, 
p 

¥ 


je nachdem x = 0 (mod. p) ist oder nicht. Es miissen folglich alle 
Coefficienten cf unter einander gleich sein. Den gemeinsamen Werth 
derselben kénnen wir unbeschadet der Allgemeinheit gleich 1 annehmen 
und haben dann folgendes Resultat: 

Es seien n und p swei ungerade relative Primzahlen so beschaffen, 
dass die Congrueng 

nq? = — 1 (mod. p) 

durch eine ganze Zahl q lisbar ist. Dann haben die n Summen 


p—l 


(62) r-2 XY x07), «= (w@=—=0,1,...,2—1) 


die Eigenschaft, sich wie die zur Zahl n gehirigen X gu substituiren, 
wenn die X{” und X§"” ihren simultanen Substitutionen unterworfen 
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werden. Dabei hat die in den erzeugenden Substitutionen (40) der Sub- 
stitutionssysteme der X auftretende Zahl @ den Werth 1 fiir die eu den 
Zahlen p und np gehirigen X, wiihrend sie fiir die X° den Werth 
p besitet. 


§ 10. 


Systeme von Functionen, welche aus den zu ungeraden Zahlen 
gehorigen Functionen X.(w) zusammengesetzt sind. 


Das im vorigen Paragraphen gewonnene gruppentheoretische Re- 
sultat gestattet unmittelbar eine functionentheoretische Anwendung, 
welche darin besteht, dass wir in (62) die X!” und X”) durch die 
zu den Zahlen p resp. np gehérigen Functionen X,(u) bez. X,(v) 
(ef. (18)) ersetzen. Wir erhalten dann » Functionen F’,(u, v): 


(63) F,(u, v) a X4”) (uw). XP, na (v) (a=0,1,...,.%—1), 


welche als Functionen von @,, @, aufgefasst, die Kigenschaft haben, 
sich bei allen linearen Transformationen von @,, @, homogen linear 
za substituiren und zwar dergestalt, dass den Transformationen (S) 
und (7') bez. die folgenden Substitutionen correspondiren: 
a. a(n— @) 
(S) Fi,=e . * a 
(64) . 
(7) Fe=—t,— 
P); a 
Die Zahl p kann irgend eine ungerade Zahl sein, fiir welche die : 
Congruenz 
nq? = — 1 (mod. p) 
moglich ist. Durch Abiinderung dieser Zahl p erhalten wir unendlich 
viele verschiedene Systeme von Functionen F’,(, v). 

Es ist nun sehr bemerkenswerth, dass alle diese Systeme sich in 
einfacher Weise aus einer endlichen Anzahl derselben, welche ihrer- 
seits ein in arithmetischer Hinsicht vollstindig abgeschlossenes System 
bilden, ableiten lassen. 

Um dieses niiher auszufiihren tragen wir in die Definitions- 
gleichung (63) der F, die Reihenentwickelungen (28a) der X, ein; 
dann kommt: 

Pn 


1 e 


' (2 +-nv*) S2.n4+S? S S' 
7 : i 
P 


(65) F.(u,v)-2 — 2S (ayenattvetoty Om aig? 
a( ? ) Aver) Vy @, V5 4,38" : 
2up 


2nzp 











216 


A. Hurwitz. 


Qian 
v 


wobei zur Abkiirzung 4, =e” , sowie 


S = (2s-+1)p — 24, 
S’ = (2s'+ 1)np — 2nqd — 2pa 
gesetzt ist. Da die Zahl gq um p vermehrt werden kann, ohne dass 
sich die Functionen J’, veriindern, so diirfen wir, wie geschehen soll, 
q als ungerade voraussetzen; dadurch kommt der Term 4 + nq in 
dem Exponenten von — 1 in Wegfall. Wir fiihren nun an Stelle der 
Summationsbuchstaben A, s, s’ zwei neue # und y ein indem wir 
Ss = Y, 
S’ = nqy + 2pz2 
setzen. Man tiberzeugt sich ohne Schwierigkeit, dass y alle ungeraden 
Zahlen und unabhiingig davon « alle Zahlen, welche —- — « (mod. n) 
sind, durchlaufen muss, damit jede zuliissige Combination A, s, s° und 
jede nur Ein Mal beriicksichtigt wird. Ueberdies wird 
S +S’ = p(1-+n) + 2sp + 2s'np + 2pa 
y(1-+-nq) + 2p2 (mod, 4), 


woraus 


pe+s+s=2+ 1 (mod, 2) 


folyt. Ks ergiebt sich also die in (65) auftretende Summe gleich 


q-! ny +(nqgy+2pay’ yy nqy+tpe 
2 


(—y* Sys st * 
ey 


Um dieser Kntwicklung eine iibersichtlichere Form zu geben, mige 
ng? + l=—=2pr 

gesetzt, und die quadratische Form 

(66) p(x, y) = 2pa* + 2ngqry + nry* 


der Determinante 


(67) (2nq)? —4-2p-nr = —4n 
. Mee ’ . nqv v0 ’ 
eingefiihrt werden. Ferner wollen wir « + ‘ und — ap mn Stelle 
von vw, v als Argumente nehmen und endlich 
qr 
’ nqv v (—1) ? “p Vn 
(68) Fa lu+ ———, —s )= . @,(u, v) 
=p up Vormry 


setzen. Alsdann findet sich nach kurzer Rechnung 
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2 ™_ (u,0) plzy) in, 
oS ie“ sore » 


wobei die Summation zu erstrecken ist iiber alle ungeraden Zahlen y 


und alle diejenigen Zahlen 2, welche = — a@ (mod. ) sind, 
Diese Gleichungen (68), (69) kénnen wir jetzt auch als Definitions- 


gleichungen fiir die J’, auffassen und demgemiiss folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Versteht man unter (a, y) eine quadratische Form (66) der Deter- 
minante — 4n, deren erster Coefficient das Doypelte einer ungeraden 
Primzahl zu n, deren zweiter Coefficient durch 2n, deren dritter Coeffi- 
cient durch n theilbar ist, so werden durch die Gleichungen (68), (69) 
n L'unctionen Fy, I',, .. + Fa1+ von u, v, @,, @, definirt, welche als 
Functionen der Grissen @,, @, aufgefasst, sich bei allen linearen Trans- 
formationen dieser Grissen homogen und linear substituiren. Und ewar 
enlsprechen insbesondere den erzeugenden Transformationen (S) und (T') 
(siche (31)) die Substitutionen (64) der Fe. 

Ks sei jetzt 
(70)  P(2, y) = 2pa* + Angay + wry? 
eine zweite Form der Determinante — 4m. Das zu dieser Form ge- 


hérige System von Functionen (69) werde entsprechend mit ®,(u, v) 
bezeichnet, so dass 
oe, v) = (yu-x0) 


_ o p (uy v) 
(71) (u,v) = 3 .e got Dea 


ist. Wenn nun die beiden Formen p(x, y) und p(z,y) iquivalent 
sind, dergestalt dass identisch 


(72) p(ax + by, ca + dy) = 9(x, y) 


wird, falls a, b, c, d vier geeignete ganze Zahlen der Determinuante 





ad—bc=1 


bedeuten, so lassen sich die Functionen %, leicht mit den Functionen 
®, vergleichen. Man fiihre niimlich in (69) neue Summationsbuch- 
staben ein; indem man # durch az + by und y durch cz + dy er- 
setzt; gleichzeitig werden aw -+- bv statt w und cu + dv statt v als 
Argumente genommen. Alsdann kommt: 


@ (x,y) $y wa) 


» “p(u, a = 
(73) Da(au-+-bv, cu+-dv) = = a "xs 179.4 Ang 


wo die Summation zu erstrecken ist tiber alle pe Zahlen 2, y, 
welche den Bedingungen 
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74) fart by = — a (mod, n), 

( lex + dy 1 (mod. 2) 

geniigen. Nun ist aber in Folge der Gleichung (72): 
pa’ + nqac + ; nro’ =p, 


(75) 2p-a : + q(ad+ be) + red=—q, 
n ( 


ve 
n 


2p - + 2qbd+r@=—r. 


Da p und p relative Primzahlen zu m sind, so schliessen wir aus der 
ersten Gleichung (75), dass a ebenfalls relative Primzahl zu m und 
sodann aus der zweiten Gleichung (75), dass 
b = 0 (mod. n), 
also, wegen ad — be = 1, auch 
ad = 1 (mod. n) 
sein muss. Jetzt sind zwei Fiille zu unterscheiden: 
1) Die Zahl ¢ sei =O(mod.2), aus welcher Annahme ad= 1 (mod.2) 
folgt. Dann werden die Summationsbedingungen (74): 
(76) { « = — da (mod. n), 
| y— 1 (mod. 2); 
es wird ferner 
az -+- by = «x + b (mod. 2), 
und folglich, wie der Vergleich von (71) und (73) lehrt: 
(77) ®,(au + bv, cu + dv) = (— 1), , (u, v). 
2) Die Zahl ¢ sei = 1 (mod. 2). In Folge der ersten Gleichung 


. 1 (mod. 2), also 


» 
~ 


(75) wird jetzt 

r 2 (mod. 4) 
und da 

ng? + l= 2pr 
kann dies nur eintreten, falls 

n — 3 (mod. 8) 
ist. Ist nun 


d=1, aloo a—d 1 (mod. 2), 


so werden die Summationsbedingungen 


{ «= — de (mod. n), 
ety 1 (mod. 2), 


(73) 
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und es findet sich 
(79) ax + by =x -+ b (mod. 2). 
Ist. aber 
d=0, also b — 1 (mod. 2), 

so lauten die Summationsbedingungen 

x = — da (mod. n), 
oe) 2= 1 (mod.2), 
und es wird 


ax + by =y + a (mod. 2). 
d Dies fiihrt uns dazu im Falle » = 3 (mod, 8) ausser dem System 


= 


(69) der Functionen ,(u,v) noch zwei andere Systeme durch die 
Gleichungen : 
" pl(x,y) in 7” 
(81) oO (u v) ao 2a Jo SH 1)" h om a" xv) 
. a ’ = °c — 
bed | 
und 
" p(x,y) in 
‘ ‘ 2 ——/¢p (u, v) —(yu—zxe) 
(82) OP(u,o)— re ST yh o™ 
1 


einzufiihren , wobei die Summation zu erstrecken ist in (81) iiber alle 
Zahlenpaare x, y, welche den Bedingungen 
2 = — a (mod. n), 
z+y= 1 (mod. 2), 
dagegen in (82) den Bedingungen 
“= — a (mod. n), 
“x= 1(mod. 2), 
geniigen, Wir haben dann offenbar 


(83) ®,(au + bv, cu + dv) = (— 1) O'2 (u, v), 

wobei der Index v fortzulassen oder = 1 oder 2 zu nehmen ist, je 
nachdem ¢ == 0 oder ¢ = 1 und d= 1 oder c=1 und d=0(mod.2) 
ist. Diesen Fiillen entsprechend ist auch «= 0b, b oder a@ zu setzen. 
Aus der Gleichung (83) geht hervor, dass auch die neuén Functions- 





systeme { und © sich in Bezug auf’ lineare Transformation von 
w,,@, wie die urspriinglich definirten q verhalten. 

Auch ergeben sich aus derselben ohne Schwierigkeit die nach- 
folgenden Transformationen der Functionen o” und ®; 


(84) o (au + bv, cu + dv) = (—1)"04? (u, v), 
(85) ? (au + bv, cu + dv) = (— 1)"@%? (u, v). 
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Dabei hat in der Gleichung (84) den drei Fallen: 
a+c=0(mod.2), a+c=b+d=1(mod.2), a+ce=1, 
b + d= 0 (mod. 2) 


entsprechend, der Index v, die Werthe 0, 1, 2, die Grosse ¢, die 
Werthe b, b, a respective. Desgleichen ist in der Gleichung (85) den 
drei Fiillen: 
a=0O(mod.2), a=b=1(mod.2), a=1, b=O0 (mod, 2) 

entsprechend, v, = 0, 1, 2 und ¢,—d, d, ¢ respective zu setzen. 

Endlich ist unter ©’ die urspriingliche Function ®, zu verstehen. 

Die Gleichungen (77), (83), (84), (85) zeigen, dass die zu iiqui- 
valenten Formen (z,¥) und (2, y) gehérigen Functionssysteme 
.(u, v), OY (u,v), 08 (u, v) in Riieksicht auf ihre Abhiingigkeit von 
den Perioden @,, @, nicht wesentlich verschieden sind: durch die Er- 
setzung von wu und v durch au + bv, cu + dv gehen, abgesehen vom 
Vorzeichen, die zu der ersten Form gehérigen Functionen in die zu 
der zweiten Form gehdérigen iiber. 

Wir werden hiernach im Ganzen ebenso viele verschiedene Func- 
tionssysteme erhalten, als es Classen quadratischer Formen 


p(x, y) = 2px? + 2ngzy + nry’ 

der Determinante — 4n giebt; nur im Falle » = 3 (mod. 8) ist diese 
Classenzahl zu verdreifachen, dem Umstande entsprechend, dass wir 
neben den Functionen ®, noch zwei andere Systeme o, o© ein- 
fiihren mussten. Nun ist aber leicht zu zeigen, dass fiir » = 1(mod. 4) 
jede primitive Form 
(86) P2r+ Qay+ Ry’ 
der Determinante 

Q? —4PR —— 4n, 


und fiir = 3 (mod. 4) jede solche Form zweiter Art iiquivalent ist 
zu Formen der Gestalt 


« 9 (%, y) = 2px’ + 2ngry + nry’, 
so dass also durch die Gleichung (69) gerade so viel wesentlich verschie- 
dene Functionssysteme definirt sind, als es +. “yuivalente primitive 
Formen (86) der Determinante — 4n giebt, mi . 4 Zusate, dass fiir 
n = 3 (mod. 4) nur Formen zweiter Art zu nenmen sind und fiir 
n = 3 (mod. 8) jene Anzahl zu verdreifachen ist. 








Pe ae ee. 


~~ whe Mn 
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§ 11. 
Zusammensetzung von X-Systemen, welche zu geraden Zahlen gehéren. 


Die in den beiden vorhergehenden Paragraphen fiir die zu un- 
geraden Zahlen gehérigen X, angestellten Betrachtungen lassen sich 
mutatis mutandis auch auf die zu geraden Zahlen gehérenden X,-Systeme 
anwenden. Statt aber die ziemlich umstiandliche Untersuchung des 
§ 9 hier in der erforderlichen Modification zu wiederholen, will ich 
lieber ein indirectes Verfahren einschlagen, indem ich das schliessliche 
Resultat des § 9 analogisire. Es sei m eine ungerade Zahl und 


(87) ng? + 1 = 2pr, 
wo q eine beliebige ungerade Zah] bedeutet. Wir wollen annehmen, 
dass 
nm = 3 (mod. 4) 
sei und diirfen dann p als eine gerade Zahl voraussetzen. Nun mégen 


die Summen 
p—l 


(88) Ye = >} XP XMM iva (@==0, 1, 2- ++ n—1) 
0 


gebildet und untersucht werden, wie dieselben sich verhalten, wenn 
die X® und X”) den Substitutionen (39) simultan unterworfen werden- 
Dabei soll die in (39) auftretende Zahl g@ beide Mal = 1 sein und es 
ist die ebendort vorkommende Zahl » bei den X” durch p, bei den 
x”) durch np zu ersetzen. Die Ausrechnung ergiebt, dass die n 
Gréssen Y, bei den simultan angewandten Substitutionen (S) resp. (7’) 
wieder homogene lineare Substitutionen erfahren und zwar wird (8) 
und (7') entsprechend respective: 
- in a 

(S) Wome * Wa, 
(89) 1 a=} po ifap 

(1) Yo = 7 ae € Ws. 


Aus diesem perenne der ¥,, ergiebt sich nun ohne Schwierigkeit, 


dass sich die Grissen A holoedrisch isomorph mit den zu der Zahl n 


gehirigen X, substituiren. 
Denn es ergiebt sich: 


2i2a(n—a) 
¥. ee v ~—s 
(8) Ve7* Sas = Va” 


n—1 2in 


(T) Tmt ae ee. 
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Ein Blick auf die Formeln (40) zeigt aber, dass unsere Behauptung 
richtig ist, wenn nur die Gleichung 
n+1 
i es a Ce 
P) 5? 
n 


besteht. Diese folgt aber leicht aus der Gleichung (87). 


§ 12. 


Systeme von Functionen, welche aus den zu geraden Zahlen gehérigen 
Functionen X,(w) zusammengesetzt sind. 


Tragen wir in (88) fiir die X” und X“” die durch die Gleichung 
(18) definirten Functionen ein, so erhalten wir Functionen von @,, @,, 
welche sich bei linearen Transformationen dieser Gréssen homogen 
linear substituiren. Die Argumente von X” und X"”’ mdgen gleich 
so gewahlt werden, dass sich die Reihenentwicklungen méglichst ein- 
fach gestalten; wir setzen: 


p—1 
91) ¥,(, 9) 2 — XP (ng + SE). xE2. (— = 
( ) ( ) pVn-Va 2 4 ( + Pp ) Q a+ ( *) 
Tragen wir nun rechter Hand die Reihenentwicklungen (28) ein, 
so finden wir nach Umformungen, welche den in § 10 angewandten 
ganz analog sind: 


Plz y) 26 Ry u—z v) 


™ 
a= 2 oO Se om 
(92) Va(u, v) ll > h e ; 


wobei die Summation zu erstrecken ist iiber alle ganzen Zahlen y und 
alle ganzen Zahlen x, welche = — @ (mod. m) sind. Zur Abkiirzung 
ist ferner 

(93) 9(2,y)=pe+ngzy+nry, p=—* 

gesetzt worden. Betrachten wir jetzt die Gleichungen (92), (95) als 
Definitionsgleichungen, so haben wir folgenden Satz: 

Es sei n eine positive Zahl, welche durch 4 getheilt den Rest 3 
liisst und (a, y) eine quadratische Form der Determinante — n, deren 
erster Coefficient relative Primzahl eu n ist, wihrend die beiden anderen 
Coefficienten durch n theilbar sind. Dann werden durch die Gleichung 
(92) (indem « successive die Werthe 0, 1,2,...,%— 1 erhiilt) 
n Functionen von u, v, @,, @, definirt, welche als Functionen von 
@,, @, aufgefasst bei allen linearen Transformationen dieser Grdssen 
homogene lineare Substitutionen erfahren. Und zwar sind die den er- 
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zeugenden Transformationen (S) und (T') entsprechenden Substitutionen 
respective 


_ pit ara) 
oe Wee * * & 
n—1 2ix 
1 pap 
ee >} ? Ve. 
P\..2? yz 0 
(2) i? Van 


Betrachtet man neben (a, y) irgend eine zweite derartige Form: 


ma Gw 


(94) 9%, y) =p, + ngry +ary; p=—2; 
so gehért zu derselben ein zweites System von Functionen Y,(u, v), 


welches mit Y,(u, v) bezeichnet werde. Wenn nun die beiden Formen 
einander iiquivalent sind, so dass 


p(ax + by, cu + dy) = p(x, y) 
fiir geeignete Zahlen a, b, c, d der Determinante ad — bec — 1 wird, 
so sind die Functionen Y, auf die Y, zuriickfiihrbar. Man findet 
niimlich durch ihnliche Betrachtungen wie sie oben im § 11 an- 
gestellt sind: 
(95) Y.(au + bv, cu + dv) = Vaq(u, v). 

Infolge dieser Gleichung werden wir die zu aquivalenten Formen 
p(x, y) und (a, y) gehdrigen Functionssysteme ¥, als nur unwesentlich 
verschieden bezeichnen. Es giebt daher so viele wesentlich verschiedene 
Systeme (u,v) als iniiquivalente Formen (93) existiren und da sich 
zeigt, dass jede primitive Form Pz* + Qzy + Ry’ der Determinante 
Q? —4P R= — n aquivalent ist zu Formen der Gestalt (93) so haben 
wir das Resultat: 

Die Zahl der wesentlich verschiedenen Functionssysteme V,(u, v) 
stimmt iiberein mit der Zahl der Classen primitiver Formen 


Pa? + Qry + Ry? 


@—4PR——n. 


der Determinante 


§ 13. 
Zusammensetzung von zu geraden und zu ungeraden Zahlen gehiérigen 
X-Systemen. 


Wir betrachten endlich zu geraden und ungeraden Zahlen ge- 
hérende X-Systeme simultan. Es bezeichne » eine gerade, g eine 
beliebige Zahl und es sei 
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(96) ng? -+-1l—=p-r, 
wo p eine ungerade Zahl bedeutet. Setzen wir nun 


p—l 
(97) Xe= >) XP XPive (@ = 0,1,2,---,n— 1) 
0 


und unterwerfen die X den Substitutionen (40) (wobei g = 1 und 
n durch p zu ersetzen ist) und simultan die X” den Substitutionen 
(39) (wobei g = 1 und m durch np zu ersetzen ist), so erfahren die 
Xe folgende Substitutionen: ; 


(S) Xe Xe, 
(98) ; = n-1 pap 
(T) Fe = are > e Xe. 
i*VYn ° 


Hieraus folgt nun, dass die Grissen 


Xe ’ (Va) : 


sich holoedrisch isomorph mit den zu n gehirigen Xq substituiren. In 
der That finden wir 


— — pissy fe p—1 

(S) X’(VA)* =e * * X,(VWA)’, 
(99) a p—l n—1 2th, at 
| GE)? —-_—1—_ Be *" 4, WA) 


( 1)? Vn 0 
und der Vergleich mit (39) zeigt die Richtigkeit unserer Behauptung, 
da in Folge von (96) 


pl 
3, = 2 
(D=-Cn 
wird. — Was die Zahl q betrifft, so kénnen wir dieselbe, da X, sich 
nicht indert, wenn q+ p an Stelle von q tritt, unbeschadet der All- 
gemeinheit als eine gerade Zahl voraussetzen. Dies soll im folgenden 
Paragraphen geschehen. 
§ 14. 


Systeme von Functionen, welche aus den zu geraden und ungeraden 
Zahlen gehérigen Functionen X.(w) zusammengesetzt sind. 


Durch die Gleichungen 


p— 


1 
p—1 p-1 
i(—1)? pay? > (p) (< nqv (np) v 
(100) Xa(U, 0) = pVn (A) < X?)(2u 4 ae) Xiv4pe(— 2), 








- 
iS 


-_ © 
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wo @ successive gleich 0, 1, 2,...,%— 1 zu setzen ist, werden 
mn Functionen von u,v, @,, @, definirt, welche die folgenden Reihen- 
entwicklungen besitzen: 


on y—1 (x,y) 2in 
——p (u, v) — ——— —(yu—zr) 
(101) Xa(t,0) ==™ - &™ oe? & > e* 


a 


Hier bedeutet p(x, y) die quadratische Form 


(102) p(«,y) = 2px? + 2ngay + > ry 
der Determinante 
(103) (2ng)?—4-2p->r——4n, 


und die Summation bezieht sich auf alle ungeraden Zahlen y und alle 
diejenigen Zahlen x, welche der Congruenz 

(104) x = — « (mod. n) 

geniigen. Dabei ist g als eine gerade Zahl vorausgesetzt. 

Diese durch die Gleichungen (101) erklirten Functionen besitzen 
die Eigenschaft sich homogen und linear zu substituiren, wenn @,, @, 
irgend eine lineare Transformation erfahren. Und zwar entsprechen 
den erzeugenden Transformationen (8), (Z') (nach (99)) die nachfolgenden 
Substitutionen der X,,: 


in in 


, P har ll 
(S) X, =e } ae 
(105) . nl s-! po mag 
(LT) X%’=—>4— De Xs. 
(—1) 2 Vn 0 
Der Vergleich der zu fquivalenten Formen (zx, y) und 
(106) 9(%, ¥)= 2px? + 2ngry+ Fry? 


gehérenden Functionssysteme X,(u,v) und X,(u,v) gestaltet sich 
etwas weitliiufig durch den Umstand, dass dabei verschiedene Fille zu 
unterscheiden sind, 

Es sei 





p(ax + by, cx + dy) = (a, y), 
so dass 


2p = 2pa? + 2ngac + ™ re?, 
q=2pa" + g(ad + be) + 2 ed, 
+7 = 2pl? + 2ngbd+ Fre, 


ad—-be=1 ist. 
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Aus diesen Gleichungen ergeben sich die nachstehenden Con- 
gruenzen fiir die Coefficienten a, b, c, d: 


n 


> *€=0 (mod. 2), 
4pab + rcdn = 0 (mod. 4n), 
4b? — 0 (mod. n). 

Diese Congruenzen sind aber auch die nothwendigen Bedingungen 
dafiir, dass die Form (ax + by, cx + dy) dieselbe particuliire Be- 
schaffenheit der Coefficienten aufweist, wie die Form p(z, y) selber. 
In Folge von (96) und der Gleichung 
(108) ad—bc=1 
lassen sich diese Congruenzbedingungen auf die einfacheren zuriick- 
fiihren : 

4b =0 (mod. »), 


n 


(109) zr c 0 (mod. 2), 
a: A = — ed (mod. 4). 
Ersetzen wir jetzt in (101) die Summationsbuchstaben 2, y durch 
ax + by, cx + dy resp., die Gréssen u,v durch au + bv, cu+ dv 
resp., so kommt: 
(110) X, (au + bv, cu+ dv) 


c dy—1 9 2% 
a " : ca-+dy p(z,y) SH ae ~2v) 
“% e Pi (— 1) 2 h in e oO, 
= @, C y ? 


wobei die Summation zu erstrecken ist iiber alle Zahlen x, y, welche 
den Bedingungen: 





11 cza+dy=1 (mod, 2), 
aa ax + by = — a (mod. n) 
geniigen. Ist nun zuvérderst ¢ = 0 (mod. 2) — was nach (109) stets 


der Fall sein wird, wenn » das Doppelte einer ungeraden Zahl ist — 
so ist auch (wegen (108)) a = d= 1 (mod. 2) und in Folge der letzten 
Congruenz (109) ° eine gerade Zahl. 
Die Summationsbedingungen (111) lassen sich deshalb so schreiben: 
y=1 (mod. 2), 


az=(b—a) (mod.n), 
oder 


z= — b — da (mod. n). 








(11 


wo 


gel 


b= 
be 


un 


(1 
di 
Ce 


uD 


ge 


























Endliche Gruppen bei elliptischen Transcendenten, 
Ferner findet sich 


cex+dy-1 __e d—4 y—1 
2 . =; (6—a)+ 2 + — (mod, 2). 


Bezeichnen wir daher mit X, die zu der Form g(z, y) gehdrenden 
Functionen, so haben wir: 
a1 


por 

(112) Xa(au + bv, cu + dv) = (— 1) Xae+s (4, 0), 
wodurch die Functionen X, auf die zu g(x,y) gehérigen Xq zuriick- 
gefiihrt sind. 

Es sei zweitens c= 1, d = 0 (mod. 2), welche Annahmen a=0, 
b = 1 (mod. 2) und » = 4 (mod. 8) zur Folge haben. Die Summations- 
bedingungen (111) werden nun 

x=1 (mod. 2), . 
ax + by = — a@ (mod. n), 


und die letztere spaltet sich in die beiden: 


z=—dea (mod. *), 
y =c (a+ a) (mod. 4). 
Ferner wird 
cx + dy —1=(e— 1) + dea + x — 1 (mod. 4). 


Fiihren wir jetzt fiir » = 4 (mod. 8) neben dem Functionssystem 
(101) noch das folgende ein: 


z—l g(z,y) af 


vies on Meme) 
(113) X!? (u,0) === yeu 2, 4™ om m 


die Summation erstreckt iiber alle ungeraden Zahlen x, welche der 
Congruenz 





£L=—a (mod. *) 
und alle Zahlen y, welche der Congruenz 
y = a (mod, 4) 
geniigen, so wird 


c—l1+dca 


(114) Xe(au + bv, cu+dv)=—(—1) *® XP (uw, v) 
werden, wo @ aus den Congruenzen 
a’ = da (mod. *), 


a’ =c(a-+ @) (mod. 4) 


Mathematische Annalen. XXVII. 
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zu bestimmen ist. X{ bedeutet dabei die zu (2, y) in derselben Weise 
wie X{) zu p(x, y) gehdrende Function. Aus der Gleichung (114) 
folgt beiliiufig, dass die durch (113) definirten Functionen bei linearer 
Transformation von @,, @, sich ebenfalls, wie die Functionen X,,(u, v), 
homogen linear substituiren. Eine weitere Folge der Gleichung (114) 
ist, dass die Functionen X°) (au + bv, w+ dv) sich je nach den 
Resten von a, b, c, d(mod, 2) dureh X{ Vi X, ausdriicken, worauf 
ich jedoch hier nicht niher eingeben will. 

Es bleibt noch drittens der Fall ¢ = d = 1 (mod. 2) zu discutiren. 
Die Congruenzen (109) ergeben dann in Verbindung mit der Gleichung 


= — ed (mod, 4), 


ad — be =1, dass a==1, b= 0 (mod. 2), a- “ 
und also 42 —1 (mod. 2) wird. Die letztere Congruenz zeigt, dass 
n 


der supponirte Fall nur eintreten kann, wenn » = 0 (mod. 8) ist. Die 
Summationsbedingungen (111) lauten jetzt: 


aty=1 (mod. 2), 


ax + by =— a (mod. n) 
und kénnen, da zufolge der letzteren Congruenz x == — a (mod. 2) 


sein muss, durch die folgenden ersetzt werden: 
= 1 — a (mod. 2), 
ax+by= — a(mod.n). 
Ferner findet sich 


dy —1 —1 d—b—1 d—b-+ae 
set ey) _¥- i een -—— — @—-— at (mod. 2); 


beriicksichtigen wir nun, dass b = ¢ - ~ (mod. m) gesetzt werden kann, 
g rl g 


wo « einen der Werthe + 1, — 1 besitzt, so werden wir dazu ge- 
fiihrt, neben den Functionen (101) im Falle » = 0 (mod. 8) noch die 
folgenden zu betrachten: 


y—l+a lz,y) 2in 


ie 


(115) XX) (u,v) = m ren _ 1)? a ™ @% wane: 
die Summe erstreckt iiber alle Zahlen x, y, welche den Bedingungen 
y = 1— a (mod. 2), 
Liesl — a (mod. ») 
geniigen. Dabei kann ¢ entweder = + 1 oder = — 1 angenommen 


werden, so dass wir durch die Gleichung (115) zwei verschiedene 
Functionssysteme Xz" X,' definirt haben. 
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Nunmehr wird, wie leicht zu sehen: 


d—b—1 d—b-+ac , a—a' 





(116) Xa(au+bv, cu+dv)=(—1) 7 * — *® XM(u,»), 
; wenn die Indices a’, ¢ aus den Congruenzen 
" P baobab: 4), 
f aa =a (mod. n) 


bestimmt werden. Die iiberstrichenen Gréssen beziehen sich wieder 

, in derselben Weise auf die Form g(x, y), wie die ungestrichelten 
Gréssen auf die Form g(z, y). 

Aus der Gleichung (116) folgt, dass die neu eingefiihrten Functions- 
3 systeme X{) bei linearer Transformation von @,, @, ebenfalls homogene 
lineare Substitutionen erfahren. Auch ergiebt sich leicht, dass die 
Functionswerthe X" (aw + bv, cu-+ dv) auf die Functionen X, (u,v) 
und X¥ (uw, v) zuriickgefiihrt werden kénnen. 

Als Hauptergebniss dieser Entwicklungen betrachte ich aber dieses: 

Durch die Gleichung (101) sind im Ganzen so viele wesentlich ver- 
) schiedene Functionssysteme definirt, als die Zahl der inéquivalenten 
Formen (102) angiebt, mit dem Bemerken, dass diese Zahl zu ver- 
doppeln resp. zu verdreifachen ist, falls n= 4 resp. n = 0(mod. 8) ist. 

Man kann hinzufiigen, dass fiir » = 2 (mod. 4) jede primitive 
Form (P, @, R) erster Art der Determinante Q* — 4PR— — 4n 
und fiir » = 0 (mod. 4) jede solche Form zweiter Art zu Formen der 
Gestalt (102) iiquivalent ist, so dass der vorige Satz ersichtlich in 
einer noch etwas eleganteren orm ausgesprochen werden kann. 


‘ § 15. 
Process der Composition. 


C 
Die Siitze der letzten Paragraphen sind theils gruppentheoretischer, 
theils functionentheoretischer Natur. So gehért der Inhalt der §§ 9, 
11, 13 der Gruppentheorie an, wihrend die §§ 10, 12, 14 functionen- 
theoretische Anwendungen der in deu bez. vorhergehenden Paragraphen 
1 gewonnenen gruppentheoretischen Resultate enthalten. Der allgemeine 
Gedankengang, welcher diesen Anwendungen zu Grunde liegt, ist dieser: 

Sobald irgend zwei Systeme von p bez. mp Fuuctionen der Gréssen 

@,, @, bekannt sind, welche sich bei linearen Transformationen von 

(np) 





@,,@, wie die Gréssen X”, X” verhalten, so erhilt man in Folge 
der gruppentheoretischen Eigenschaft jener bilinearen Verbindungen 
((62), (88), (97)) der X® und X"” sofort ein neues System von 


16* 
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m Functionen, welche sich bei linearen Transformationen von @,, @, 


wie die Gréssen X™ substituiren. Wir wollen zur Abkiirzung sagen, 
dieses neue System sei aus jenen beiden Systemen ,,componirt“. In 
diesem Sinne sind die Functionssysteme ,(u,v), Vo(u,v), Xe(u, v) 
aus den Systemen X)(u), X”)(v) componirt. Offenbar kénnen wir 
jetzt aber die neu gewonnenen Systeme %,, ¥,, X, mit den Functionen 
X(w) componiren, (wobei dem Argumente w ein beliebiger Werth 
beigelegt werden kann). Wir werden so zu Functionen der Gréssen 
u,v, W, @,, @, gelangen, welche sich wieder gegentiber linearen 
Transformationen von @,, @, wie die Gréssen X verhalten. Aus diesen 
Functionssystemen werden sich weitere ergeben, wenn wir sie unter 
sich und mit den friiheren componiren und so fort. Auf diese Weise 
erhalten wir eine unendliche Reihe von Functionssystemen, welche 
sich simmtlich holoedrisch isomorph zu den X-Systemen substituiren. 

Dabei ist allerdings noch Kins zu erwiihnen. Die in den Sub- 
stitutionssystemen (39), (40) auftretende Zahl g wurde gleich 1 an- 
genommen bei denjenigen Gréssen X"), X), welche wir zur Bildung 
jener bilinearen Functionen verwendet haben. Diese Voraussetzung 
trifft nun im Allgemeinen nicht mehr bei den abgeleiteten Systemen 
®., Ya, X_ zu; bei diesen ist die Zahl g@ —p und nur in besonderen 
Fallen wird p durch 1 ersetzt werden kénnen. Es lassen sich aber 
dennoch diese Systeme zur ,,Composition‘ verwenden, da eine leichte 
Rechnung zeigt, dass jene bilineare Verbindungen ihre charakteristische 
Eigenschaft auch dann noch behalten, wenn die zu den X') und X@») 
gehérenden Zahlen @ nicht mehr gleich 1 vorausgesetzt werden.*) 

Die Natur der durch den oben geschilderten Process der Compo- 
sition entstehenden Functionen weist aber noch auf einen anderen 
Weg die Kigenschaften dieser Functionen aufzufinden. 

Es sind nimlich, wie leicht zu sehen, diese Functionen #- Func- 
tionen von beliebig vielen Variabeln u,v, w, ..., wobei die definite 
quadratische Form, welche zu diesen #- Functionen gehért, abgesehen 


von dem Factor 2iz - >, eine positive quadratische Form mit ratio- 
1 


nalen Zahlencoefficienten ist. Statt nun diese #-Functionen, wie es 
bei dem Process der Composition geschieht, aus den elliptischen -Func- 
tionen X(w) zusammenzusetzen, kann man sie auch direct, ausgehend 
von allgemeinen #-Relationen, untersuchen. Dieses beabsichtige ich 
in einer weiteren Abhandlung demnichst auszufiihren. 


*) Gehdrt z, B, in den Summen (62) zu den X®) die Zahl g = ,, zu den 
X?) die Zahl @ = g,, so tritt die charakteristische Eigenschaft jener Summen, 


sich holoedrisch isomorph zu den X™ zu substituiren, stets ein, falls nur 


. 01 = — e2%q* (mod. p) 
ist, 
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§ 16. 
Process der Differentiation. Ueberall endliche Integrale n‘™ Stufe. 


Hat irgend ein System von Functionen der Gréssen u,v, w,..., 4, @» 
die Eigenschaft bei beliebigen linearen Transformationen von @,, @, 
homogene lineare Substitutionen mit numerischen Coefficienten zu er- 
fahren, so wird auch das System der nach einer der Gréssen u,v, w,... 
differenzirten Functionen diese Eigenschaft besitzen. Demnach ge- 
winnen wir durch den Process des Differenzirens aus den Systemen 
X,,(u), Pa(u, v). Va(u,v), ..., wieder neue Functionssysteme, welche 
sich wie die Gréssen X substituiren und die Zahl solcher Systeme 
wird auf diese Weise wieder ins Unendliche vermehrt. 

Die durch Differentiation entstehenden Functionssysteme werden nun 
vor allem von Wichtigkeit bei der Aufstellung der iiberall endlichen 
Integrale der n'* Stufe*), worauf ich zum Schluss in Ktrze ein- 
gehen will. 

Man differenzire z. B. die Functionen Y,(u, v) (92) nach w und 
setze darauf u=—v—0. Das Resultat werde nach Fortlassung des 
Factors 2a mit » . I,(@,, @,) bezeichnet, so dass nach (92) 


nae 2@y) 

mt n 

(117) I,,(@, , 2) = —_ ca yh 

wird, wo y alle Zahlen, x nur diejenigen, welche = — a (mod. m) 
sind, durchlaufen muss. Die Functionen J, substituiren sich nun 
genau wie die Y,.(w,v), nur dass insofern eine Modification eintritt, 
als offenbar J,_,. mit — J« identisch und folglich insbesondere I, =0 
ist. Infolge dessen werden die erzeugenden Substitutionen also lauten: 


9 eee9 
OS dee * * & 
> 2in 


118 ~ 26%, —p- ——a 
(118) (7) “<" rs aH(¢ a *) ly. 
-)i? Vn 
n 
Bilden wir nun 


(119) [te (@,, @,) (@,da, — @,da,) = I,(@), 


*) Siehe pag. 170 meiner Abhandlung: ,,Ueber Relationen zwischen Classen- 
anzahlen biniirer quadratischer Formen von negativer Determinante.“‘ Diese 
Annalen, Bd. XXV. 

Vgl. auch § 1 meiner Note: ,,Ueber die Classenzahlrelationen und Modular- 
correspondenzen primzahliger Stufe.‘‘ Berichte der K. Siichs. Gesellschaft der 
Wissenschaften vom 4, Mai 1885. 
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wo zur Abkiirzung 


% _o 

ba | 
gesetzt ist, so haben diese Functionen des Periodenverhiiltnisses die 
Kigenschaft sich bei Ersetzung von @ durch ~ a — , abgesehen von 


einer additiven (durch die Integration eingefiihrten) Constanten zu 
reproduciren, wenn die Zahlen a, 8, y, d= 1,0,0,1 resp. (mod. n) 
sind. Denn es wird bei Ersetzung von @,, @, durch aw, + Bao,, 
y@,+d0@, sowohl I,(@,, @,) als auch @,da,— @,dq@, sich un- 
geindert reproduciren. Nun geht ferner aus der Reihenentwicklung 
(117) hervor, dass I,(@) fiir @—ico, also h =O, einen endlichen 
Werth besitzt; infolge der Gleichungen (118) iibertrigt sich dieses auf 
alle rationalen Werthe von w. Es ergiebt sich also: 

»Die Functionen I,(@) sind iiberall endliche Functionen des 
Periodenverhiiltnisses @ und folglich iiberall endliche Integrale n” Stufe.“ 

Wihlen wir @ = ico als untere Grenze der Integration, so findet 
sich vermége (117): 


(120) I.(0) = 122 9", 
m=1 


wobei %,(m) durch die Summe 


(121) ta(m) = m4 y, 


erklart ist, letztere erstreckt iiber alle Lésungen der Gleichung 


(122) m= px? + ngzy + nry’ = 9(a, y) 
in ganzen Zahlen x, y, von welchen die erstere der Bedingung 
“= — a (mod. m) unterworfen ist. Es ist hinzuzufiigen, dass dieses 


Resultat nur fiir » = 3 (mod, 4) gilt, und dass die Zahlen p, q, r 
der einen Kinschrinkung unterliegen, dass die Determinante der Form 
g(x,y) gleich — n sein muss. (cf. pag. 222). 

Hatten wir die Functionen ¥,(u,v) nicht nach w sondern nach 
v differenzirt und sodann dieselben Schliisse wie soeben angewendet, 
so wiirde sich an Stelle von (121) die Gleichung 


(1218) ba(m) = >) « 


ergeben haben. Es werden also durch die Gleichungen (120) auch 
dann iiberall endliche Integrale n'‘* Stufe definirt, wenn die Coeffi- 
cienten v(m) nicht durch die Gleichung (121), sondern durch (121*) 
erklart werden. 
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Dass sich in derselben Weise aus den Functionssystemen ®,(u, v), 
X.(u, v) tiberall endliche Integrale herleiten lassen, braucht nicht be- 
sonders hervorgehoben zu werden. 
Auf die mannigfaltigen zahlentheoretischen Folgerungen, welche 
4 aus diesen und ahnlichen auf Integrale 3. Gattung beziiglichen Be- 
a trachtungen gezogen werden kénnen, gehe ich hier nicht ein, da ich 
a dieselben bei einer ausfiilrlichen Darstellung meiner Untersuchungen 
) itiber Modularcorrespondenzen und Classenzahlrelationen zu entwickeln 
" habe. 
‘ Kénigsberg i./Pr., December 1885. 
> 
n 
f 
. " = 
t 


— Zur Fussnote auf Seite 188. — In M. verbessere man des Weiteren: 


Seite 360 Z. 10 v. 0. (47) statt (44), 
» 362 Z. 10 v. u. p™— (w) statt p™—*) (w) , 
» 370 Z. 5 v. u. o(u)” statt o(u)*, 
Z. 2v. u.1:@ statt o, 
» 381 Z, 1-v. 0. (98) statt (97). 
» 3877 Mitte ,,wenn wir zuerst nach »w differentiiren“ soll lauten ,,wenn wir 
zuerst mit o(w)" multipliciren und dann nach wu differentiiren“, 
389 ist mehrfach k mit x verwechselt, 
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Ueber die Perioden der elliptischen Integrale erster und 
zweiter Gattung. 
ve! 
Von A, 
Herricn Bruns in Leipzig. 
{Wiederabdruck einer im Jahre 1875 zum Doctorjubiliium von V. J. Buniakowsky ™ 
von der physiko-mathematischen Facultit der Universitit Dorpat dargebrachten 
Festschrift. } 
erage di 
Bei Gelegenheit einer Untersuchung iiber die siicularen Stérungen tik 
der Bahnelemente periodischer Kometen wurde ich auf die Aufgabe (2 
geftihrt, die Perioden der zu der Differentialgleichung 
(1) a? ay, y= Av'+4Be+4+ 607+4B2+ A ” 
gehérigen Integrale erster und zweiter Gattung analytisch darzustellen @ 
unter der Voraussetzung, dass die Coefficienten in y? gegebene rationale - 
Functionen eines unbeschrinkt verinderlichen Parameters — sind. Wenn KF 
man um die Untersuchung zu vereinfachen von der iiblichen Normal- v 
form 
fe = K 2) 0a) 
du 
obiger Differentialgleichung ausgeht, so werden die Perioden, abge- d: 
sehen von dem Factor K, Functionen von & allein. Hierbei ist es 
jedoch listig, dass K und k immerhin nicht ganz einfache algebraische 
Functionen von A, B, C, B und A’ werden, deren explicite Dar- u 
stellung die Auflésung der Gleichung y*? —0 voraussetzt. Dieser 
Uebelstand lisst sich jedoch vermeiden, wenn man von derjenigen 
Normalform der Gleichung (1) ausgeht, welche Herr Prof. Weier- g 
strass seinen Vorlesungen iiber elliptische Functionen zu Grunde legt. 
Die Perioden lassen sich dann mit Hiilfe hypergeometrischer Reihen . 
darstellen, deren viertes Element eine einfache lineare Function der 


absoluten Invariante von y? ist. 
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I. 


Zunichst mégen hier diejenigen auf die Weierstrass’sche 
Normalform beziiglichen Formeln zusammengestellt werden, welche 
fiir die folgenden Entwicklungen néthig sind. Fiihrt man in (1) statt 
x die Verinderliche s ein, welche mit x durch eine Gleichung von 
der Form 


(pat+gr+n)s + (vartge+r)s+ px? + q’e+r" =0 
verbunden ist, so lassen sich die p, g, 7... so als Functionen der 
A, B, C, B’, A’ und einer willkiirlichen Constante bestimmen, dass 


a= 4, P= 43° — 9.8 — gs 
wird, wo 
9, = AA’ — 4BB + 302, 
93 = ACA +2BCB —ABB—ABB-—C 


die beiden fundamentalen Invarianten von y? bedeuten. (1) geht dann 
iiber in 


€ d 7 eae eos ee 

(2) s = V4 — 928 — Iss 

und die Integrale erster und zweiter Gattung nehmen die Gestalt 
(3) J 7; = -— FP 


an, Bezeichnet man mit pu diejenige zu (2) gehdérige elliptische 
Function, welche fiir «—O unendlich wird und die sich fiir kleine 
Werthe von uw durch die Potenzreihe 


1 uw ut 
poms +H +H +-: 


darstellen lisst, so existirt eine bestiindig convergente Potenzreihe 


Jou” 6 g,u' 
cum ie — Sa, 
welche der Bedingung 
ad? 
pus — ay log ou 


geniigt. — Sind e,, e,, e, die Wurzeln der Gleichung @ = 0, also 


é 4s° — gs — g, = 4(s—e) (s—e&) (s—e), 
so ist 


1 1 
e+e, +es=0, Ce, 65,6, +e €2=— FT Ir, 1&%=—TIss 


27 
(€, —€s)? (€3 —€,)? (€, — €)? = + (925 — 2795") = Fe 9s°(9—1), 


(4) 
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g= oe 
27 gs" 
die absolute Invariante von y? bedeutet. Wenn g, und g, reell sind, 
so sind fiir g > 1 alle drei Wurzeln reell, fir g < 1 dagegen nur 
eine. Wenn g = 1 und g, von Null verschieden, so sind zwei Wurzeln 
einander gleich; wenn jedoch die Discriminante verschwindet, indem 
g, und g, gleichzeitig gleich Null werden, so sind alle drei Wurzeln 
einander gleich. — Es seien nun Z und L’ zwei einfache geschlossene 
Curven in der Ebene der s, von denen die erste nur die Punkte e, 
und e,, die zweite nur e, und e, einschliesst, ohne diese Punkte zu 
beriihren, dann sind die Werthe 2@, 2a’, 2, 2y/ der lings L und L’ 
genommenen Integrale (3) Fundamentalperioden der Integrale erster 
und zweiter Gattung. Wenn wir hierbei annehmen, dass, falls e,, e,, 
e; in gerader Linie liegen, e, zwischen e, und e, liege, so kénnen wir 
auch schreiben 
“ i ¢ ‘ 
(5) eas Se Sam as | 848 v-—f sds 
t $? $ ? e.* 
re ey ey €y 
wo die Integration lings der geradlinigen Strecken ¢,¢,, €,¢, aus- 
zufiihren ist. Das Vorzeichen von ¢ ist hierbei vorliufig gleichgiiltig, 
nur muss es fiir @ und 9, sowie fiir w’ und 7 dasselbe sein. Es mége 
jedoch so bestimmt werden, dass in der Gleichung 


(6) no —yo=+ 


das obere Zeichen gilt. Ferner soll, wenn e¢,, ¢,, ¢, reell sind, e, >, > é, 
sein und das Vorzeichen so gewihlt werden, dass @ und damit auch 
y positiv reell wird; w’ und 7’ sind dann, so lange g — 1 nicht sehr 
klein, resp. positiv und negativ rein imaginiir. — Ferner gelten dann 
die Relationen 





o(u+2o0) ow 9 o(u+2o) ow Dy! 
(7) o(u+2o) ow + 20; 6(u+2o) ou + 2m, 


pa—e,, pja+a)—e,, po’ —e,, 


und wenn man fiir den Augenblick pw, = e, schreibt, 


(8) (pu — ea) (p(t + ca) — eu) = (ea — 3) (Ca — ey) - 


Hieraus ergiebt sich fiir eine lings Z und L’ vorgenommene Inte- 
gration 
f a a. 
s—e, ¢t ~ (€q—€)(€a—ey) ” 


1 ds ea + 7 
s—e ¢t (€— C5) ( € —y) : 





(9) 
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Endlich hat man, wenn 


! gesetzt wird 
: 9 25 


: _ 1 ry 25 
| 22 Ve, — 4 — 2h 42h + 2h +... 
V 22 Vey —1+2h4 2h 4204... 
| wr 3 
, Hieraus folgt, dass, wenn e, — e, = k(e, —e,) gesetzt wird, h sich in 
der Form 
k ‘ 
(10) je tABH) 
darstellen liisst, wo }3(Kk) eine nach ganzen positiven Potenzen von k 
fortschreitende Reihe bedeutet. 
Wenn nun g, und g, gegebene Functionen von § sind, so erhiilt 


man durch Differentiiren der lings des Weges Z genommenen Inte- 
grale (3) nach & 


g do _ fwstn as oan __ ('R8tH sds 
dé 2t? ¢° “dé 2t? > 











dg , ag, , 
“dg > ag = 9 
gesetzt ist. Da nun 
a. an > : BS 
2.8 (ey — 2) (@ — %) 8 —%’ 
are i Te ee OE 
a (€, — €g) (€y — &) S—&’ 
=t>. 
2 °)~—C8 (€; — €:) (4s —@,) 8 — eG’ 











so wird 
i ee eo +7 
J 28 eg! 4 P 4 (e& —_ €q)? (& —_ €3)* ’ 
“sds 1 eo + en 
J ye | Za (€, — &)*(e = @)*’ 
‘stds 1 eo + e2n 
_— a (€, — €2)*(e — e)*? 
P oder es ist 
d d 
ag = — Pn — Qo, ap = Ro + Qn, 
(11) und analog 


dco" 
dé 





=~ Pi—Qo, FP —Ro'+ Qn, 
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| ! > __ hh C+ 9s =<, Ou= 1 >’ G2 &® + Gs 
8 (e—@)* (Q—e)?? © 8 (4 — €2)® (€, — €s)* ’ 


R=} Zz dr’ ey + gs e? 
(e 


1 — €g)® (€, — eg)* ; 


wo 


Fihrt man statt der Wurzeln ihre symmetrischen Functionen ein, 
so wird 
8(g,°— 27 9,*) P = — 369, 9,' + 249295; 
(19) 8(g,° —279")Q = — 29.29. — 369595; 
8(g,° — 27 9,") R= — 3929392 + 292'9s- 
Substituirt man nun in (11) fir und y resp. 





1 1 1 
a t 
Qg, “g* und Hg), 
so lassen sich die Coefficienten der so entstehenden Differentialglei- 


chungen durch g allein und seine nach § genommene Ableitung aus- 
driicken, und man erhiilt 


aQ g , 1 1 
P d& ~~ 6g(g—1) H—g Gaga + ig) 
(13) dH r P 
qe ~ wg—y 7? — wGy—y 2 


Wenn g von & unabhiingig, also g = 0 wiire, so wiirden auch 
Q und H € nicht enthalten, folglich die Perioden einfache algebraische 
Functionen von & sein. Diesen Ausnahmefall wollen wir hier nicht 
weiter beriicksichtigen und g als unabhiingige Veriinderliche einfiihren, 
indem wir fiir g'd& dg schreiben. Eliminirt man dann aus den beiden 
Gleichungen (13) der Reihe nach H und Q, so erhilt man 


dQ " 4\, dQ 55 
“ 0 = g(g—1) dg + (J9- *) dg a"? 
( 
aH 4 1\ di 5 
Q <= g(g—1) dg } G ee =) dg 144 Hi. 


Diese Gleichungen sind aber weiter nichts, als die Differentialgleichung 
der hypergeometrischen Reihe 





- RE LF . 
(15) 0 a(e@—1) Sy + (w(a+64+1)—7) S + «BF, 
wo 

11 5 4 
ia, F= 2? *> 
oder } , , a + B = 7s 
tan b=—-— TZ r= >%F 


zu setzen ist. Q und H haben also, als Functionen von g betrachtet, 
in der ganzen Zahlenebene den Charakter ganzer rationaler Functionen; 
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Ausnahmestellen kénnen nur die Punkte 0, 1, co sein. Zur Ermittelung 
der vollstiindigen Integrale von (14) ist jetzt weiter nichts erforderlich, 
als aus den bekannten Gaussischen Abhandlungen iiber die hyper- 
geometrische Reihe die verschiedenen Ausdriicke zu entnehmen, welche 
fiir die Umgebung der Ausnahmestellen giiltige Darstellungen der 
particuliren Integrale liefern, und die Integrationsconstanten zu be- 
stimmen. Der Uebersichtlichkeit halber mégen zunichst die hierher 
gehérigen Formeln aus der zweiten Gaussischen Abhandlung kurz 
zusammengestellt werden. 


Il. 
Zu der Differentialgleichung (15) gehéren fiir die Umgebung des 
Punktes « = die beiden particuliren Integrale 
(16) F(«, B, 7, %) = (1—2)-* F(a, y—8, », =" >) 
= (1—2)*F(8, y—2, 7, 5"5), 
a1 F(a+1—y, B+1—y, 2—y, 2) 
(17) = x'-1 (1—2)r-1 F(a+ 1—y, 1—B, 2—y, 2) 


z—1 
= 2 (1—2)r# 1 F(6+1—y, 1—a,2—y, 377): 


Diese Darstellungen sind giiltig fiir alle x innerhalb eines um den 
Nullpunkt mit dem Halbmesser Eins beschriebenen Kreises, resp. inner- 
halb derjenigen Halbebene, welche auf der negativen Seite der durch 
den Punkt om senkrecht zur Axe der reellen Zahlen gezogenen 
Geraden liegt. 

In der Umgebung des Punktes « = 1 hat man die particuliren 
Integrale 


(18) F(«, B, «-+B+1—y,1—a) 
=a F (a,a+1—y,a+6+1—y, “=*) 
=a F(6,B+1—y, e+p+1—y, = 

und, weila+p=y 


(19) F (a,p,e+B-+1—y, 1—2) log (@—1) + G(a, B, 1—2), 
wo G(«a, B, x) die Reihe 


SF Ax a+ s+) eer (A+ B) 2 





f- cet nety fo net (A+B+C)2+-- 
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bedeutet , und 

1 1 2 
A= @ + B a B 


ck 


1 1 
ata t ape 


eS) 


C= 


1 1 2 
ate t epi 2 
ist, Fiir (19) kann man auch setzen 


(20) F(«,B,a+p+1—y, 1—2) log *—" 4 2-#G (6,1—«,°—") 


= F(a,p,a+6+1—y,1—2) log *— * + 0-«G(a,1—p,=— ) 


Von der Identitét der Ausdriicke (19) und (20) iiberzeugt man 
sich leicht, wenn man beriicksichtigt, dass (19) und (20) der Differen- 
tialyleichung (15) geniigen, und dass ihre Differenz fiir «= 1 ver- 
schwindet, so lange man die Logarithmen so wiihlt, cuss sie ftir reelle 
x reell werden. Diese Darstellungen sind giiltig fiir alle x innerhalb 
eines um den Punkt «2 = 1 mit dem Halbmesser Eins beschriebenen 
Kreises, resp. innerhalb der Halbebene auf der positiven Seite der oben 
erwahnten Geraden. 

Fiir die Umgebung des unendlich fernen Punktes hat man endlich 
die particuliiren Integrale 


(21) a~* F(a, «+1 —y, a+1—f8, +) 
a (a—1)-* F(a, y—B, «+1 —B, ==): 


(22) a6 F (6, 6+1—r, 6+1—«, +) 
= («—1)*F(6, y—a,B+1—y, +s): 


Diese Reihen convergiren, so lange der absolute Betrag von x 
resp. 1 — a grésser ist als Eins. 

Von den linearen Relationen zwischen diesen verschiedenen Reihen 
moégen hier nur die beiden folgenden angefiihrt werden. Es ist 


(23) F(a,p,0-+B+1 ~ y,1—a) = Met+b—M(—y) pre gy 2) 


T(a— y) T(B—y) 
TI(«@+6 —y) T(y—2) 


+ TT (« — 1) 11 (6 —1) F(1—a,i—£,2—y, a)aV (1—ax)r-*-8, 


und 
(24) Tiete—) F(a, B, a+ B, x) 
= — F(a, B, 1, 1—2) log (l1—ax) — G(a, B, 1—z) 
+ F (a, B, 1, 1—z) (2¥(0)—¥(@ —1) — ¥(6— 1)), 
wo IT und ¥ die bekannten Gaussischen Zeichen sind. Um die folgen- 


den Entwicklungen etwas tibersichtlicher zu machen, sollen noch 
folgende Bezeichnungen gebraucht werden : 
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Hi, (x) = F(], = rb) a3 2), 
H,(«) = FG ii » aa %), 


— 


: 11 5 
H,(«) = F(55, <p> 1,1—2), 
11 5 
H,(«2) = F 2? =r 1,1—a) log (w— H+e(4, = 2? 1—z), 


_ 


H(z) =F (3s ies ig a)» 
25) H,(«) = F(-,, => —_ =), 
E,(«) = F(—,.— =, <, a), 


12 2? 38° 


. “we: 
K,(2) = FUGs> Ge? ie 2), 


K,(«) = F = sla 1,1—z), 


12? 


K,(«) = F = — ah! , —z) log(a— 1 +4 Ga» — —*)1- —a), 


ei? 
K,(«) = FC > 72? 12? zs) 


K(x) = F(—+y) Ge ig?” 


_ 





= 


Ill. 


Die Grdssen @, @’, 4, 4/ sind nun aus den Ausdriicken (25) linear 
zusammengesetzt. Da jedoch die so definirten Functionen wegen der 
darin auftretenden algebraischen und logarithmischen Glieder mehr- 
deutig, resp. unendlichvieldeutig sind, so soll das Gebiet der g durch 
einen geradlinigen Verzweigungsschnitt, welcher von dem Punkte 
g = 1 tiber g = 0 nach g = — oo veriiuft, in ein einfach zusammen- 
hangendes verwandelt werden. Innerhalb dieses Gebietes sind dann 
Q, 2’, H, H’ eindeutige Functionen und man kann jetzt die Integra- 
tionsconstanten so bestimmen, dass die Werthe von @, aw’, 9, 7, 
welche durch die Ausdriicke (25) geliefert werden, identisch sind mit 
denen, welche die Integrale (5) ergeben, wobei vorliufig g, und g, 
immer ree!l sein sollen. 

Zu dem Ende seien zuniichst e,, €, ¢, reell, also g reell und 
> 1. Dann ist einerseits, weil e, > e, > &, 








H, Brows. 


ies J ast 4(s—e,) (s—e,) (8 -e)} #, 
w= if as{—4(s—e,) (6—e) (6—e) 


ey 


(26) : 
n—— feds{ 4(s—&) @—e) @—ep} 4, 


' =< —4 sds {—4(s- e,) (s—e,) (s- ay}, 


ey 





wo die Wurzeln simmtlich reell und positiv sind. Andrerseits hat 
man nach einer kleinen Umformung fiir @ und @’, sowie fiir y und 7 
Ausdriicke von der Gestalt 


1 1 
Co, *He(9) + Cg! Js H(9) 


und 
1 1 


Cg," Ky(9) + O'g * * Kg). 


Wenn man nun g, fiir den Augenblick als constant ansieht und 
die Perioden als Functionen von g, betrachtet, so enthalten diese Aus- 
driicke offenbar nichts anderes, als die Entwicklung der Perioden nach 
steigenden Potenzen von g,. Man erhiilt also die Constanten C und 
C’ sofort, wenn man g, = 1 setzt und die Werthe aufsucht, welche 
die Perioden und ihre ersten Ableitungen nach g, fiir g, =O an- 
nehmen. In diesem Falle ist 


1 
2? 


— 


.. foe q=0, ¢=—- 33 


also wird, wenn man setzt 


0 
Oo, = J ds (4s— sy 4 — Jao (i—fsinto) 4, 


0 


wla 


(27) 9 a 


nm 


0 


2 
% = — | sds(4s*—sy *— L fag cos? @ (1— : sin? 9) *, 
\ ae 0 “J 


2 

















Ueber die Perioden der elliptischen Integrale. 


und fiir g, = 1 und g, = 0, 


O= Wy, OD =1M%, N=MN, Y= — tM. 

Die Werthe der ersten Ableitungen erhalt man aus (11) und (12), 
wenn mang, = 0, §= 9, g, =1, also P=3,Q—0, und R= + 
setzt. Dieselben werden dann resp. 

— 3%, + 3%, < @, + @o. 

Hieraus folgt schliesslich 


1 1 


BJ ¥ H,(9) — 309." * H;(9), 


1 . 
w= tag, * Hy(9) + Bing * oy Hs(9), 
(28) 


1 4 


1 se 
1= 9: Kg) + zg, * & Ks(9), 


1 1 


7=- i M9y. Ky(9) + ; M09 F . K,(9)- 





\ 
Die Bedingung 9 @’ — 7a = ; zi liefert, weil 4y,a@, = 2, noch die 
Relation 


l= aie .K,H, + K,H,. 


Die Gleichung 4@ — y'@ = constans ist tibrigens eine einfache 
Folge aus den Gleichungen (11), wie man sich leicht durch blosses 
Differentiiren dieses Ausdrucks iiberzeugt. Da nun die Perioden als 
Functionen von § betrachtet den Charakter ganzer rationaler Func- 
tionen besitzen, abgesehen von den in endlicher Anzahl vorhandenen 
Ausnahmestellen, so muss die Constante, wenn sie fiir irgend einen 


Punkt & gleich : at ist, stets diesen Werth besitzen, verausgesetzt, 


dass man in (6) fiir die Perioden ein System simultaner Werthe sub- 
stituirt. 

Es seien nun wieder wie vorhin die drei Wurzeln reell, also 
g > 1 und reell, so werden, wenn g von + oo auf + 1 zuriickt, 
zwei Wurzeln einander gleich, und zwar wird wegen der Relationen 
(4) fir g, > 0 e, —e,, fiir g, << 0 e, =e; im ersten Falle bleiben 
@ und 9 endlich, wihrend w’ und y unendlich werden, im zweiten 
Falle findet das Umgekehrte statt. Es sei zuniichst g, positiv, dann 
hat man, weil w und y endlich bleiben miissen, 

1 5 1 1 
a= Cg ‘g"H, 4»=C'g:'g “Ky. 
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Zur Bestimmung von C und C’ setze man g=1, g, = 1, also 
9, = 3, dann wird e, = 1, e, =e, = — = und 


» 
- 


1 C cid oe V5: 
= =CYy3 
Ve Vs” Vea V3, 
oder 
5 1 1 
wT 


1 g 
es ‘g" Hyg), 1= Yvan gr'9 “ K,(9), 





wofiir man auch etwas einfacher schreiben kann 


1 


= 93° K;(g). 


t 
(30) @ ~— -293_ Hg), 1" Va 


~ Vea 9s 
Da nach (18) 


3 +f 5 1 —1 
gH, = F(4, er ), 





1 
g 4K, =F (- 1 7 ¥ #—1), 


12’ 13? g 
so erhilt man durch Vergleichung von (28) und (29) fiir ein ins Un- 
endliche wachsendes g die KRelationen 


@, V2=aP (yy, on 1, 1), 


ty V1I28 = a F (- oe 1) 


oder 


o, Vi2T ( L)a(- 6) = ayz, 


(31) 12 
1798 7 = 
n V1728TI (4) TT (—x) == = V2. 


Um @’ zu finden, beriicksichtige man, dass = die Form 
a 6 
C (—. =z i—g 
CHO’ Fi =C+C' log (g—1) +0" - (2 H ) 
8 8 
besitzen muss, oder dass die Griésse + log h sich in der Gestalt 
C+ C' log (g—1) + (1—g) PU—g) 
darstellen liisst. Man erhilt also C und C’ sofort, wenn man h nach 


Potenzen von g — 1 entwickelt, Zu dem Ende setze man in der 
Gleichung 4s* — g,s — g, = 0 








: 2 
36 


s=nsin(N — ~); N=ngg. 





- 


er 
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Es wird dann 


cos 3N = FH’ sin 3N = /2—", tg 3N=/g— 1, 
also, wenn g = 1 + Kk? gesetzt wird (k > 0), so erhilt man 
ke 
N == (t— = +4 —-++), 


tgN = -k +P R(e), 





¢, = msin (NV — ; + 3. @ = nin (N — =) 


@&—¢% 2tgN a 3. (Je2 
C, — C V38+tgN ye + POO. 


Hiernach wird also h ausgedriickt durch eine Reihe von der Form 


He" (1+ —) 8-H), 
und es ist 
Ca — ees oi} 


at ? ~ Vet? 
oder 


. . * 5 
(32) @’ = ,°.(log(g— 1) — 2 log 24 3) — Tai en a(t, 5, 1-9), 


oder auch mit Beriicksichtigung von (20) 


: 
’ 5 _ 
(33) @ = sei (log? 1 _ 2 log 24 ¥3)— pam n @(5, 5, &— >): 


Durch ihnliche Schliisse gelangt man zu dem Ausdruck fiir 7’. 
Beachtet man, dass + die Form 
eve ’ 1—g 
C+ C' log (g—1) + C' (2 = 


besitzt, dass ausserdem wegen (6) und (29) oder (30) 





. 
at a 


Ta ES _ Sg _1) BG—1) 


ist, so erhalt man 


17* 
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(34) nf = 2 (log (g—1) + 12 — 2 log 24/3) 
® i = 5 1 
i an 2?” 12° 1—g) 
(35) = 5; (log 45+ + 12 — 2 log 24 73) 
ry : 
1 7 g-—1 
~ Wave a O-% we 45) 


Die Substitution dieser Ausdriicke in (6) liefert noch die Relation 


; 
12g *—12H,(9) K,(9) + H;(9)@ (=, — 5, 1—g) 


— K,(9 (4, 3, 1-9). 


Um die Ausdriicke fiir ein negatives g, zu ermitteln, ist es nicht 
erforderlich, die ebengemachten Schlisse zu wiederholen; ein Blick 
auf die Gleichungen (28) zeigt vielmehr, dass, wenn — g, fiir g, gesetzt 
wird, die Gréssen @, @’, y, 9 tibergehen in — wi, mi, i, — ni. 
Man erhilt also die gewiinschten Ausdriicke, wenn man in den Glei- 
chungen (29), (30) etc. fir g,, @, w', 4, 9 einfach — g,, — ot, wi, 
nt, — ni schreibt; also 

















_— nt (—9s)* Pe: 
@ Vag 9)» 9 a | 9,)* K; (9), 
o= g ( —1) — 2 log 24 y’3) 
' 
1 92 (— 9s) it 5 
~ Fae BS GG ae 1-9) 
= — 35; (log 4+ — 2 log 24 73) 
1 
—7F 5 1 g—t 
(36) “Pes I, 'e(> DR’ s—), 
n = —~Z, (log g— 1) + 12 — 2 log 24 3) 
-_ 5 1 
+ >= as - a) @(£, ~~ am 8 —9) 
‘ « 
— — 3h; (log 5 + 12 — 2 log 24 3) 
1 7 g-—!)\,. 
toy at = we SS) 





Von den in Vorstehendem entwickelten Ausdriicken haben offenbar 








ht 
ok 
zt 
4. 
‘i- 
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diejenigen, in denen kein Logarithmus auftritt, in der Umgebung des 
Punktes g = 1 den Charakter einer ganzen rationalen Function, ab- 
gesehen natiirlich von dem Fall, wo g, und g, gleichzeitig gleich Null 
oder Unendlich und g=1 wird. Diese Ausdriicke lassen sich also 
mit Hiilfe der Formeln (23) ohne Zweideutigkeit bis zur Umgebung 
des Punktes g = 0 fortsetzen, wihrend bei den anderen wegen des 
Logarithmus eine von dem Wege der Fortsetzung abhingige Viel- 
deutigkeit stattfindet. Wir wollen dieselbe beriicksichtigen, indem wir 
in (24) log (1—g) — log (g—1) + emi setzen, wo « eine beliebige 
ungerade Zahl bedeutet, die vorliufig —-+ 1 sein soll. Ferner hat 
man nach den von Gauss gegebenen Formeln 


2¥ (0) — ¥ (—4) — ¥ (— 3b) = 2 log 24 V3 — x V3, 
2¥ (0) — ¥ (—-+8) — ¥ (— J) = 2 log 24 73 — 12 — 2 V3, 
folglich werden die Gleichungen (23) und (24) 
_ ee _t 
nm a any i + { ~ 7 
n(—43) "(3 n(-3)"-% 


n(—- a 


iat: sieeoecieaepeiaednm ieee ae * K,, 
" oa 


m3) ™(-3) 
—"- H, = — H,(log (g — 1) — 2 log 24 Y3) 


H, = 








or 


TT 





al é(z, = a 1—g)— A, (exi+2/3), 


m(- a) "C4 


(2 as — K, (log (g—1) + 12 — 2log 24/3) 
“= 


—@(— a? aa 1 _9)- K, (exi+-n/3)- 


Wenn wir wieder zuniichst g,>0 voraussetzen, so erhilt man aus (30) 


_S n(-5) no ay wi i) = 
ea Sa-§) * ham” 


po eee. ae. 


K, +—= , . 
Vu m(4) n(-2 Is Van (2) n(8 Is 2 


o= 
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Diese Reihen enthalten offenbar die Entwicklung der Perioden nach 
steigenden Potenzen von g,. Bezeichnet man deshalb die Werthe von 
@ und » fiir g, = 0, g, = 1 mit @, und »,, so ist 


C3) 7), 

37 ee 5 Pv on ee 

( ) @; “as Ms » | V24 n(4 -ynr(— = 

Hieraus folgt dann nach einigen Umformungen oder, indem man wieder 


wie friiher die Differentialgleichungen (11) zur Bestimmung der Coef- 
ficienten von g, und g,? verwendet, 


igi ; 

(38) @ = 0,9, ° H,(g) — ne _H,(9), 
= K(q) + 2 ao? 

(39) 1= 19; Kg) +347 “2 K,(9). 


Multiplicirt man ferner die oben angesetzten Gleichungen, welche 
Logarithmen enthalten, mit 


‘ & F + 

¢ 9293 . : 6 
——=— — resp zs 
Vas 9s en: 


so erhilt man nach Ausfiihrung der néthigen Reductionen 








ee Pek 

(0) om tT gg, ti) - tLe at H,(9); 
' — s0—~t 

a1) of = FF ng! EQ) +E me He KA). 


Die fiir ein negatives g, geltenden Formeln erhalt man wieder wie 
friiher, nimlich 


oy! : _— 
w= ia(—g,) * H,(g) +E BOO Hg), 


1 
nf =—in, (—gs)* K,(g)+ at at sy * K,(9); 
(42) 


== 





ia,(—g,) ? H(g)- =1iV8in 5 9)" Bygh 








3. 2 ie [V3 to. a%(— —% 
Wn, (—g,)° K, (g)— Se a — ) ( =o K, (g). 


Aus den Gleichungen (37) und (6) folgt dann noch 
x=, 9, V12, 1=— K,H,+ 4  K,H,. 





vale 
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IV. 


Durch die in dem letzten Abschnitt aufgestellten Ausdriicke ist 
fiir jedes Werthepaar g,g, ein System von simultanen Werthen der 
Fundamentalperioden der Integrale erster und zweiter Gattung ge- 
geben. Es ist dabei gleichgiiltig, wie man die Werthe der mehr- 

1 1 


deutigen Gréssen a , i log (g — 1) fixirt, vorausgesetzt natiirlich, 
dass dieselben innerhalb einer jeden einzelnen Reihe von Ausdriicken 
dieselben sind. Ferner gestatten die verschiedenen Formen, welche im 
zweiten Abschnitt fiir die hier benutzten hypergeometrischen Reihen 
aufgefiihrt worden sind, zu bewirken, dass man fiir jedes beliebige 
g convergente Entwicklungen erhilt. Es ist dazu nur erforderlich, 
von den Gréssen 
—1 1 1 
9; moos 1—g, 2~, -* oT 

diejenige auszuwiihlen, deren absoluter Betrag kleiner als Eins ist. 
Nur die beiden Punkte g = ; + ; V3 machen eine Ausnahme. Fiir 


diese beiden Punkte liegen die eben genannten Grossen stets an der 
Grenze des Convergenzgebietes der verschiedenen Reihen. Da jedoch 
Q, 2, H, O an diesen beiden Stellen den Charakter ganzer rationaler 
Functionen besitzen, so wollen wir diesen Ausnahmefall hier nicht 
weiter beriicksichtigen. 

Es ist nun noch iibrig zu untersuchen, wie sich die Perioden als 
Functionen von € verhalten. Dieselben haben im Allgemeinen den 
Charakter einer ganzen rationalen Function; Ausnahmestellen kénnen 
nur diejenigen Punkte € sein, in welchen eine der folgenden Glei- 
chungen stattfindet: 

9. = 9, Jz = 0, Jy = 9, Gg, 9= 1. 


Denkt man sich alle diese singuliiren Punkte durch eine gebrochene 
Linie M einander verbunden, welche durch keinen Punkt der §-Ebene 
zweimal hindurch geht und ins Unendliche verlaiuft, wenn § = oo 
ebenfalls eine Ausnahmestelle ist, so ist durch. diesen Schnitt die 
ganze §-Ebene in ein zweifach, resp. einfach zusammenhingendes 
Gebiet zerlegt. Innerhalb dieses Gebietes sind dann die Gréssen 
o, a’, », 4 eindeutig definirt, wenn man einem beliebigen nicht singu- 
liren Punkte § ein bestimmtes Werthsystem @, a’, 7, 4, wie es durch 
die Formeln des vorigen Abschnittes gegeben ist, zuordnet, und die 
so definirten Functionen nach allen Punkten & hin fortsetzt, ohne 
jedoch die Linie M zu passiren. Zu beiden Seiten der Linie M werden 


offenbar @, @ , 4, 4 verschiedene Werthe besitzen kénnen. Um sich 
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vou diesen Werthdifferenzen ein allgemeines Bild zu verschaffen, ist 
es nur néthig, zu ermitteln, wie sich die im vorigen Abschuitt dar- 
gestellten o, o’, y, 9 verhalten, wenn € eine der Ausnahmestellen 
umwindet, wihrend die Untersuchung iiber das Verhalten der Perioden 
in jedem einzelnen Punkte des Verzweigungsschnittes einfacher in 
jedem besonderen Falle besonders fiir gegebene g, und g, durch- 
gefiihrt wird. 

Es seien die Gréssen a und b niemals = 0 oder = oo, ¢ niemals 
= ( oder — 1 oder = co, dann kann & héchstens in einem der folgen- 
den 13 Fille singulirer Punkt sein: 





ee eo we ee a: Ee ae 
a=7Ta a 0 0 0 0 0 w& wo w© &© w co 
=| b © 0 0 0 0 w&F b OO wo wo wD o& 
g=!1 0 ¢e¢0 1 60 0 @© & e¢ 0 1 co 


In den drei noch iibrigen mdglichen Fillen haben offenbar die 
Perioden den Charakter einer rationalen oder einer ganzen rationalen 
Function. In dem Falle (1) kénnen die Perioden logarithmisch, in 
den Fallen (5) und (12) logarithmisch und algebraisch, in allen iibrigen 
Fiillen nur algebraisch unstetig werden. Es sind nun vier Gruppen 
von Fiillen, nimlich g = 0, g = 00, g=c, g =1 zu unterscheiden. 

Es sei zunichst g = 0. Man setze in den Formeln (38) bis (41) 
é = 1 und bezeichne den zu ¢ = — 1 gehérigen Werth von o’, » mit 
a”, 7’, so ist a+ a’ —o"',y7+7—y. Sind 

qo EE ge 
die beiden complexen cubischen Wurzeln der Einheit, also — «, eine 
primitive sechste Wurzel der Einheit, ist ferner » die Ordnungszahl 
fiir das Null- oder Unendlichwerden von g,, wo fiir ein Unendlich- 
werden von g, ” negativ zu nehmen ist, schreibt man endlich die 
Gleichungen (38) bis (41) fiir einen beliebig fixirten Wurzelwerth von 





PJ in der Gestalt 
oa=-a+b, ow —ae,+be,, wo = — as, — da, 
y=ce+d, yf =—ce +d, 4’ —=— ce, — de, 

so sind offenbar alle Werthsysteme, welche @, a’, @”, y, 7," an- 


nehmen kénnen, wenn § den betreffenden singuliiren Punkt ein oder 
mehrere Male umwindet, in folgenden Ausdriicken enthalten: 


a= a(—é,)—"-+ b(—«,)**, wo’ = a &,(—é,)- ™+ be, (—e,)**, 
a” == — @&, (— &)- ™— be, (—@,)**, 

n=c(—&,)-™+d(—é@,", 9’ =c8,(— &,)—-™-+de,(—,)**, 

1 = — C&(—&)—™ — be, (—a,)**, 
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wo k die Anzahl der Windungen bedeutet. Wenn m = + 1 (mod. 6), 
so erhailt man folgende sechs Werthsysteme: 


) *.. 4.4 ‘.. a 
~—t¢ ff €,. °@) f .t 
-—cf #e# =f -—f @§ —¢, 
-—e —-f& -# =—y <¢ =, 

7 -f —s f —G ey 

a” —@ a’ y —% x . 


Wenn » = + 2 (mod. 6), so fallt das zweite, vierte und sechste 
Werthsystem fort; ist » = 3 (mod. 6), so findet nur ein Zeichenwechsel 
statt; ist endlich m = 0 (mod. 6), so haben die Perioden an der be- 
treffenden Stelle den Charakter einer rationalen Function. Die Formeln 
(42) liefern offenbar ein analoges Resultat. 

Wenn g = ox, so erkennt man sofort, dass, wenn die Ordnungs- 
zahl von g, m und m= -+ 1 (mod. 4) ist, nur folgende vier Werth- 
systeme auftreten kénnen: 


) oo’ Y) "', 
— a’ o —y7 nN; 
—-o —@ —y —7; 


o —@ " —4, 


Wenn m= 2 (mod. 4), so findet nur ein Zeichenwechsel statt, 
uud wenn m= (mod. 4), so haben die Perioden den Charakter einer 
rationalen Function. 

Wenn ferner g = c oder g = 1 ist, so muss 3m — 2n— 0, also 
m=2p, n= 3p sein; die algebraischen Glieder wechseln also fiir 
ein ungerades p ihr Zeichen, fiir ein gerades p werden sie rational. 
Ferner wichst, wenn g = 1, der Logarithmus beim Umkreisen der 
singuliren Stelle um ein Vielfaches von 227i, also die eine Periode 
um ein Vielfaches der andern. 

Hiernach sind also simmtliche zu einem bestimmten Werthe von 
€ gehérigen Werthe der Perioden in der allgemeinen Form 


a=-fot+ga, o=fo+go, 
n=fn+97, "=f +91, 
enthalten, wo wegen (6) 
fg —f9=1 


sein muss. Der Weg, auf welchem man von & nach §& iibergeht, 
lisst sich dabei stets so wihlen, dass die ganzen Zahlen f, g, f’, g’ 








' 
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alle beliebigen mit jener Bedingungsgleichung vertriglichen Werthe 
annehmen. 

Ich muss es mir hier versagen, auf die Folgerungen niher ein- 
zugehen, welche sich in Bezug auf den Zusammenhang zwischen den 
Invarianten g,, 93, g und der Grosse 


h=e” 


aus den bisherigen Entwicklungen ziehen lassen. Es mag hier nur 
bemerkt werden, dass es méglich ist, g als Quotienten zweier Potenz- 
reihen von h mit ganzzahligen Coefficienten darzustellen, welche un- 
bedingt convergiren, so lange der absolute Betrag von h kleiner ist 
als Eins. 


Dorpat, im April 1875. 

















Ueber neue Focaleigenschaften der Flachen 2. Grades. 
Von 


Orro SraupeE in Breslau. 


$1. 
Einleitung. 


Definirt man die elliptischen Coordinaten 4, w eines Punktes der 
Ebene, dessen Parallelcoordinaten x, y heissen, in Bezug auf 2 reelle 
Constanten «, 6 durch die Gleichungen: 


_ ee a 
(1) Sar F yar oh e—p + B—« my 
in Verbindung mit den Ungleichungen: 
(2) —wo<cicpcuce, 


so driicken sich die Entfernungen des Punktes 4, wu von den gemein- 
samen Brennpunkten der Kegelschnitte (1) in seinen elliptischen Coordi- 
naten also aus:*) 


8) #1—=Va—AtVa—p, m=—Va—A—Ya—u. 
Diese Formeln kénnen als gemeinsamer Ausdruck bekannter Focal- 


eigenschaften der Ellipse, der Hyperbel, des Kreises und der Cassini’schen 
Curve gelten. Denn ihre Verbindung ergiebt unmittelbar: 


rnt+r =2y~a—A, r, — 7, =2fa—p, 


r+ r= 2a—A —y, 17, =u—A, 
wahrend 
A = const., uw = const., 
A+ uw = const., pu — A= const. 


die Gleichungen der Ellipse, der Hyperbel, des Kreises und der Cassini’schen 
Curve in elliptischen Coordinaten sind. 





*) Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik, herausg. von Clebsch, 8. 222. 
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Man definirt im Raume die elliptischen Coordinaten A, u,v eines 
Punktes, dessen Parallelcoordinaten x, y, 2 heissen, in Bezug auf 
3 reelle Constanten a, B, y durch die Gleichungen: 








a 2 2 
+7+-h 


: x y? 2 
Oar tgpaatyaa—! saat eat Re 
2 


2 2 
: —— os ok oe = # 
in Verbindung mit den Ungleichungen: 
(5) —w<chlcycu<pcrvca. 
Man hat ferner in 





A=const, «=—const, wv=—const, 4+ u-+ v= const, 
uw+v=const, A+ uw —v=—const, uw — v = const. 


die Form der Gleichungen des Ellipsoides, des ein- und zwei-schaligen 
Hyperboloides, der Kugel, der Fresnel’schen Wellenfliiche, der Cassinoid- 
flichen 6. und 8. Ordnung in elliptischen Coordinaten*). 

Eine Ausdehnung der oben erwihnten Focaleigenschaften ebener 
Curven auf die entsprechenden Gebilde des Raumes darf daher zu 
erwarten sein, wenn man den Ausdriicken: 


(6) r=Yao—Atyfa—utya—v 
eine entsprechende geometrische Deutung zu geben vermag, wie sie 


die Ausdriicke (3) in den Focaldistanzen des Punktes 4, w gefunden 


haben. 
Den beiden (reellen) Focalpunkten der Kegelschnitte (1) ent- 


sprechen unendlich viele gemeinsame Focalpunkte der Fliachen (4), 
welche die gemeinsamen Focalcurven derselben, die Focalellipse und 
Focalhyperbel, bilden (zwei Focalpunkte auf verschiedenen dieser 
beiden Focaleurven sollen ungleichnamige Focalpunkte genannt werden). 
Aber die Entfernung eines Punktes P mit den elliptischen Coordinaten 
A, w, v von einem beliebigen Focalpunkte stellt sich im Allgemeinen 
nicht durch einen Ausdruck dar, der dem einfachen Typus (6) zu- 
gehért. Dagegen findet dies annahernd statt fiir die Entfernung des 
Punktes P von denjenigen 8 Focalpunkten, in denen die 4 durch P 
gelegten gemeinsamen ‘Transversalen der beiden Focalcurven (die 4 
Focalstrahlen des Punktes P) diese letzteren schneiden. Beziehen sich 
diese Distanzen auch zuniichst nicht auf jeden beliebigen Focalpunkt, 
sondern auf 8 durch den Punkt P im Allgemeinen bestimmte, specielle 
Focalpunkte, so werden sie doch sofort von dieser Beschrinkung befreit, 
wenn sie von jenen 8 Focalpunkten aus nach einem beliebigen jeweils 


*) Vgl. W. Roberts, Annali di matematica, Serie 1, Bd. 4, S. 148 und 
meine Dissertation: Ueber lineare Gleichungen zwischen elliptischen Coordinaten, 
Leipzig, 1881. 














Focaleigenschaften der Flichen 2. Grades. 255 


ungleichnamigen Focalpunkte geradlinig fortgesetzt werden; und auch 
nach dieser Fortsetzung driicken sich die nunmehr gebrochen gerad- 
linigen Distanzen noch immer durch Formeln aus, die das Charakte- 
ristische des einfachen Typus (6) besitzen; sind doch jene Fortsetzungen 
wieder Stiicke gemeinsamer Transversalen der beiden Focalcurven. 

Somit besitzt thatsiichlich jeder Punkt P des Raumes mit Bezug 
auf das System confocaler Flaichen (4) gewisse Focaldistanzen, die in 
den elliptischen Coordinaten 2, wu, v des Punktes durch einen Aus- 
druck der verlangten Form darstellbar sind, namlich seine lings gemein- 
samer Transversalen der Focalellipse und Focalhyperbel gemessenen, 
geradlinig gebrochenen Abstinde von beliebigen Focalpunkten. 

Auf diese ,,gebrochenen Focaldistanzen“ beziehen sich die folgen- 
den Untersuchungen, welche eine wesentliche Verallgemeinerung der 
friiher*) von mir gefundenen Focaleigenschaften der Flachen 2. Grades 
und zugleich einen neuen Beweis der letzteren zu geben bestimmt sind. 


§ 2. 
Die Gleichgewichtsdistanzen zweier Punkte iiber eine Curve. 


Eine Curve im Raume sei durch die Gleichungen: 


z= (s), y= (8), = ¥(s) 


gegeben, welche die Coordinaten 2, y, ¢ des Curvenpunktes P als 
Functionen der Bogenliinge s der Curve darstellen. Es seien ferner 
P,=2,, 4, # wnd P,—2,, y,, 2 zwei feste Punkte im Raume 
und s, und s, die absoluten Werthe ihrer Entfernungen von einem 
verainderlichen Curvenpunkte P. Indem man nun die Summe: 


S(s) = 8, + 8, = YV(@ — 4)? + (y—y,)? + @— 4)? 
+V@— 2, + —%) + @— a) 
als Function von s betrachtet, kann man nach den Werthen von s 
fragen, fiir welche dieselbe einen Maximal- oder Minimalwerth an- 


nimmt. Die Nullsetzung der 1. Variation der Function fiihrt zu der 
Gleichung: 


(45% 445")4 az + + (25% 4 25 Ye a 
+ (454 +45" a = 0. 











*) Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 20, S. 183, Einen neuen rein geome- 
trischen Beweis der dort entwickelten allgemeinen Siitze giebt neuerdings Herr 
Finsterwalder, Math. Ann., Bd. 26, 8, 546. 
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Diese driickt aus, dass die Halbirungslinie des Winkels zwischen 
den Richtungen PP, und PP, auf der Curventangente in P senk- 
recht steht. In diesem Falle soll die gebrochene Linie P,PP, eine 
Gleichgewichtsdistanz der Punkte P, und P, iiber die Curve heissen, 
weil sie die Gleichgewichtslage eines unausdehnbaren Fadens ‘bezeichnet, 
der iiber die Curve bei P ohne Reibung gleitet und nach P, und P, 
hin gespannt wird. 

Benennt man mit t, und r, die Winkel zwischen den Richtungen 
PP, und PP, einerseits und einer bestimmten der beiden Richtungen 
der ‘Curventangente in P andererseits, so lautet die obige Gleichung: 


cos tT, + cos t, = 0, 


was man auch in folgender Weise deuten kann: 

Die gebrochene Linie P,P P,, welche zwischen den festen Punkten 
P, und P, tiber den Punki P der Curve liuft, ist eine Gleichgewichts- 
distane der Punkte P, und P,, wenn die beiden geradlinigen Stiicke 
PP, und PP, auf verschiedenen Miinteln eines Rotationskegels liegen, 
welcher P als Spitzee und die Curventangente in P als Axe hat. 


§ 3. 
Die Entfernung zweier ungleichnamiger Focalpunkte. 


Die Entfernung der beiden Schnittpunkte einer gemeinsamen 
Transversale der beiden Focalkegelschnitte mit diesen driickt sich in 
elliptischen Coordinaten durch Ausdriicke vom Typus § 1, 3 aus, 
Seien niimlich G = 2z,, y,, 4, und H= 2, y,, 2 irgend zwei 
ungleichnamige Focalpunkte, beziehungsweise auf der Focalellipse und 
auf der Focalhyperbel gelegen. Die elliptischen Coordinaten der beiden 
Punkte sind von der Form y, y, v und 4, 6, 8. Zwischen diesen und 
den entsprechenden Parallelcoordinaten bestehen die Relationen: 











2,=@ a, Pee, nto, £,=0; 
a, 0, os! abe, y,=0, a= or, 


wo @, und @, die Bedeutung + 1 und alle vorkommenden Quadrat- 
wurzeln positive Werthe haben sollen. Die Substitution dieser Werthe 
in den Ausdruck 


s = V(x, — 2) + (y, — yo)? + (4 — %)? 
liefert als positiven Werth der Entfernung GH = s: 
s= f~a—iA— aa, Va — v. 
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Damit ergiebt sich, wenn 2 Punkte des Raumes gleichseitig oder 
ungleichseitig heissen, jenachdem sie auf gleicher oder auf ungleichen 
Seiten des zweischaligen Hyperboloides y= « (der Ebene der imaginiren 
Focalellipse der confocalen Flichen § 1, 4) liegen, der Satz: 

I. Der Abstand zweier ungleichnamiger Focalpunkte G = y, y, v 
und H=4, 8,8 ist, jenachdem dieselben gleichseitig oder wungleich- 
seitig liegen: 


s=Va—iA—Ya—v oder s=YVa—At+Va—v. 

Diese Formeln sind der gemeinsame Ausdruck der Dupin’ schen 
Verallgemeinerungen*) der Focaleigenschaften der Kegelschnitte. Es folgt 
aus ihnen unmittelbar z. B. die folgende Eigenschaft der Focalellipse 
in Bezug auf zwei beliebige ungleichseitige Punkte der Focalhyperbel: 

II. Sind H, (4,, B, B) und H, (a,, B, B) zwei ungleichseitige 
Punkte der Focalhyperbel, so ist fiir alle Punkte G(y, y, v) der Focal- 
ellipse die Summe der Entfernungen GH, und GH, die niimliche 
(GH, + GH, =ypa— 4, + a — 4,). 

Da GH, und GH, auf verschiedenen Manteln des von G aus 
iiber der Focalhyperbel errichteten geraden Kegels liegen, so bedeutet die 
gebrochene Linie H,GH, nach § 2 immer eine Gleichgewichtsdistanz 
der beiden Punkte H, und H, iiber die Focalellipse, wo auch G auf 
der letzteren liegen mag. 

Diese Betrachtung dehnt sich tibrigens leicht auf den Fall aus, 
dass H, und H, irgend zwei gleichnamige Focalpunkte und G ein 
beweglicher Punkt des gegen sie ungleichnamigen Focalkegelschnittes 
ist; nur bestehen die Gleichgewichtsdistanzen H,GH,, wenn H, und 
H, zwei gleichseitige Punkte der Focalhyperbel oder zwei Punkte der 
Focalellipse sind, aus einem endlichen und einem durch das Unend- 
liche hindurchlaufenden geradlinigen Stiicke. 


g§ 4, 
Die 8 Focalcurvendistanzen eines Punktes. 


Ein Punkt P des Raumes habe die Parallelcoordinaten 2’, y’, 2 
und die elliptischen Coordinaten 4, w, v. Irgend einer der 4 Focal- 
strahlen des Punktes, F;(i = 1, 2,3, 4), schneide die Focalellipse im 
Punkte G; und die Focalhyperbel im Punkte H;. Es sollen die Langen 
PG; und PH,, die ,,Focaleurvendistanzen“ des Punktes P, in den 
elliptischen Coordinaten des Punktes dargestellt werden. 

Fallt man vom Coordinatenanfangspunkte O(z—=0, y=0, 2=—=(0) 


*) Vgl. Dupin, Développements de géometrie (Paris, 1813), mém. IV, p. 280; 
Chasles, Comptes rendus, t, XVI. p. 833 (1843); Pliicker, System der Geometrie 
des Raumes (Diisseldorf, 1852), § 10, 8 201. 
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auf die Tangentialebenen der 3 Flichen 4, w, v im Punkte P Perpen- 
dikel, so sind die Laingen derselben beziiglich*): 


(1) py MK tg Vee oy 
————-° Vee Va ni 
P= Va—vVo—BVo—7 
‘ Vo—i1Vo—n’ 


wo, wie iiberall im Folgenden, die einzelnen Quadratwurzeln positiv 
gelten sollen. Den Richtungen dieser von O auslaufenden Perpen- 
dikel parallel, sollen durch den Punkt P drei Halbstrahlen gezogen 
und als positive Halften dreier Axen eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems PE, Py, P§ genommen werden. Zwischen den Coordinaten 
—, 7, € eines Punktes in Bezug auf diese Axen einerseits und seinen 
Coordinaten x, y, 2 in Bezug auf das friihere Coordinatensystem 
der Hauptaxen Ox, Oy , Oz der confocalen Flichen § 1, 4 andererseits 
bestehen die Relationen**): 


t—-i= *§4+—2 = “he de wa 9, 





(2) y-y—{ 5 et -e thy 
s-¢= wt b+ Se - + oe the. 


Die Gleichungen der 4 Focalstrahlen des Punktes P in Bezug 
auf das Coordinatensystem der &, », € lauten ***): 


ae VB-- -aVy—i , VB—uVu —y ~Vo— -BVe—y 
li Woden ° “aH 


wo &,&, & die Bedeutung + 1 haben, o die Entfernung des laufenden 
Punktes &, 7, € vom Punkte P und die 3 Coefficienten von o die 
Richtungscosivuus des Focalstrahles sind. Da den beiden Werthsystemen 


6, n=é; 


&, &, & und — &, — &, — &;" in (3) derselbe Focalstrahl entspricht, 
so erhilt man die 4 Focalstrahlen, indem man etwa annimmt: 
&=—1, ¢'=— 1, «= 1, 
(4) SE te alles 
3 ) 3 — 9 2 
&=—1, «=—=-—1, ¢’= 1. 


Denkt man sich dann den Focalstrahl F; in der Weise erzeugt, 


*) Vgl. Salmon-Fiedler, a. a, O., Art, 165. **) Ebend., Art. 171. 
***) Vgl. Liouville, Liouville’s Journal, Ser.1, Bd. 12, S. 423; vgl. auch 
Schwarz, Bestimmung der scheinbaren Grisse eines Ellipsoids fiir einen beliebigen 
Punkt des Raumes, Gitting. Nachrichten, Jahrg. 1883, Nr. 2. 
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dass der Parameter 6 der Gleichungen (3) zuerst von O gegen + co 
und hierauf von —oo gegen O hin wiichst, so erhilt durch diese 
Vorstellung F; zugleich eine bestimmte ,,positive Richtung, welche 
durch die Richtungscosinus: 


(3’) -, VB=Wy- —i -/ VB— - Vu - —7 _j/V7— V9 
*Fe— ihe i" “Roale-s Vv —iVo—w’ 
mit positiven Wurzelwerthen und der Bedeutung (4) der &, &, &’, 
vollkommen fixirt ist*). Jeder Focalstrah! bildet iy diesem Sinne mit 
der fiusseren Normale P§ des Ellipsoides 4 im Punkte P (dem Perpen- 
dikel p,) einen stumpfen Winkel. Der den positiven Werthen von o 
entsprechende Theil der Geraden F; heisse deren positive, der andere 
deren negative Hilfte. 
Trigt man die Werthe (3) der Coordinaten &, y, € in die Glei- 
chungen (2) ein, so erhilt man unter Benutzung der Abkiirzungen: 


oe ees &  . 6-—wv—») —& 
" (» — 4) (» — a) va oy F (en) (t—2) Va—p 
dr (B — v) (y — ») _. 


(A—v)(u—2) Vay’ 


staan: aac > #) —— 
Bim Gai y WV4— 4+ Bahay SYP 


(y — ») 
+G~ HG -y 8 Ye—™ 


(8 — 4) (6 —n) 
a= 2-6-5" Va—a+ o-aG-a* Va—u 











— — 
+ ase VV 
die Formeln: 
(5) a—a@=Asao, y--y=—Byo, 2-—¢—Cee, 
welche die Coordinaten x, y, ¢ des laufenden Punktes des Focalstrahles 
F; durch seine Entfernung 6 von P ausdriicken. 

Die Schnittpunkte des Strahles F; mit den Ebenen ¢=—0 und 
y = O sind die im Anfange des § 4 eingefiihrten Punkte G; = z;, y;, 0 
und H; = %;,0, 2. Die ihnen entsprechenden Werthe R, und S, des 
Parameters 6 sind die Focalcurvendistanzen PG; und PH;; diese 
Werthe sind positiv oder negativ, jenachdem G; und H; beziiglich auf 
der positiven oder negativen Hilfte des Strahles F; liegen. Setzt man 
aber in den Gleichungen (5) fiir x, y, 2, 6 die zusammengehdrigen 
Werthe 2;, y:, 0, R; und 2, 0, %, S; ein, so erhilt man zwischen 
letzteren die Relationen: 

*) Vgl. Salmon-Fiedler, a. a, O., Art. 3, Anm. 

Mathematische Annalen, XXVII. 18 
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4 — x = Ax R;, | y = By R,, —1 = (C;R,, 
und 

Xi —a2 = A,x §;, _ 1=— BS8;, a — & = C,2'8;. 
Dieselben bestimmen 2;, %, R; und 2;, 2;, S; und zwar ergiebt sich, 
mit den ferneren Abkiirzungen: 


a; = (uw — v) & Va A+ (v—A) &i Va—w + (A—B) &" Va—y, 
b = (wu — v) (B — A) & Va—A + (v — A) (6 — 4) a Va—o 

+ (4— 4) (6 —v) & Vay, 
c = (u — v) (y — A) & Va—A + (v — A) (y — Hs) i Vo—9 

+ (4— 4) (y — ») &” Va —», 


&; & 


+ —w 6—») 7, 
=H —») (9-2) Fa + 0 — Dw) 





ee 
& 


+ (4— pp) (vy — ») i 
eS =—'¢ 
ohne weitere Rechnung: 


A.2—9 (vy — 4) SA. 


? 
‘ ¢; 





— @—») (*—d+ @—s) 
(1) R= ; 


b; , a; , 
aam(e~- 7) —- %, ¥%=—B—”>-¥) 


(8) 


* - a , 
a= (e—6)-*; uan(y — Af 


Es ist nun: 
te @ Ve—iVa—pVa—e 
®) ie  — tee 
unter m den Werth -+- 1 verstanden, und ist: 


ci—< .... eek 
(10) a= ue , = % 


wo 9, % je +1 und y, y, % und 4, B, B die elliptischen Coordi- 
dinaten der Punkte G,; und H; sind. Fihrt man hiermit die ellip- 
tischen Coordinaten der Punkte P, G;, H; in die Formeln (8) fir a 


und 2; ein, so folgt: 
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(11) wae 8" ys Va — 4 = i » 088 8; 8;/a — A= + : 

wobei: 

b;” = (u—v) (B—A)&/ &/” Va—p a—v + (v—A)(B—p) 8"; Va—v fa—A 
+ (ip) (6—») 8 /a=a/e—m, 

¢;” = (u—v) (y—A) ai 6," V o—w Va—v+ (v—A)(y—m) 88 ~o—v Ya—A 
+(A—#)(y—) 8:8 Va—afa—p. 

Man iiberzeugt sich nun leicht von der Richtigkeit der Identititen : 

— (u—v)(v—A)(A—w) = b" +0, (&:/a— 1+ & fa— + 8" fa—), 

— (w—2)(v—a) (A) — 0" ei(aVa—A +6 Va— w+ ef Va), 

und erhilt in Folge derselben aus (7) und (11): 

Ry=— fa —A—e faa—p— ei’ Vaa—v — Ke; 8; n/a — %, 

Si= — 5 fa—A —e fa — pp — 8," Va—v — 08 8 & %Va—Aj. 


Das Resultat dieser Entwicklungen ist folgendes: 

Sind Gi = y,y,% und H; = 4,,8,B die Punkte, in welchen 
einer der 4 Focalstrahlen F; des Punktes P = 1, u,v beziiglich die 
Focalellipse oder Focalhyperbel trifft, so sind die Entfernungen R;= PG, 
und 8S; = PH; durch die Formeln (12) bestimmt. 

Dabei haben «&, ¢;, &;" die Werthe § 4, 4 und bedeuten @, »;, #; 
resp. die Vorzeichen dér z-Coordinaten der Punkte P, G;, H;. Jenach- 
dem hierauf, bei positiven Werthen der einzelnen Quadratwurzeln: 
Va-—a, Ya—p, Ya—v, fa —%, Ya—A,, die Lingen R,, S; 
positiv oder negativ aus den Formeln (12) hervorgehen, sind die Punkte 
G;, H; auf der positiven oder negativen Hilfte des Strahles F; 
gelegen. 








a2) | 











§ 5. 
Von den Schnittpunkten der Focalstrahlen mit den Focalkegelschnitten. 


Mit Riicksicht auf die fiir die elliptischen Coordinaten immer 
geltende Ungleichung § 1, 5 kénnen aus den in § 4 gewonnenen 
Formeln einige spiiter zu benutzende Schliisse sofort gezogen werden. 

Zuniichst erkennt man leicht, dass der in § 4, 6 definirte Aus- 
druck }; mit Einsetzung irgend eines der 4 Werthsysteme der ¢;, &, &;" 
aus § 4, 4 immer positiv ist. Daraus folgt: 

I. Die Schnittpunkte G,, G,, G,, G, der 4 Focalstrahlen F,, F,, F;,F, 
des Punktes 4, u,v mit der Focalellipse liegen stimmtlich auf den positiven 
Hiilften der betreffenden Strahlen. 

18* 
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Was dagegen die Ausdriicke c; angeht, so sind dieselben nur fiir 
i= 3 und i = 4 immer positiv, d. h. 
Il. Die Schnittpunkte H, wnd H, der Focalstrahlen F, und F, 
des Punktes 24, wu, v mit der Focalhyperbel liegen beide auf den posi- 
tiven Hiilften der betreffenden Focalstrahlen. 


Aus den Werthen § 4, 7 fiir R; und 8S; folgt: 


1 1 c; — b; (B— y) 4a; 


Sx” G@G—ose-i0a—y) £4x£b®-—-e-5G—p 


Ks kann aber a; (§ 4, 6) in der Form dargestellt werden: 
a; = — (¢/ fa—w—a” Va—v) (8 Va—v —&; Va—A) 


< (& fa —4 —&i Va—uy), 
welcher Ausdruck negativ ist fiir ¢ = 3, 4 und positiv fiir i—1, 2. 
Es ist daher die Differenz der reciproken Werthe von S; und R; positiv 
fir i=—3, 4 und negativ fiir i—1, 2. Beriicksichtigt man hierzu 
die Siitze 1 und II und die Schlussbemerkung des § 4, so folgt, dass 
unter allen Umstiinden S, < R, und S, < RF, ist, dass ferner bei 
positivem S, resp. S, auch S, > R, und S, > R, a. h., 

Ill. Die Focalstrahlen F’, und FI’, des Punktes 4, uw, v schneiden, 
von diesem aus in ihrer positiven Richtung verfolgt, immer zuerst die 
Focalellipse, dann die Focalhyperbel; die Focalstrahlen F, und F, 
immer guerst die Focalhyperbel, dann die Focalellipse. 

Bei negativem S, resp. S, namlich geht der Focalstrahl F’, resp. 
F’,, nachdem er die Focalellipse getroffen hat, erst durch das Un- 
endliche hindurch, bevor er die Focalhyperbel erreicht. 

Der Inhalt der Siitze I bis II] kann leicht mit der Anschauung 
verfolgt werden. Denkt man sich vom Punkte P aus denjenigen 
Kegelmantel iiber der Focalellipse construirt, dessen Halbstrahlen mit 
der fiusseren Normale des Ellipsoides 4 stumpfe Winkel bilden, so liegt 
auf diesem die Focalellipse und die positiven Hiilften der 4 Focal- 
strahlen F; (Satz 1). Der Kegelmantel wird zwischen P und der Ebene 
der Focalellipse von den beiden Zweigen der Focalhyperbel durchsetzt; 
die durch die Durchsetzungspunkte gehenden Halbstrahlen des Kege)- 
mantels sind die positiven Hiilften der Strahlen F', und J’, (Satz Il 
und Ill), 

Der Ausdruck c;/ in § 4, 6 ist fir i= 4 positiv und fiir i= 3 
negativ, wihrend, wie bereits oben zu II bemerkt, ¢; fiir i= 4, 3 
positiv ist. Aus der Formel fiir 2; in (8) geht demnach hervor: 

IV. Der Punkt H, liegt mit P auf gleicher, der Punkt H, auf 
verschiedener Seite der yz-Ebene (#, = —@, 3, =o). 

Es ist ferner ¢,/ > 0 und ¢,’ <0, sodass 2: und — a: 2" 
resp. das Vorzeichen von ¢, und ¢, d. i. von S, und S, haben; also: 
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V. Jenachdem der Punkt H, auf der positiven oder negativen 
Hiilfte des Focalstrahles F, liegt, befindet er sich mit P auf gleicher 
oder auf verschiedener Seite der yz-Ebene; jenachdem der Punkt H, 
auf der positiven oder negativen Hiilfte des Focalstrahles F’, liegt, be- 
findet er sich mit P auf verschiedener oder auf gleicher Seite der yz- Ebene 
(#, = @- sgn. 8S,, #, ——@ = sgn. 8,). 

Von den verschiedenen aus § 4, 3. 4 unmittelbar hervorgehenden 
Siitzen, betreffend die symmetrische Anordnung der 4 Focalstrahlen 
des Punktes P =A, u,v gegen die Normalen P&, Py, P§ der 
3 Flichen A, u, v im Punkte P, soll hier anhangsweise nur der folgende 
besonders aufgefiihrt werden: 

VI. Die innere Normale des Ellipsoides 4 im Punkte i, u, v 
halbirt den Winkel zwischen den positiven Richtungen der Focalstrahlen 
F, und F, sowohl, wie der Focalstrahlen F, und F,. 


§ 6. 

Die Gleichgewichtsfortsetzung der Focalcurvendistanzen. 
Die Distanzen PG; und PH, des Punktes P von dem Punkte G; 
der Focalellipse und dem Punkte H; der Focalhyperbel sind je auf 
einer der 4 durch P gehenden gemeinsamen Transversalen F; der 
Focalkegelschnitte gemessen. Die Strecke G;P liegt daher auf dem 
vom Punkte G; der Focalellipse aus tiber der Focalhyperbel errichteten 
geraden Kegel. Dasselbe gilt von einer Strecke G;h, welche den Punkt 
G, mit einem beliebigen Punkte h der Focalhyperbel verbindet. In- 
dem man dabei entweder das eine oder andere der beiden durch die 
Punkte G; und h begrenzten Stiicke ihrer im Unendlichen in sich 
zuriicklaufenden Verbindungslinie an die Strecke PG; ansetzt, kann 
man immer erreichen, dass das angesetzte Stiick G;h eine Gleich- 
gewichtsfortsetaung der Strecke PG; tiber die Focalellipse wird; dass 
nimlich die in G; zusammenstossenden Theile der gebrochenen Linie 
PG;h auf verschiedenen Minteln des von G; aus tiber der Focalhyperbel 
errichteten Kegels liegen. Die yebrochene Linie PG,;h ist dann 
(vgl. § 2) eine Gleichgewichtsdistanz der Punkte P und h tiber die 
Focalellipse; dasselbe gilt tibrigens von der gebrochenen Ljnie, welche 
jene zu einem Paare unbegrenzter Gerader ergiinzt. Zwei solche 
Gleichgewichtsdistanzen der Punkte P und h, die sich zu einem Paare 

unbegrenzter Gerader ergiinzen, sollen nur fiir eine geziihlt werden. 
In diesem Sinne entspricht jedem der 4 Focalstrahlen des Punktes 
P eine Gleichgewichtsdistanz zwischen P und einem beliebigen Punkte h 
der Focalhyperbel iiber die Focalellipse. Es giebt aber auch keine 
anderen Gleichgewichtsdistanzen zwischen den beiden Punkten P und h 
iiber die Focalellipse. Denn ist PGA eine Gleichgewichtsdistanz, indem 
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G ihren Knickpunkt auf der Focalellipse bezeichnet, so gehért die Strecke 
Gh als gemeinsame Transversale der Focalkegelschuitte dem geraden 
Kegel an, der G@ als Spitze, die Tangente der Focalellipse in G als 
Rotationsaxe und die Focalhyperbel als Leiteurve hat. Die Strecke 
GP muss nach § 2 auf demselben Kegel liegen und somit Theil einer 
gemeinsamen Transversale der beiden Focalkegelschnitte sein, die durch 
P hindurehgeht. Es kann also nicht mehr Gleichgewichtsdistanzen 
PGh geben, als gemeinsame Transversalen der Focalellipse und Focal- 
hyperbel durch P hindurchgehen. 

Analoge Resultate ergeben sich aus den vorstehenden Betrachtungen, 
wenn man in denselben die Rollen der beiden Focalkegelschnitte unter- 
einander vertauscht. Man hat also zusammenfassend den Satz: 

Zu einem beliebigen Punkte des Raumes gehiren im Allgemeinen 
4 Gleichgewichtsdistanzen zwischen ihm und einem heliebigen Focal- 
punkte tiber den gegen den letzteren ungleichnamigen Focalkegelschnitt. 


§ 7. 
Die Gleichgewichtsfortsetzungen tiber die Focalhyperbel. 


Die in der positiven Richtung des Focalstrahles F’; durchlaufene 
Strecke PH; soll eine Gleichgewichtsfortsetzung H;g nach einem be- 
liebigen Punkte g der Focalellipse erhalten. Dazu kann man sich der 
einfachen Erwiigung bedienen: 

A. Zwei Halbstrahlen des von einem Punkte H der Focalhyperbel 
aus iiber der Focalellipse errichteten Kegels liegen auf verschie- 
denen Manteln des letzteren, wenn der eine der Focalellipse begegnet, 
der andere nicht. 

Die Strecke PH, (oder PH,) geht bei negativem S,(S,) durch 
das Unendliche; da sie zuvor bereits die Focalellipse in G,(G,) ge- 
troffen hat (nach § 5, I), so wird das in’s Endliche zuriicklaufende 
Stiick derselben der Focalellipse nicht mehr begegnen und daher (nach 
§ 7, A) die endliche Verbindungslinie H,g(H,g) der Punkte H, (H,) 
und g die gesuchte (ileichgewichtsfortsetzung sein. 

Die Strecke PH, (oder PH,) geht bei positivem §,(S,) nicht 
durch das Unendliche. Da sie aber bereits die Punkte G,(G,) der 
Focalellipse enthilt (nach § 5, III), so ist (nach § 7, A) die wnendliche 
Verbindungslinie H,g (H,g) der Punkte H, (H,) und g die gesuchte 
Gleichgewichtsfortsetzung. 

Die Liinge der den Focalstrahlen F’, und F,, entsprechenden Gleich- 
gewichtsdistanzen P H,g und PH,g ist daher niemals endlich. 

Der Focalstrah] F’, (oder F,) trifft mit seiner positiven Hilfte die 
Focalellipse in G, (G,), zuvor aber (nach § 5, III) schon die Focal- 
hyperbel in H, (H,), sodass der von H, (H,) tiber P riickwirts ge- 
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zogene Halbstrahl die Focalellipse nicht schneidet. Daher ist die end- 
liche Verbindungslinie H,g (H,g) der Punkte H, (H,) und g die 
Gleichgewichtsfortseizung der stets endlichen Strecke PH, (PH,). 

Um die Liingen der gebrochenen Linien PH,g und PH,g zu 
fnden, entnimmt man aus § 4, 12 mit Riicksicht auf § 4, 4 und 
§ 5, IV: 


S, = PH, = Va—i+ Ya—et+ Va—v— ye-t, 
S, = PH, = fa —1+ fa —w— Va - v— pa— A, 


und aus § 3,1, unter y, y, » die elliptischen Coordinaten des Punktes 
g verstanden: whi 
Hyg = Va — 4, — yu Va — %, 


Hyg = fa — 4, — yVa—%,. 


Dabei ist «, (t,) = + 1 oder — 1, jenachdem H, (H,) mit g gleich- 
seitig oder ungleichseitig liegt, oder was nach § 5, IV dasselbe ist: 
ts = — 1, 4, = 1, wenn g mit P gleichseitig und 4, = 1, +, = — 1, 
wenn g wit P ungleichseitig ist. Hieraus folgt aber: 

Die beiden (endlichen) Gleichgewichtsdistanzen zwischen einem Punkte 
P =i, uw, v und einem Punkte 9 = y, y, v, der Focalellipse iiber die 
Focalhyperbel sind: 


PHyg = Va—i+ Va-p+Va-v+eVa—n, 
PH,g = Va—1+ Va—w—Ya—v—sVa—w, 
wo €=1 oder ¢= - 1, jenachdem P und g gleichseitig oder un- 
gleichseitig liegen. 
Indem man die unendlichen Gleichgewichtsdistanzen ausschliesst, 


kann das Ergebniss des § 7, unabhingig von der Beziehung zu dem 
Index i des Focalstrahles F;, auch in die 2 Siitze gefasst werden: 


I. Die Gleichgewichtsdistanz eines Punktes P = A, u, v im Raume 
von einem Punkte g = y, y, v, der Focalellipse iiber den mit g gleich- 








seitigen Zweig der Focalhyperbel ist: 
s= ~a—A+ ~fa—pw--sVa—v— f~a—wH; 


II. Die Gleichgewichtsdistanz eines Punktes P = 4, wu, v im Raume 
von einem Punkte g = y, y, v, der Focalellipse tiber den mit g wngleich- 
seitigen Zweig der Focalhyperbel ist: 

f= Ya—A+ fa—pt+ sVa—v + Va — %; 


fiir beide Formeln ist «= -+ 1 oder s=—1, jenachdem P und g 
gleichseitig oder ungleichseitig liegen. 
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§ 8. 
Die Gleichgewichtsfortsetzungen iiber die Focalellipse. 


Um fir die in der positiven Richtung des Focalstrahles F, 
durehlaufene, immer endliche Strecke PG; die Gleichgewichtsfort- 
setzung nach einem beliebigen Punkte h der Focalhyperbel zu erhalten, 
kann man die einfache Bemerkung benutzen. 

B. Zwei Halbstrahlen des von einem Punkte G der Focalellipse 
aus tiber der Focalhyperbel errichteten Kegels liegen auf verschiedenen 
Mianteln des letzteren, wenn sie selbst oder ihre beiden Gegenstrahlen 
(durch die sie zu unbegrenzten Geraden ergiinzt werden) je einen 
der beiden Zweige der Focalhyperbel treffen, oder aber einer von ihnen 
und der Gegenstrah] des anderen demselben Zweige der Focalhyperbel 
begegnen. 

Die Focalstrahlen F, und F’, schneiden beziiglich den mit P un- 
gleichseitigen und gleichseitigen Zweig der Focalhyperbel in H, und 
H, und treffen hierauf in G, und resp. G, die Focalellipse. Die 
Strecken G,P und G,P begegnen also resp. dem mit P ungleich- 
seitigen und gleichseitigen Zweig der Focalhyperbel. Ist daher h mit 
P gleichseitig, so ist (nach § 8, B) die endliche Strecke G,h die 
Gleichgewichtsfortsetzung von PG, und die unendliche Strecke G,h 
die von PG,. Ist dagegen h mit P ungleichseitig, so ist die unend- 
liche Strecke G,h die Gleichgewichtsfortsetzung von PG, und die 
endliche Strecke G,h die von PG,. 

Bei Ausschluss unendlicher Gleichgewichtsdistanzen bleibt also 
nur der einen der beiden Strecken PG, und PG, eine Gleichgewichts- 
fortsetzung iibrig, und zwar der ersteren oder letzteren, jenachdem h 
gleichseitig oder ungleichseitig mit P gelegen ist. Aber auch diese 
endlichen Gleichgewichtsdistanzen haben insofern keine selbstiandige 
Bedeutung, als das Stiick H;G;h (i —3 oder 4) derselben bei Fest- 
haltung der beiden ungleichseitigen Punkte H; und h und beliebiger 
Verschiebung des Punktes G; liings der Focalellipse nach § 3, II seine 
Linge nicht findert, Bei solcher Verschiebung bleibt aber die Linie 
PH;G;h, die dann doppelt gebrochen ist, Gleichgewichtstigur eines 
Fadens, der von P nach h, iiber beide Focalkegelschnitte gleitend, 
gespannt wird. 

Es ist dabei nach § 3, LI, unter 4,, 8, B die elliptischen Coordinaten 
von h verstanden, immer: 


H,G,h = Va —’,+ Va — Ay, 
\ H,Gh= f~a—A,+ Va —d. 
Verbindet man hiermit die Werthe: 
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y = PH, = f~a—A+ fa—p+ fa—v— pa—d,, 








S, = PH, = fa —4+ Ya —uw— pa—v— pfa—A, 


aus § 7, so folgt, wieder mit Ausschluss unendlicher Gleichgewichts- 
distanzen : 


I. Die Gleichgewichtsdistanz eines Punktes P = A, u,v im Rawume 
von einem Punkte h = 4,, B, B der Focalhyperbel iiber die Focalhyperbel 
und die Focalellipse ist: 


rm fa—At Ya—ut+eVa—vt ya—h, 
wo e=-+1 oder ¢=— 1 ist, jenachdem P mit h gleichseitig oder 
ungleichseitig liegt. 

Die in Rede stehende Gleichgewichtsdistanz ist im Allgemeinen 
zweimal gebrochen. Ihr Knickpunkt auf der Focalhyperbel liegt stets 
an einer bestimmten Stelle des mit h ungleichseitigen Zweiges der 
Focalhyperbel; ihr Knickpunkt auf der Focalellipse ist von unbe- 
stimmter Lage. 

Die Focalstrahlen F', und F,, des Punktes P treffen vor der Focal- 
hyperbel die Focalellipse in den Punkten G, = y, y, v, und G, = y, 7, M5 
und es ist nach § 4, 12: 

R, = PG, = Va —4— Ya—w— fa—v+on, ~e—n, 
R, = PG, = fa —1— Va—w+ Va—v— on, Va—%, 
wobei @, 4,, 4, die Vorzeichen der x-Coordinaten von P, G,, G, be- 
deuten. Ist nun h = 4, 6, B ein Punkt der Focalhyperbel, so 
ist zu unterscheiden, ob derselbe mit P gleichseitig oder ungleich- 

seitig liegt. 

Man nehme das erstere an. Ist dann S, = PH, positiv, so ist 
H, nach § 5, V mit P gleichseitig, sodass die von G, aus durch h 
und H, gezogenen Halbstrahlen beide denselben Hyperbelzweig treffen ; 
G,H, bezeichnet aber bei positivem S, den Gegenstrahl von G, P, 
weil G, zwischen P und H, liegt; folglich ist die endliche Verbindungs- 
linie G,h der Punkte G, und h die Gleichgewichtsfortsetzung von 
PG,. Ist aber S, = PH, negativ, so ist H, mit P ungleichseitig, sodass 
die von G, aus durch h und H, gezogenen Halbstrahlen verschiedenen 
Hyperbelzweigen begegnen; G,H, bezeichnet aber bei negativem S, 
denselben Halbstrahl, wie G,P, weil P zwischen G, und H, liegt; 
wieder ist also die endliche Strecke G,h die Gleichgewichtsfortsetzung 
von PG,. Ist ferner S,— PH, positiv, so ist H, nach § 5, V mit P un- 
gleichseitig, sodass die von G, durch h und H, gezogenen Halbstrahlen 
verschiedene Zweige der Focalhyperbel treffen; G,H, gehért aber dem 
Gegenstrahl von G,P an; folglich ist die unendliche Verbindungs- 
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linie Gh der Punkte G, und h die Gleichgewichtsfortsetzung von PG,. 
Ist dagegen S, negativ, so ist H, mit P gleichseitig, sodass die von 
G, durch h und H, gezogenen Halbstrahlen beide denselben Hyperbel- 
zweig treffen; G,H, gehdrt aber demselben Halbstrahl an, wie G, P; 
wieder ist also die unendliche Strecke G,h Gleichgewichtsfortsetzung 
von PG,. 

Die analogen Schliisse, welche der Annahme ungleichseitiger Lage 
von P-und h entsprechen, fiihren zu analogen Folgerungen und er- 
giebt sich somit: 

Jenachdem h mit P gleichseitig oder wngleichseitig liegt, besitat 
nur PG, oder nur PG, eine endliche Gleichgewichtsfortseteung G,h 
oder G,h nach dem Punkte h der Focalhyperbel tiber die Focalellipse. 

Es ist aber nach § 3, I: 

Gh = Va—’4,—9,fa-%, Gah= ~a—d—Q,fa—%}; 
dabei ist 0,(@,) = -+ 1 oder —1, jenachdem G,(G,) und h gleich- 
seitig oder ungleichseitig sind. Ist daher h mit P gleichseitig, so ist 
0, = ay, und ist h mit P ungleichseitig, so ist ge, ——@y,. Es 
ergiebt sich daher: 

Il. Die Gleichgewichtsdistanz eines Punktes P= 4, w, v im Raume 
von einem Punkte h = 4,, B, B der Focalhyperbel iiber die Focalellipse 
allein ist: 


ro Ya—A- ~a—w— s~a—v+ fa—A, 
wo ¢=-+1 oder ¢ = —1, jenachdem P mit h gleichseitig oder un- 
gleichseitig liegt. 


§ 9. 
Die gebrochenen Focaldistanzen eines Punktes im Raume. 


Auf Grund der in den §§ 7—8 erfolgten Aufzihlung der endlichen 
Gleichgewichtsdistanzen, welche zwischen einem beliebigen Punkte P 
des Raumes und einem Focalpunkte iiber den ungleichnamigen Focal- 
kegelschnitt méglich sind, hat man neben dem allgemeinen Schluss- 
resultat des § 6 den specielleren Satz: 

Zu einem Punkte des Rawmes gehiren im Allgemeinen zwei end- 
liche Gleichgewichtsdistanzen zwischen ihm und einem beliebigen Focal- 
punkte iiber den gegen den letateren ungleichnamigen Focalkegelschnitt: 

I. Ist der Focalpunkt ein Punkt g der Focalellipse, so hat man 
die Wahl zwischen einer Gleichgewichtsdistanz von P nach g iiber den 
mit g gleichseitigen und einer Gleichgewichtsdistanz tiber den mit g un- 
gleichseitigen Zweig der Focalhyperbel. 

Die Liingen dieser beiden Distanzen sind in den Siitzen § 7, I. II 
gegeben. Da es mit Hinblick auf § 2 und §6 nur 4 Entfernungen 
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der Punkte P und g iiber die Focalhyperbel giebt, fiir welche, insofern 
sie als Functionen des Knickpunktes auf der letzteren dargestellt 
werden, die 1. Variation verschwindet, so erkennt man leicht, dass 
diese beiden Distanzen die Bedeutung der kiirzesten Entfernungen der 
Punkte P und g iiber den mit g gleichseitigen, beziehentlich ungleich- 
seitigen Zweig der Focalhyperbel besitzen. 

II. Ist der Focalpunkt ein Punkt h der Focalhyperbel, so hat 
man die Wahl zwischen einer Gleichgewichtsdistane von P nach h tiber 
die Focalellipse allein oder unendlich vielen Gleichgewichtsdistanzen iiber 
die Focalellipse mit gleichzeitiger Knickung iiber die Focalhyperbel. 

Die Linge der ersteren und die gemeinsame Linge der letzteren 
Distanzen sind in den Siitzen § 8, II. I gegeben. Auch diese Distanzen 
haben die Bedeutung kiirzester Entfernungen der Punkte P und h tiber 
die Focalellipse allein, und beziiglich iiber die Focalhyperbel und Focal- 
ellipse zugleich. 

Die Darstellung der Lingen dieser kiirzesten Entfernungen fiihrt 
nun zu einer Reihe von Focaleigenschaften der centrischen Flichen 
2. Grades, von denen hier nur die einfachsten angefiihrt sein mégen. 
Dieselben beziehen sich auf die kiirzesten Entfernungen eines Punktes 
P der betreffenden Fliche von beliebigen Punkten g der Focalellipse 
iiber den jeweils mit g gleichseitigen Zweig der Focalhyperbel und von 
einem beliebigen Punkte h der Focalhyperbel iiber die Focalellipse 
allein, Es wird dabei also von den in § 9, I. II aufgezahlten Gleich- 
gewichtsdistanzen je nur die erste benutzt, die dann schlechthin als 
die gebrochene Focaldistanz des Punktes P von dem Focalpunkte g 
oder h bezeichnet werden soll. 


§ 10. 
Focaleigenschaften der centrischen Flichen 2. Grades. 

Man entvimmt mit Bezug auf die so definirten gebrochenen Focal- 
distanzen aus § 7, I und § 8, Il unmittelbar das folgende Resultat: 

Sind h, = 4,, B, B und h, =A4,, B, B irgend zwei ungleichseitige 
Punkte der Focalhyperbel und r,, r, die gebrochenen Focaldistanzen 
eines Punktes P= A, wu, v von denselben; sind ferner 9, = 7, 7, % 
und go=Y, ¥, VY» irgend zwei, besiiglich mit h, und h, gleichseitige 
Punkte der Focalellipse und s,, s, die gebrochenen Focaldistanzen des 
Punktes P von denselben, so gelten die Formeln: 


r= V~a—A— fa —-p—eV~a—v+ fa—A, 
r, = ~a—A— Ya—w+eVa—v+ Va—A,, 
a= Vent +Jene— Went — ee 
8 = Va—A+ fa—wteV~a—v— f~a—y. 
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Dabei ist «= +1 oder — 1, jenachdem P mit g,, h, oder mit 
92, h, gleichseitig (d. h. auf gleicher Seite der Ebene v= a) liegt. 
Zugleich bilden die von P ausgehenden Anfangsstiicke der 4 gebrochenen 
Focaldistanzen r,, %, 8,, 8, die 4 eu P gehirigen Focalstrahlen, sodass 
(§ 4, 3. 4) die Winkel zwischen den Anfangsstiicken von r, und s,, r, und s, 
von der Normale des Ellipsoides 4, die Aussenwinkel zwischen den Anfangs- 
stiicken von r, und s,, r, und s, von der Normale des Hyperboloides wu 
und die Aussenwinkel zwischen den Anfangsstiicken von r, und r,, s, und 
s, von der Normale des Hyperboloides v im Punkte P halbirt werden. 

Die angegebenen Werthe r,, 7,, s,, 8. fallen stets positiv aus, 
wenn, wie in § 4, zu Anfang, festgesetzt wurde, die einzelnen Quadrat- 
wurzeln als positiv gelten. 

Man kann nun die folgenden Combinationen aus diesen Formeln un- 
mittelbar in folgender Weise in Worte fassen: 


I. r +s —2fa—A+t fa—i, — pa—, 
+5, = 2Va—A+ fa—A,— fa—»,. 
Fiir alle Punkte eines Ellipsoides (A = const.) ist die Summe der 
gebrochenen Focaldistanzen von irgend zwei ungleichseitigen, ungleich- 
namigen Focalpunkten dieselbe. 








IL. 8, — 7, = 2Va—e— Ya—A, —- fa—y, 
8 — r, = 2Va—p— Ya—i,— ~a—y. 


Fiir alle Punkte eines einschaligen Hyperboloides (u = const.) ist 
die Differenz der gebrochenen Focaldistanzen von irgend zwei gleich- 
seitigen , ungleichnamigen Focalpunkten dieselbe. 


Ill. % —r, = 28 fa —v— Va—i, + Ya —A,, 
S. — 8 = 28 fa —v+ Ya—v, -- Va—%. 


Fiir alle Punkte einer Schale eines zweischaligen Hyperboloides 
(vy = const., ¢ = const.) ist die Differene der gebrochenen Focal- 
distanzen von irgend zwei ungleichseitigen, gleichnamigen Focalpunkten 
dieselbe. 

Zugleich ist die Halbirungslinie des Winkels oder Aussenwinkels 
der Anfangsstiicke der jeweils benutsten zwei gebrochenen Focaldistanzen 
die Normale der betreffenden Fliiche. 

Mit 4, —4,=—y und v, — v, = 6 ergeben sich die in § 1 er- 
wihnten, friiher von mir abgeleiteten speciellen Focaleigenschaften, 
bei denen fiir die hier willkiirlich gewihlten 4 Focalpunkte g,, 9,, h,, h. 
die Breunpunkte der Focalhyperbel und Focalellipse eintraten. 
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Auf die Eigenschaft [ kann ahnlich, wie dort*), eine Faden- 
coustruction des Ellipsoides gegriindet werden, wie auch auf die 
Eigenschaften : 

r, + 5, = const., 1, +7, — const., 
rT, + 8, = const., 5s, + Ss, = const. 


der einem Ellipsoid und einem einschaligen Hyperboloid angehérigen 
Kriimmungscurve 4 = const., « = const. eine Fadenconstruction dieser 
Kriimmungscurve. 

Die ferneren Modificationen der Focaleigenschaften der F lichen 
2. Grades und die weniger einfachen Focaleigenschaften der neben dem 
Ellipsoid und den beiden Hyperboloiden in § 1 genannten Flachen, 
welche sich aus den Resultaten des § 9 ergeben, sollen an dieser 
Stelle tibergangen werden. 


Breslau, im Januar 1886. 


*) Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 20, S. 183. 











Ueber Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt. 


Von 


Friepricu DinceLtpey in Darmstadt. 


In seiner Arbeit ,,Grundziige zu einer rein geometrischen Theorie 
der Curven mit Anwendung einer rein geometrischen Analyse“ stellt 
Grassmann fir die Erzeugung der allgemeinen Curve dritter Ord- 
nung durch Bewegung gerader Linien folgenden Satz auf: 

»» Wenn die vier Seiten und eine Diagonale eines Vierecks sich wm 
feste Punkte drehen, und die beiden Ecken, welche nicht von der 
Diagonale getroffen werden, in festen Geraden sich bewegen, so beschreiben 
die von der Diagonale getroffenen Ecken jede ein Gebilde dritten 
Grades.“**) 

Im Folgenden will ich nun zeigen, wie sich aus diesem Satze eine 
sehr einfache Erzeugungsweise der Curven dritter Ordnung mit Doppel- 
punkt, sowie eine Construction der Wendepunktslinie ergiebt. 


3. 


Bezeichnet man die Punkte, um welche sich die auf der einen 
Seite der Diagonale liegenden Seiten des Vierecks drehen, mit a und 
b, die entsprechenden Drehpunkte fiir die beiden anderen Seiten mit 
a, und b,, den Punkt, um welchen sich die Diagonale selbst dreht, 
mit d, die festen Geraden, auf welchen die von der Diagonale nicht 
getroffenen Ecken bei der Bewegung fortriicken, mit C und C,, so 
lautet das planimetrische Product fiir obige Erzeugungsweise folgender- 
massen : 


(1) (aa Cb) (xa, C,b,) (ad) = 0. 
In einer spiiteren Arbeit**) zeigt Grassmann, dass die durch 
(1) dargestellte Curve durch folgende neun Punkte hindurchgeht: 


*) Crelle’s Journal, Bd. 31, 1846, S.*126. 
**) Crelle’s Journal, Bd. 36, 1848, S. 178. 
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durch die zwei auf C gelegenen Punkte a,b,C und dbC, 

durch die zwei auf C, gelegenen Punkte abC, und db,C,, 
durch den Schnittpunkt von C mit C, 
und durch die vier Punkte a, a,, d und (ab) (a,),). 

Lasst man nun den Punkt a mit a, zusammenfallen, so wird 
dieser Punkt, in welchen alsdann auch (ab) (a,b,) riickt, offenbar ein 
Doppelpunkt der Curve, fiir die wir nun nachstehende Erzeugungs- 
weise haben: 

Bewegt sich ein verdnderliches Dreieck so, dass seine Seiten sich 
um feste Punkte b, b,, a drehen, wihrend zwei seiner Ecken auf festen 
Geraden C, C, fortriicken, so beschreibt ein beliebiger auf der durch 
diese zwei Ecken gehenden Seite gelegener Punkt x eine Curve dritter 
Ordnung, wenn seine Verbindungslinie mit einem festen Punkte d stets 
durch die dritte, noch freie Ecke des Dreiecks hindurchgeht. Diese 
Curve hat in dem mit x auf derselben Dreiecksseite liegenden festen 
. Punkte a einen Doppelpunkt, ist aber eine allgemeine Curve ihres 
Geschlechtes. 

In der That, ich kann stets, und zwar auf cof fache Weise, zu 
einer beliebigen vorgelegten rationalen Curve dritter Ordnung die 
Elemente construiren, welche fiir ihre Erzeugung nach der eben ge- 
schilderten Methode néthig sind. Man findet dies leicht, indem man 
iiberlegt, auf wievielfache Weise sich Geradenpaare C, C, annehmen 
lassen, die sich in einem beliebigen Curvenpunkte schneiden, und auf 
wievielfache Weise alsdann noch die Punkte 6, b, und d angenommen 
werden kénnen, welche mit Hilfe des Doppelpunktes a und der weiteren 
Schnittpunkte von C und C, mit der Curve (ab,C und dbC, abC, 
und db,C,) zu construiren sind. Fiir jene Geradenpaare ergiebt sich 
eine oo fache Méglichkeit, fiir die Punkte b, b,, d welche schon alle 
zusammen bestimmt sind, wenn man einen derselben festgelegt hat 
(was nur auf co! fache Weise geschehen kann, wie man aus der soeben 
angedeuteten Construction ersieht), eine oo! fache Méglichkeit; ins- 
gesammt ergiebt sich demnach eine oo‘ fache Erzeugungsweise unserer 
Curve. Es stimmt dies auch mit der Abzihlung der uns zur Verfiigung 
stehenden Constanten iiberein, denn wihrend eine rationale Curve 
dritter Ordnung mit gegebenem Doppelpunkte nur noch von 6 Con- 
stanten abhiingt, stehen uns in den Coordinaten der Punkte b, b,, d 
und der Geraden C, C, 10 Constanten zur Verfiigung, also 4 mehr als 
nothwendig. Diesen Umstand benutze ich nun dazu, den zur Erzeugung 
der Curve dienenden Elementen eine mdglichst einfache Lage zu 
ertheilen, wobei freilich darauf zu achten ist, dass die Allgemeinheit 
der Curve nicht gestért werde. Zuniichst kann ich den Punkt d auf 
die Verbindungslinie der festen Punkte 6 und b, legen, wodurch die 
Gerade bb, mit bd und b,d zusammenfiallt. Um dann die zur Erzeugung 
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einer vorgelegten Curve dienenden Elemente aufzufinden, ziehe ich 
von einem beliebigen Curvenpunkte aus zwei Secanten ( und C,, deren 
jede noch in zwei weiteren Punkten schneidet, C etwa in f und g, 
C, in f, und g,; dann muss f=—ab,C, g=—bb,C, f,=—abC,, 
9; = 6b,C, sein, was man dadurch erreicht, dass man als Punkte }, b, 
diejenigen Punkte auf gg, wihlt, in welchen die Gerade gg, von af, 
resp. af geschnitten wird (wobei a der Doppelpunkt der Curve ist); 
der Punkt d ist dann der dritte Schnittpunkt von gg, mit der Curve. 
Es lassen sich aber noch weitere Vereinfachungen erzielen, indem man 
b auf die Gerade C,, b, auf C riicken lisst; sobald dies eingetreten, 
fallen auch die Punkte f und g mit b,, f, und g, mit b zusammen, die 
Geraden C und C, werden also Tangenten der Curve. 

Man hat demnach, um eine gegebene beliebige Curve dritter Ord- 
nung mit Doppelpunkt in méglichst einfacher Weise dem planimetrischen 
Producte (1) gemiiss 2u erzeugen, von einem beliebigen Curvenpunkte 
aus die zwei iiberhaupt miglichen Tangenten an die Curve zu legen; 
diese Tangenten dienen dann als Geraden C und C, bei der Erzeugung 
der Curve, ihre Beriihrungspunkte werden die festen Punkte b, (auf C) 
und b (auf C,), der Punkt d ist der dritte Schnittpunkt der Secante bb, 
mit der Curve, a der Doppelpunkt. 

Die beigegebene Curve ist auf diese Weise gezeichnet. 





Wir geben nun den Ecken e,, e,, e, eines Coordinatendreiecks 
folgende Lage; es falle: 


e, oder x, = 2, = 0 in den Doppelpunkt a, 
(2) e, oder x, = 2, =O in den Beriihrungspunkt } von C,, 
e, oder x, = x, = 0 in den Beriihrungspunkt b, von C. 
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Ist alsdann der Punkt d etwa gegeben durch 
d = 0,0, + 36s, 

ist ferner 

C = G, (€,¢3) + Gy (ee),  C, = Gy’ (€2€5) + G,'(€,€2), 
so wird die Gleichung unserer Curve in Dreieckscoordinaten: 
(3) @, 0, (Gx, + Gx) ax,’ — Gy'd,(G,2,4+G4,2,) 2" = 0, 
also von der Form: 

ax,? x, + Px, x, + 7X? x, + OX? x, = 0, 

in welche die Gleichung einer jeden rationalen Curve dritter Ordnung 
gebracht werden kann. Schneidet man diese Curve mit der Geraden 
%, — Ax, =O, so ergiebt sich folgende Parameterdarstellung: 


gx, = — (B4?+-94), 
(4) 9x, = ad + yA, 

Qt, = ah? + y, 
und die Gleichung fiir die Parameter der drei Wendepunkte ergiebt 
sich in der Gestalt: 
(5) «2 043 — Zappa? — Bayda+ py? =0. 
Addiren und subtrahiren wir hier ey(f6A?-+- 04), so lisst sich (5) 
schreiben in der Form: 

— 4ay(BA?484) + 00 (@d?+-yA) + By(ad?+y) =0, 

und wenn wir nun fiir die Klammern ihre Werthe aus (4) substituiren, 
so erhalten wir als Gleichung der Wendepunktslinie: 
(6) daya, + «dx, + Byx, =0, 
welche nach Einfiihrung der urspriinglichen Werthe von a, B, y, 0 
folgende wird: 
(7) W = 4G6,G,a, + G,G,'x, + G,G,'x,=—0. 
Ein gemeinsamer Factor G,G, 0,06, hat sich hierbei ausgeschieden, 
woraus folgt, dass die Wendepunktslinie von der Lage des Punktes d 
unabhiingig ist, d. h.: 

Die unendlich vielen rationalen Curven, welche man erhiilt, wenn 
man den Punkt d auf bb, fortriicken lisst, wihrend die tibrigen Elemente 
unverdndert bleiben, haben alle dieselbe Wendepunktslinie, wihrend die 
Wendepunkte selbst natiirlich thre Lage auf dieser Geraden dndern. 

Die Wendepunktslinie (7) lasst sich auch leicht aus den Punkten 
a,b, b, und den Geraden C, C, construiren; doch ist hierzu zuniichst 
die Gerade: 

(8) M = G,G,'x, + G, Gx, + G, G2, = 0 
erforderlich, welche sich von (7) dadurch unterscheidet, dass das erste 
Glied bei (7) noch den Coefficienten 4 besitzt. Die Gerade (8) ist 
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aber, wie man leicht findet, die Verbindungslinie des Schnittpunktes 
von C und ab mit dem Schnittpunkte von C, und ab,. Die Con- 
struction der Wendepunktslinie (7) kommt alsdann auf die Aufgabe 
hinaus, aus den Seiten e,¢,, e,¢,, e,e, des Fundamentaldreiecks und 
der Geraden M = G,G,'(e,e,) + G,G,'(e,e,) + G@, G,'(e,e,) die Lage 
der Geraden W = 4G, G,’ (e,e,) + GG,’ (e,e,) + GG, (e,e,) zu be- 
stimmen. Diese Aufgabe ist die dualistische zu der bekannten, schon 
von Mébius*) behandelten Netzconstruction, welche darin besteht, 
aus vier gegebenen Punkten A, B, Cund D=aA+bB+cC einen 
Punkt P= gaA+ ybB+ weC (wobei , x, w beliebige rationale 
Zahlen bedeuten), durch fortgesetzte Verbindung der vier gegebenen 
Punkte mit geraden Linien zu finden. 

Uebrigens kann die Wendepunktslinie auch als Verbindungslinie 
der Punkte 

Ge, —4G,e, und G,'e, — 4G,’e, 

construirt werden, die man aus den Punkten G,e, — G,e, (Schnitt- 
punkt von C mit ab) und G,’e, — G,‘e, (Schnittpunkt von C, mit ab,) 
mit Leichtigkeit herleiten kann. 


3. 

Liisst man bei der Erzeugungsweise (1) den Punkt @ mit a, zu- 
sammenfallen und riickt man iiberdies den Punkt d in den Schnittpunkt 
der Geraden C und C,, oder auch nur in einen beliebigen Punkt der 
Verbindungslinie des Doppelpunktes a mit CC,, so zerfillt die von x 
beschriebene Curve dritter Ordnung in einen Kegelschnitt und die 
Verbindungslinie von a mit CC,. Wir kénnen daher sagen: 

Bewegt sich ein verinderliches Dreieck so, dass seine Seiten sich 
um feste Punkte drehen, wiihrend zwei seiner Ecken auf festen Geraden 
fortriicken, so beschreibt ein beliebiger auf der durch diese zwei Ecken 
gehenden Seite gelegener Punkt einen Kegelschnitt, wenn seine Ver- 
bindungslinie mit dem Schnittpunkte jener zwei festen Geraden stets durch 
die dritte, noch freie Ecke des Dreiecks hindurchgeht. 

Unter Benutzung desselben Coordinatensystems wie bei (2) (so dass 
also auch b, wieder auf C, b auf C, liegt), lautet die Gleichung dieses 
Kegelschnitts, wenn d in CC, liegt, einfach: 

G, Gx, 2, + G,G,'a,x, + G, Gx, 4, = 0. 

Dualistisch zu der oben mitgetheilten Erzeugungsweise der Curven 
dritter Ordnung mit Doppelpunkt ergiebt sich natiirlich sofort eine 
Erzeugungsweise der Curven dritter Classe (vierter Ordnung) mit 
Doppeltangente. 


Darmstadt, den 5. Januar 1886. 


*) ,,Der barycentrische Calcul‘, § 203. 











Ueber Gruppen gerader Linien auf Flachen héherer Ordnung. 
Von 


Fr. G. ArrourTer in Ztirich. 


Die Flichen n'** Ordnung, » grésser 3, auf denen eine beschriinkte 
Anzahl gerader Linien liegen, sind bis heute noch keiner methodischen 
geometrischen Untersuchung unterworfen worden. 

Die Kigenschaften solcher Flichen, bedingt durch das Vorhanden- 
sein von auf ihnen liegenden Geraden, sowie die Gruppirungsver- 
hiltnisse dieser sind daher noch, mit Ausnahme einiger wenigen 
Specialfliichen, unbekannt. 

Nachfolgende Mittheilung bezweckt ein elementares Verfahren zur 
Anwendung zu bringen direct zu solchen Flichen und der Gruppirung 
der auf ihnen liegenden Geraden zu gelangen. 

Alle Resultate, die diese Arbeit aufweisen kann, waren schon vor 
mehr als zehn Jahren gesammelt. Meine seitherigen amtlichen und 
militirischen Beschiiftigungen verhinderten mich die Sache wiihrend 
dieser Zeit weiter zu verfolgen. Erst heute ist es mir méglich diese 
Untersuchung wieder aufzunehmen und weiter zu fihren. Die schdne 
und sehr bemerkenswerthe Arbeit von Friedrich Schur: Ueber 
eine besondere Classe Fliichen vierter Ordnung, die im 20, Bande dieser 


Annalen erschienen ist, bestimmt mich meine Untersuchungen zu 
veroffentlichen. 


A. Die Methode und der Umfang der Untersuchung. 


Besitzt eine Fliche n'** Ordnung F, eine Anzahl gerader Linien 
lz, dann schneidet jede durch eine dieser Geraden gelegte Ebene E,, 
die Flache F, noch in einer Restcurve C,, der » — 1' Ordnung. 
Zerfallt C,-,; in einzelne Theilcurven, so kann diess bei einer gewissen 
Anzahl von Geraden 1, je bei einer beschriinkten Anzahl der durch 
die J, hindurchgehenden Ebene #, der Fall sein, soll F’, selbst nicht 
auch in Theilflichen sich auflésen. Unter diesen Ebenen kann es 
moglicherweise wieder solche geben, auf denen C,_, je in gleicher 


19* 
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Weise in Theileurven zerfillt. Wir nennen nun ein System von 
2 Geraden |, auf einer Fliche n'*” Ordnung, in welchem System durch 
jede |, je u Ebenen E,, hindurchgehen, auf denen die Restcurve C,-: 
in gleicher Weise degenerirt, eine Gruppe Gerader der F, von 
der u' Classe, der n™ Ordnung und der Degeneration Days 
und bezeichnen sie mit Ga,u, dai4+ 

Aus der Definition einer solechen Gruppe folgt ohne Weiteres, 
dass, wenn irgend eine der z Geraden 7, von 8S, der iibrigen ge- 
schnitten wird, dies bei allen Geraden 7, in gleicher Weise der Fall 
sein muss. Ferner muss S, die Form besitzen: 

(1) S;=u-a, 

worin @ gleich ist der um 1 verminderten Anzahl von Geraden 1,, die 
in jeder Ebene £, liegen. Es degenerirt in diesem Fall C,_, in 
a Gerade und in eine Curve C,,-; der n — a — 1' Ordnung. 

Es ist nun immerhin noch méglich, dass es auch Gruppen geben 
kénne, in denen nicht alle Ebenen £, die F, in Restcurven C,_; 
derselben Degeneration schneiden. Wir heissen eine solehe Gruppe 
gemischte Gruppe, im Gegensatz zu den oben definirten, die wir 
homogene Gruppen nennen wollen. Soweit unsere Untersuchungen bis 
jetzt reichen, lassen sich die gemischten Gruppen immer auf homogene 
zuriickfiihren. 

Eine homogene Gruppe heissen wir homogene Grundgruppe, sobald 
sie in sich selbst abgeschlossen und in sich iiberfiihrbar ist. Eine 
Grundgruppe lisst sich Ofter zusammengesetzt denken aus Gruppen 
mit weniger Elementen. Wir heissen eine solche Gruppe Elementar- 
gruppe so lange sie noch in sich iiberfiihrbar und in sich abgeschlossen 
ist. Elementargruppen kénnen, wenn sie nicht selbst Grandgruppen 
sind, nicht fir sich allein auf Flichen n'* Ordnung auftreten, wihrend 
Grundgruppen fiir sich allein oder in Verbindung mit noch anderen 
Grundgruppen auf Flichen n‘* Ordnung vorkommen kénnen. So be- 
deuten z. B. die 27 Geraden einer Fliiche 3'* Ordnung eine Grund- 
gruppe 3" Ordnung, 5' Classe vollstiindiger Degeneration, wiihrend 
die 9 Geraden eines Triederpaares eine Elementargruppe 3' Ordnung 
und 3't Classe darstellen. 

Es geht nun wohl aus der Natur der Sache hervor, dass jede 
andere beliebige Gruppe, ja selbst alle auf einer Fliiche /’, méglichen 
Geraden entweder eine homogene oder gemischte Grundgruppe bilden, 
oder durch An- und Einschiebungen solcher entstanden gedacht werden 
kénnen. So besitzt z. B. die Schur’sche Fliche F, mit 52 Geraden 
eine Einschiebung einer Gruppe 4'* Ordnung, 2" Classe in eine 
Gruppe 4' Ordnung und 4'* Classe; wiihrend die Schur’sche Fliche 
F’, mit 48 Geraden drei Anschiebungen von Gruppen 2'" Classe und 
4‘ Ordnung besitzt, 
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Die Kenntniss der Grundgruppen fiihrt daher wohl am einfachsten 
zur Kenntniss der Flichen mn Grades mit einer bestimmten Zahl 
von Geraden sowie zur Kenntniss der Gruppirung dieser Geraden, 
Wir stellten uns daher in erster Linie die Aufgabe die Grundgruppen 
jeder Degeneration fiir die Fliiche n' Grades aufzufinden und in 
zweiter Linie die Bedingungen der Kin- und Anschiebungen festzustellen. 

Die Untersuchungen haben nun ergeben, dass sich die Grund- 
gruppen jeder Degeneration der Zahl nach auf wenige reduciren, dass 
aber ihre Combinationen durch Ein- und Anschiebungen zu den viel- 
gestaltetsten Gruppirungen der Geraden auf Flichen n'* Ordnung 
fiihren, Ferner hat sich herausgestellt, dass durch Festsetzung der Be- 
dingungen der Ein- und Anschiebungen man zu den Constructionen 
der Flichen n'*" Grades mit je einer bestimmten Anzahl Geraden 
gelangt. 

Es wird sich von Vortheil erweisen, wenn wir die Gruppen Gp,u, 0,4 
ausser nach Ordnung, Classe und Degeneration noch nach zwei Arten, 
I und II, eintheilen. Zwei Ebenen E, der Gruppe schneiden sich, 
wenn sie nicht durch dieselbe Gerade 1, der Gruppe gehen in einer 
Geraden K, die im allgemeinen nicht auf der Fliiche F, liegt. Wir 
heissen eine solche Schnittgerade Kante. Der Schnittpunkt dreier 
Ebenen E,, die keine Gerade der Gruppe gemeinsam haben, durch 
den auch drei Kanten gehen, heissen wir Spiz. Ein Spiz wird daher 
im Allgemeinen auch nicht auf F’, liegen. Es sind nun die folgenden 
beiden Arten J und JJ auseinander zu halten. Wenn es in einer 
Gruppe keine Kante giebt, durch die mehr als zwei Ebenen E, gehen, 
heissen wir sie Gruppe I‘ Art; gehen aber durch eine oder mehrere 
Kanten mehr als zwei Ebenen der Gruppe, dann heissen wir sie 
Gruppe JJ‘ Art. In den Gruppen J‘ Art schneiden sich auch nicht 
mehr als zwei Geraden |, in einem Punkt, wihrend in den Gruppen 
IT Art ofters mehr als zwei Geraden 1, sich in demselben Punkte 
schneiden miissen. 

Wir sind bei unseren Untersuchungen in der Weise vorgegangen, 
dass wir zunichst die Grundgruppen der beiden Arten aufsuchten, 
dann die Bedingungen der Ein- und Anschiebungen feststellten und 
hieraus die Construction der Flichen mit einer bestimmten Anzahl 
Geraden ableiteten. 

In dieser Mittheilung treten wir nur auf die Gruppen vollstindiger 
Degeneration und der ersten Art ein. Auf diese Gruppen kénnen 
dann in gewissem Sinne die Gruppen J'** Art mit der Degeneration 
Da+1 leicht zuriickgefiihrt werden. Ich hoffe bald diess in einer nach- 
folgenden Mittheilung zur Ausfiihrung zu bringen. Die Behandlung 
der Gruppen JZ‘ Art, sowie die Construction der Flichen mit einer be- 
stimmten Anzahl Geraden soll einer weiteren Mittheilung vorbehalten sein. 
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B. Allgemeine Eigenschaften der homogenen Gruppen der x" Ordnung, 
der u’" Classe, mit vollstindiger Degeneration und von der J’ Art 
oder Gi, x, 0,. 


Nach der Definition dieser Gruppen muss jede Ebene FE, der- 
selben die Fliiche F’, in nm Geraden 1, schneiden. Durch jede Gerade 
l, miissen «w Ebenen EF, hindurchgehen. Es sei ¢ die Anzahl der 
Geraden 1, und Z die Anzahl der Ebenen FZ, dann muss also 


F Z 
( ) n u * 


sein, Jede Gerade 1, wird vou 
(3) S; = u(n — 1) = ao ~+n—1 
anderen Geraden /, geschnitten und daher ist 


Zz-—n 
(4) — “n(n — 1) . 
und wenn wir 
(5) a=(n—I1)(u—1)+1 


setzen, erhalten wir 


(6a) 2=na=—n(n — 1)(u— 1l)+n, 
(6b) Z4=ue=—u(u—1)\w—1)+u. 


Aus den Gleichungen (6) folgt: 

1. In jeder Gruppe Gi, p, besitat die Zahl der Seiten (Geraden) 
zum Modul n(n —- 1) den Rest n und-die Zahl der Ebenen zwm Modul 
u(u — 1) den Rest u. 

Aus den Gleichungen (3) ergiebt sich: 

2. Jede Seite einer Gruppe wird von u(n — 1) der tibrigen Seiten 
geschnitten. Von diesen lieyen umal je n—1 mit jener in einer Ebene 
der Gruppe. 

3. Jede Ebene einer Gruppe hat mit n(u — 1) der iibrigen Ebenen 
je eine Seite gemeinsam. Von diesen Ebenen gehen nmal je u—1 mit 
jener durch dieselbe Seite. 

Setzt man 


S,;=u(n—1) und S, = n(u—1), 
dann ist 


(7) <—S,—1—(n--1)?(u—1) und Z—S,—1—(u—1)?(n—1}), 
oder: 

4. Jede Seite einer Gruppe wird von (n — 1)*(u — 1) anderen 
Seiten nicht geschnitten. Es giebt daher in der Gruppe n(n— 1)? (u—l)a@ 
mal je zwei sich nicht schneidende Seiten. : 
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5. Jdede Ebene einer Gruppe wird von (u— 1)? (nm — 1) anderen 
Ebenen in Kanten geschnitten. Es giebt daher + u(u— 1)? (n—1)« 
mal je zwei Ebenen, die sich nicht in einer Seite schneidgn. 

6. Es liegen in jeder Ebene (wu — 1)? (n — 1) Kanten, die Zahl 
der Kanten ist + u(u — 1)? (wm — l)a. 

7. dede Seite wird von u(n — 1) (w — 1)? Kanten geschnitten. 

Nehmen wir in der Ebene FE, zwei Seiten z B. J, und 1,, so 
gehen durch jede von ihnen noch « — 1 Ebenen £,' und £,*. Es 
kann nun, wie leicht ersichtlich, keine der «— 1 Kbenen £,' mit irgend 
einer der « — 1 Ebenen £,? eine Seite gemein haben, weil sonst durch 
den Schnittpunkt J,2:, den wir Ecke nennen wollen, drei Seiten hin- 
durchgehen wiirden, was gegen die Definition der Gruppe verstossen 
wiirde. Es schneiden sich somit die Ebenen £,' und £,? in (wu — 1)* 
Kanten, die simmtlich durch die Ecke (,2 hindurehgehen. Wir 
haben so: 

_ 8. Durch jede der u(m— 1) Ecken einer Seite gehen (uw — 1)? 
Kanten. Diese Kanten sind die Schnitilinien der Ebenen die zu u—1 
durch jede der Seiten, die die Ecke bilden, hindurchgehen und von 
denen keine mit der Ebene der Ecke zusammenfallt. 

9. Jede Kante wird ausser in den n-Ecken, in denen sich zu je 
zweien die Seiten der beiden durch die Kante gehenden Ebenen schneiden, 
noch in u?(n — 1) — (w — 1) (8n — 2) anderen Punkten von Kanten 
geschnitten. Auf jeder Kante liegen daher n Ecken und B, = u?(n — 1) 


— (u — 1) (3n — 2) Spitzen. Die Gesammtzahl der Spitzen, die auf 


einer Ebene liegen, ist daher gleich L (n — 1) (w— 1)? B, ete. Die 
Gesammtzahl der Spitzen in der Gruppe ist folglich 

1 . 

g w(u — 1)? (mn — 1) a By. 


10. Auf’ jeder Seite giebt es u(n — 1) Ecken, in jeder Ebene liegen 
: n(n — 1) Ecken, deren Seiten je beide in der Ebene liegen und 
n(m — 1)(w— 1), von denen je nur eine Seite in der Ebene liegt. 

ll. Die n Ecken, die auf einer Kante liegen, sind die Schnitt- 
punkte der Kante mit der Fliiche n'* Ordnung. Durch jede Ecke gehen 
(u — 1)? Kanten, von denen jede durch n — 1 weitere Ecken hin- 
durchgeht. 

12. Durch jeden Spiz gehen drei Kanten die je n Ecken mit ein- 
ander verbinden. Es gehen durch jeden Spiz drei Ebenen der Gruppe 
die keine Seite gemein haben. 

13. Zu zwei Ebenen giebt es B, andere Ebenen, die jene swei 
Ebenen nur in Kanten schneiden. Man hat daher 
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1 2 
¢ (w — 1)? (n — 1) «eB, 


mal 3 Ebenen die sich nur in Kanten schneiden. 
Dualistisch entspricht dem letzteren Satze: 
14. Es giebt in der Gruppe 
x n(n — 1)? (w — 1) @(n®(u — 1) — (n — 1) (Bu — 2) 
mal je drei Seiten, die sich nicht schneiden. 

Es seien /, und £, Ebenen, die sich in der Kante K,» schneiden. 
Auf Kyi,» liegen die m Ecken ¢;1, 2,2, ¢3,3, «+5 nny in den sich je die 
zwei Seiten 1,', /,7; 1,', 1,2 ete. schneiden, Die Seiten /,', J,? be- 
stimmen eine Ebene. //,,, in der je noch » — 2 weitere Seiten liegen. 
Daraus folgt: 

15. Zu ewei Lbenen, die sich in einer Kante schneiden, giebt es 
n Kbenen, von denen jede mit jeder von jenen beiden je eine Seite 
gemeinsam hat. 

16. Zu zwei Seiten, die sich nicht schneiden, giebt es immer u Seiten, 
die jene beiden schneiden. ° 

Schneiden wir die Gruppe sammt der Fliiche J’, durch eine be- 
liebige nicht zur Gruppe gehérende Ebene #, dann muss die Schnitt- 
curve C, von EF mit 2’, folgende Kigenschaft besitzen; insofern die 
Gruppe wirklich existirt: 

17. Ls giebt ebene Curven n' Grades C,, auf’ denen jena Punkte 
p so gruppirt angenommen werden kinnen, dass we mal jen der Punkte 
auf einer Geraden g liegen, von diesen Geraden durch jeden Punkt p 
je u hindurchgehen. Die Geraden g schneiden C, nur in Punkten p. 

Fillt die Ebene / mit einer Kbene F, der Gruppe zusammen, 
so geht dieser Satz in folgenden iiber: 

18. Die n Seiten der Ebene einer Gruppe sind derartig gelegen, 
dass auf jeder von ihnen (n — 1) (w —1) Punkte so angenommen 
werden kinnen, dass (u— 1)? (n—1) mal je n auf einer Geraden 
liegen, von diesen Geraden je u— 1 durch jeden jener Punkte hin- 
durchgehen. 

Diese beiden Siitze 17 und 18 geben uns Bedingungen, unter 
denen Gruppen auf J’, méglich sind. Eine dahingehende Untersuchung 
solcher Curven C, oder n-Seite in der Ebene fiihrt dann ganz von 
selbst zu Constructionen der Fliiche F’,. Ein Eingehen auf diese 
ebenen Gebilde ist vorerst noch nicht erforderlich, wir kommen bei 
der Construction der Fliiche J’, wieder auf dieselben zuriick. 

Aus den Sitzen 17 und 18 folgt ohne weiteres 

19. a) Die grisste Zahl der Ebenen, die sich gegenseitig nur in Kanten 
schneiden, und der Geraden, die sich nicht schneiden, kann in einer Gruppe 
nicht grisser als @ sein. 
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b) Auf solchen a-Ebenen liegen alle Seiten der Gruppe und durch 
solche a-Geraden gehen alle Ebenen der Gruppe. 

c) Zu jedem solchen System von a Ebenen lassen sich noch u — 1 
andere bilden. Es sind daher dann die na Seiten der Gruppe ein 
Theil des Durchschnitis von u mal a Ebenen. Oder durch die Seiten 
solcher Gruppen lassen sich Biischel von Fliichen a'** Ordnung legen. 


C. Grésste Werthe der Classenzahl w. 


Da fiir einen jeden bestimmten Werth von m die Zahl na der 
Seiten einer Gruppe Gam von @ =(m—1)(w—1)+ 1 d. h. von 
« abhiingt, so erkennt man, dass mit wachsendem wv auch en zu- 
nimmt. Auf einer jeden J’, kénnen aber héchstens n(11m — 24) Gerade 
liegen, es wird daher fiir jede F’, einen gréssten Werth von wu geben. 
Um diesen Werth tax zu bestimmen gehen wir wie folgt vor: Es 
sei B die kleinste positive ganze Zahl, so dass 


n(lln — 24) — Bn =n mod. n(n — 1). 
Dann erhiilt man 


14 
(8) Umax = 12 — — + fom ° 


Setzt man B =k und n = 15+ k, dann ist: 
Umax = 11 ? 


d. h. es giebt nicht nur fiir jede Fliiche F, (w kleiner 15) einen maxi- 
malen Werth der Classenzahl w, sondern es giebt tiberhaupt einen 
gréssten Maximalwerth, der gleich 11 ist fiir alle Fliichen, deren Ord- 
nung 15 oder grdésser ist. 

Die maximalen Werthe von w fiir »=3 bis 16 sind in nach- 
stehender Tabelle zusammengestellt in Verbindung mit den zugehenden 
Werthen von Bmin S; und Sz. 

Aus der Gleichung (8) oder aus der Tabelle ersieht man, dass 
Bmin nur fir » = 3, = 8 und = 15 gleich Null sein kann, dass also 
nur fiir diese Fliichen vorliiufig die Méglichkeit noch offen erscheint, 
dass die grésste Zahl der Geraden eine homogene Gruppe bilden 
kénnen. Mit dieser Tabelle ist aber noch nicht bewiesen, dass auf 
den Fliichen F’, tiberhaupt nicht n(11m — 24) Gerade liegen kénnen, 
nur bilden sie nicht eine homogene Gruppe, sondern Gruppen nicht 
volistiindiger Degeneration oder Ein- und Anschiebungen verschiedener 
Gruppen und Gruppenarten. 

Aus der Tabelle erkennt man ferner, dass die Classenzab] nur 
bei wenigen Fliichen griésser als die Ordnung sein kann. 








284 Fr. G. Arrourer. 











Si, Brin | S, | Sr 


0 | 10 | | 10} 10 | 4 | 9| 9 
} 
} 


% || Umax Brin 


Se | n | Resins 
— ! — 
| 


3| 5 | 0 | 

4) 7] 1 | 2 ETRE: 100 | 99 
5) 8 | 2 | 82 | 35) 12] 10] 8 | 110/ 108 
vl Medd Mb iad Moodl Dbedd Badd bed peed bows 
7/ 9] 4 | 54/| 56) 14] 10 | 12 | 130} 126 
8/10 | O | 70 | 72! 15 | 11} O 154) 150 
9 


10 2 80 | 81 16 1] 1 165 | 160 


Man kann noch von andern Gesichtspunkten aus den grdéssten 
Werth von « bestimmen, indem man z. B. die durch die Ebenen der 
Gruppe reprisentirten dreifachen Tangentialebenen mit der Zahl der 
dreifachen Tangentialebenen einer F’, vergleicht. Durch eine solche 
Vergleichung erkennt man leicht, dass fiir die in Betracht kommenden 
Werthe von « durch die Ebenen der Gruppe keine Ueberproduction 
von dreifachen Tangentialebenen stattfindet. 


D. Reduction der Gruppen G;,,,.,0,. 


Es sei L eine Seite der Gruppe, so gehen durch dieselbe « Ebenen 
Ez, in denen die w(nm — 1) Seiten q', q?, g*,..., @ und & liegen, 
(e=1 bis n—2 und y=—1 bis uw). Eine Seite M, die L nicht 
schneidet, muss daher aus jeder der « Ebenen EY eine der n—1 tibrigen 
Seiten schneiden — es seien dies die u Seiten g’. Durch die Seite 
M gehen die u Ebenen F},, in denen ausser M und den u Seiten q’ 
noch (wm — 2) u andere Seiten m2 liegen. Es werden Z und M 2zu- 
sammen von u(2” — 3) Seiten geschnitten und von £, = n?(u — 1) 
— (m — 1) (8u — 2) anderen Seiten nicht getroffen. Diese 8, Seiten 
kénnen auf keiner der Ebenen EZ’, und EY liegen. Es muss nun jede 
Seite Z je wu — 1 Seiten m® schneiden. Solche zwei Seiten % und m’, 
die sich schneiden, bestimmen jedoch wieder eine Ebene EY", der 
Gruppe. Die Zahl dieser Ebenen ist, wie leicht ersichtlich, gegeben 
durch 
(9) Zr, = u(u — 1) (wn — 2). 

Durch jede Seite g” gehen ausser den beiden Ebenen E/ und Ef 
noch «—2 Ebenen E%. Die Zahl dieser Ebenen ist daher: 


(10) Zi = u(u — 2). 
Nun ist: 
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Zi + ZY", 4+ Qu = we 
gleich der Zahl der in der Gruppe vorkommenden Ebenen. Es sind 
daher alle Ebenen der Gruppe bestimmt. 

Die B, Seiten, die weder Z noch M schneiden, miissen ganz in den 
Ebenen E%’, und E2 liegen. Die Vertheilung dieser Seiten auf diese 
Ebenen kann nun nach drei Richtungen hin stattfinden: Es kénnen 
eine gewisse Anzahl A, von Seiten g, nur in den Ebenen EF liegen, 
eine andere Anzahl A, von Seiten g, kénnen in den Ebenen E*%", und 
E% zugleich vorkommen und endlich der Rest in der Anzahl A, von 


Seiten g, kénnen nur in Ebenen E},”, sich vorfinden. Unter allen Um- 
stinden muss 


(11) A, + A, + A; = B 

sein. Die Ebene E%, die durch die Seite g¥ hindurchgeht, schneidet die 
u — 1 iibrigen Seiten gy in wu — 1 Punkten p. Diese Punkte miissen 
auf den » — 1 ausser g’ noch auf EY liegenden Seiten in gewisser 
Weise vertheilt liegen. In welcher Weise dies nun bei einer be- 
stimmten Ebene E? eintrefien midge, bleibe vorliiufig dahingestellt, 
aber es liegt in der Natur der Gleichwerthigkeit simmtlicher Ebenen 
E’, dass dies bei allen w(w— 2) Ebenen E% in derselben Weise statt- 
findet. Aus denselben Griinden der Gleichwerthigkeit der simmtlichen 
Ebenen EY, miissen in jeder dieser Ebenen gleich viel der Geraden B 
sich vorfinden, die entweder nur in Ebenen EY, liegen oder in diesen 
Ebenen und in Ebenen E% zugleich vorkommen. Géestiitzt auf diese 
Kigenschaft der Gleichwerthigkeit lassen sich nun die Zahlwerthe 
A,, A, und A, leicht bestimmen. 


I. Bestimmung von A. 


Liegt die Seite g, nur in Ebenen EY, dann muss sie auf w dieser 
Ebenen sich vorfinden, von denen keine zwei durch dieselbe Seite q’ 
gehen kénnen. Es schneidet daher jede Seite g, alle w Seiten q’. 
Diese letzteren liegen daher hyperboloidisch und es kann folglich auch 
uw nicht grésser sein. Es giebt daher im ganzen « — 2 der Geraden g,, 
von denen in jeder Ebene EY nur eine liegt. Diese « — 2 Seiten g, 
bilden mit Z und M selbst wieder « unter sich windschiefe Geraden 
und gehéren zur zweiten Schaar Erzeugender des durch die q’ be- 
stimmten Hyperboloids H?(ZM). Nehmen wir statt Z und M irgend 
zwei andere sich nicht schneidende Geraden, so erhalt man in gleicher 
Weise wieder ein System von 2u Geraden als Seiten der Gruppe, die 
hyperboloidisch liegen. Die hierdurch charakterisirte Gruppe heissen 
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wir eine hyperboloidische. In hyperboloidischen Gruppen ist daher 
immer 


(12) A, =u — 2. 

Aus der Gleichwerthigkeit der Ebenen Ez folgt, dass, wenn A, 
nicht gleich « — 2 ist, dann 
(13) A, =0 


sein muss. 


Il. Bestimmung von A, und A,, wenn A, = 0. 


Es sei zunichst A, = 0. Die uw Seiten g’ kénnen in diesem Fall, 
sobald w grésser 3, im allgemeinen nicht mehr hyperboloidisch liegen. 
Sollten sie jedoch in einem Specialfall dennoch hyperboloidisch liegen, 
so kénnen ausser von LZ und M von keiner weiteren Seite mehr als 
zwei von ihnen geschnitten werden. Wir nehmen an, dass keine vier 
oder mehr von ihnen hyperboloidisch liegen. In diesem Fall kénnen 
auf den Seiten g,, die in den Ebenen E¥%% und EY zugleich liegen, 
kein, ein, héchstens zwei Schnittpunkte p der durch g’ gehenden Ebene 
Ez mit den w — 1 iibrigen Seiten qv” liegen. Wir machen daher die 
Annahme, es gebe in jeder Ebene Ez k, Seiten h, die drei, k, Seiten 
h, die zwei, und k, Seiten h, die eine der Geraden gq’ schneiden. Es 
muss dann 


ky + ky + ky =n—1, 
On Ry wes 


sein. Jede Ebene E%%, muss u—2 der Seiten qg’ in Punkten 
schneiden, die nicht zugleich auf Seiten 7% und mY liegen. Es liegen 
nun in jeder dieser Ebenen 2, Seiten h,, x, Seiten h, und z, Seite h,. 
Es sei ferner y,, y, und y, respective gleich der Gesammtzahl der 
Seiten h,, h. und h,, dann muss 


(3x, + 22x, + 2x, =u — 2, 
Ys = u(u — 2), 


(1) )¥ = u(u — 2), , 





yy = w(u — 2) +. 


Auf jeder Ebene E%% liegen x, Seiten h, und durch jede Seite 


h, gehen wu — 3 Ebenen E%",. Aehnlich verhiilt es sich mit h, und h,, 
daher ist auch 
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—_ “(4 — 1) (n—2) | 


Ys pew Bs, 
(16) y,= ule —)ens) ~s 
hee = —)e=*) * 2. 





Die Gleichungen (14)—(16) lassen sich leicht in folgende Formen 
bringen, die zur Bestimmung der nicht hyperboloidischen Gruppen 
dann auch vollstindig geniigen: 


kb, +hy +h, on — 1, 





k, —k, =n — Ut, 
2k, + k, =u—1, 
u—2 k, 
Sor 
— (wu — 2) _ Is 
= w— mH 2? 
(17) (uw —2)(w—3) hy 
fi, = ~— , =o on 


(«—1)(n—2) 3? 
y= u(u — 2), 


I, 
Yo = u(u — 2) rz 





sane 
Als Werthe fiir A, und A, ergeben sich nun leicht 


A, == B; — Ay. 


Diejenigen ganzen positiven Werthen k,, k, und k,, welche den 
Gleichungen (17) unter der Bedingung geniigen, dass « nicht grésser (11), 
die Werthe von 2,, 7, 13; Y;5 Yo, Yj Zu ganzen positiven Zahlen, Null 
nicht ausgeschlossen, machen, bestimmen je homogene nicht hyper- 
boloidische Gruppen. Die Fille « = 2 und « = 3 kommen hier nicht 
in Betracht, weil sie zu den hyperboloidischen Gruppen gerechnet 
werden miissen. Um nun obige Gleichungen (17) und (18) nach ganzen 
positiven Zahlwerthen fiir die verschiedenen Gréssen aufzulésen, unter- 
scheiden wir die drei Hauptfille: w grésser, gleich und kleiner n. 


1, uw grésser n. 


In diesem Falle haben wir nur eine einzige Lésung fiir n — 3 
und uw = 5. Es ist dann k,—2; ki =k, = 0; 2, = 1, a, — 27, =—0, 
Ys = 10; 4, = ¥, = 0 
A,=0, A,=10; A,=0. 
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Es reprisentirt diese Lisung die 27 Geraden der Fliche 3' Ord- 
nung. Die hier gegebenen Zahlen repriisentiren den bekannten Satz, 
dass ein Quintupel mit 2 Transversalen, von 2 Geraden ganz, von keiner 
Geraden viermal, von 10 Geraden dreimal, von keiner Geraden zweimal, 
von 10 Geraden einmal und von keiner Geraden keinmal geschnitten 
wird. 

2. uw gleich n. 

Unter dieser Voraussetzung gehen die Gleichungen (17) und (18) 

in folgende iiber: 


m—2 ky 


k=hk,; 2h, +h,=n—1; 2, =h,; ee ST 
—3 &k P , o, & 
(19) 4a = .— . 3 lO (HD — 2)hi5 Wy = n(n — 2) - 3 
9) |: 
Y, = n(n _ 2) i 


Diesen Gleichungen kénnen nur folgende zwei Werthsysteme ge- 
niigen: 
2 


a) kx =k, =0, ky =n—1; a—a,=—0, 2, = *— 


(20a) = %=0, %=—>n(m— 1) (n— 2), 


A, =- n(n —I1)(n—2); A= ; (n — 1) (n — 2). 


— 2 ~ . . . 
Es muss also eine gerade Zahl sein, da » gleich w nicht 





grésser als 11 sein kann, so trifft dies zu bei 


n=4; —6; =—8; = 10. 
b) =k = . k,=0; %= — 


tl, = 0: = Srr8 _ >= 0; 


2 ’ 2 
¢ _ n(n — 1)? 1 i 4 
(20b) Re Ts fa n(m — 1) (n — 2), 
A, = 4 - n(n — 1) (n -- 2), 


A, == (n — 1) (n — 2) (n — 3). 





Diesen Gleichungen (20b) geniigt ausser » = 3 nur noch n = 9, 
In nachfolgender Tabelle sind die Lésungen fiir « =  zusammen- 
gestellt. 
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Xo) Xs) Y; Yo | Ys | A, 


A; 
4/0/3/0/0 





























ijo} o| 12] 0] 12] 6 
6/0|5}0/0/2/0} 0} 60/ 0} 60} 40 
8/0}7;0/0/3|0) 0} 168| 0) 168 | 126 
10/0/9,/0/0}4!10) 0} 360) 0} 360! 288 
3j1}ol1j1jolo) 3] o| 2} 4] o 
9'4/0/4)4/0]/1) 252] 0/96) 336} 112 





| 
3. uw kleiner n. 
In diesem Fall erhalt man nur Lésungen bei jedem Werthe von 
fiir «= 3 und u = 2. 
1) Fir « = 3 ist: 
ki =n—2; k,=0; k,=—1. 
Y= n—2; w=0; y= 1. 
“,=1; a= 0; r= 0. 
A,=3n—5, A, = 2(m — 2) (nm — 3). 
Da aber jede Gruppe «= 3 mit k; == 1 zu den hyperbolischen 
gehért, so haben wir hier also keine eigentliche Lésung. 
2) Fiir « = 2 erhalten wir: 
Y=wh=%=9 4=— 2, —4,—0. 
k,=n—2; kml; k,=0. 
A,=0; A, =(n — 2)*. 
Diese Gruppen kénnen aber in gewissem Sinn auch zu den hyper- 
boloidischen gerechnet werden und sie fallen daher hier ausser Be- 
tracht. Es reducieren sich hierdurch die nicht hyperboloidischen 


Gruppen auf nur einige wenige Specialfille und sie besitzen daher 
keinen allgemeinen Charakter. 


III. Bestimmungen von A, und A, wenn A, =u — 2. 


Es sei nun A, =u —2. In jeder Ebene EY liegen ausser den 
beiden Seiten g’ und g, noch m — 2 andere Seiten g,, von denen jede, 
ausser g’ keine der andern Seiten gq” schneiden kann. Es liegt daher 
jede Seite g, nur in einer Ebene E? und die Anzahl dieser Seiten g, 
ist daher w(u---2)(m— 2). Durch jede g, miissen folglich « — 1 
Ebenen EY", gehen, und in jeder Ebene E%%, liegen « —2 dieser 
Seiten g,. Es ist also 


(23) A, = u(u — 2) (n — 2). 








ee 
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In jeder der Ebenen EY”, liegen ausser den beiden Seiten 2 und 
my’ sowie den u — 2 Seiten g, noch m— u Seiten gs. Durch jede 
von diesen g, miissen « Ebenen EY", hindurchgehen, Die Zahl A, der 
Seiten g, ist daher gegeben durch 


(24) A, = (uw — 1) (n — 2) (n — wu). 


Setzt man fiir A,, A, und A, die gefundenen Werthe in die Glei- 
chung (11) ein, dann wird dieselbe identisch erfiillt, simmtliche Geraden 
der Gruppe sind daher bestimmt. Auch diese hyperboloidischen Gruppen 
kommen nur in beschriinkter Anzahl vor, sobald u grésser 2 ist. Die 
moglichen Gruppen lassen sich leicht bestimmen. Das Hyperboloid 
H?(L M) schneidet die Fliche F, noch in einer Raumcurve C2, -2.—C2, 
der k =» — w' Ordnung, die von jeder Erzeugenden der H*?(L 2) 
in » — u Punkten geschnitten wird. Jede der Seiten g, muss C2, in 
zwei Punkten schneiden, weil jede g, das Hyperboloid H*(Z/) in 
ebensoviel Punkteu schneiden muss, die weder auf Geraden q’ noch g, 
noch L und M liegen kénnen. Setzt man k = n—u = 1 oder 
u=n— 1, dann geht C,;, in einen Kegelschnitt tiber, der auf der 
Ebene F’, liegt. Die A, = (n — 2)? Seiten g, miissen daher auf J’, 
liegen. Dies ist mdglich fiir n =—3, jedoch nicht fiir ein  grésser 
als 3. Ks giebt somit ausser n = 3 keine hyperboloidischen Gruppen 
der n' Ordnung, deren Classe gleich nm —1. Es liisst sich leicht 
zeigen, dass fiir « grésser 2 immer durch die Curve C, einer Fliiche 
I, der k =n — u' Ordnung gelegt werden kann, auf denen alle 
Geraden g, liegen miissen. Die Fliche J, hat mit I, ausser der 
Schnitteurve C,, noch eine Curve der (» — 2) k'" Ordnung gemein. 
Es kann daher A, hochstens gleich k(m — 2) sein, d. h. es kann nur 

k(u—1)=—k 
sein. Diese Gleichung wird erfiillt entweder wenn u — 11 oder 
k= 0, d. h. wenn 
25) u=<=2 oder =n. 
Mit andern Worten: 

20. Die homogenen hyperboloidischen Gruppen I‘ Art sind ent- 
weder Gruppen gleicher Ordnung und Classe und sind daher unter allen 
Umstiinden nur auf Fliichen 4 bis 10" Grades miéglich. Oder sie 
sind Gruppen von der ne Ordnung und 2" Classe, wobei n jeden 
positiven ganzen Zahlwerth annehmen kann. 

Setzen wir u =m, dann erhalten wir 
(26) A,=n—2, A,=n(n—2); A, =O. 

Setzt man « = 2, dann ist 


27) ,=0; A, =O; A; = (n — 2)* 
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Aus den bisherigen Betrachtungen folgt, dass die homogenen 
Gruppen, deren Classe gleich 2 ist, bei allen Flichen auftreten und so- 
wohl als hyperboloidische wie nicht hyperboloidische betrachtet werden 
kénnen. Ein eigenthiimliches Verhiiltniss findet bei der Gruppe 
3 Classe statt. Diese treten bei der Bestimmung der nichthyper- 
boloidischen Gruppen als hyperboloidische auf, wiihrend sie bei den 
hyperboloidischen nicht méglich sind. Ks kann dies nur dahin ge- 
deutet werden, dass sie bei allen Gruppen eine bestimmte Rolle als 
Elementengruppe spielen, jedoch fiir sich allein nicht auftreten kénnen, 
iihnlich wie es bei den Flichen 3' Ordnung mit den Triedern der 
Fall ist. 

Bemerkung. 


Was nun die homogenen Gruppen na, anbelangt, so ist es 
mir ausser fiir » = 4 noch nicht gelungen die Fliichen zu erzeugen, 
auf denen diese Gruppen ohne andere Gerade vorkommen. Wohl ist 
es aber leicht solche Fliichen gerader Ordnung zu erzeugen, auf denen 
diese Gruppen mit Ein- und Anschiebungen von Gruppen 2'" Classe 
vorkommen. Die nachfolgenden mitgetheilten Higenschaften dieser 
Gruppen n'* Ordnung und Classe bleiben jedoch bestehen, ob die 
Gruppe fiir sich oder mit Einschiebungen anderer vorkommen. 


E. Einige Eigenschaften der nichthyperboloidischen Gruppen Gii.n,D 4s 


Setzt man in allgemeinen Gleichungen u =m, so wird die Zahl 
der Ebenen gleich der der Seiten gleich na, wo a = (n— 1)? + 1. 
Jede Seite wird von n(n — 1) der obigen geschnitten und von (n— 1) 
nicht getroffen. Es giebt somit = n(n — 1)' @ mal je zwei sich nicht 
schneidende Seiten der Gruppe. 

Es sei m eine gerade Zahl, d. h. gleich 4, 6, 8 oder 10. Dann 
erhiilt man aus Gleichung (20a) folgenden Satz. 

21. Irgend zwei sich nicht schneidende Seiten L und M der Gruppe 
werden von n unter sich windschiefen Seiten (q”) geschnitten. Diese 
n Seiten q¥ werden von 2 Seiten ganz, von = n(n — 1) (n — 2) Seiten 


Jo 2u je 2weien, von 2(n—2) Seiten g, ew je einer und von a (m—1)(m —2)? 
Seiten g, gar nicht getroffen. 

Beeeichnen wir solche » Seiten gq” mit N, so ist ein solches N 
vollstindig bestimmt durch die 2 der N ganz schneidenden Geraden 
(ZL und M) oder durch zwei Transversalen, d. h. 

22. Es lassen sich die na Seiten der Gruppe su — n(n — 1)%« 
N zusammenstellen. Je zwei sich nicht schneidende Geraden kommen 
je nur in einem N als Transversalen vor. 
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Zwei beliebige Seiten gq’ und g” werden von m» anderen Seiten 
geschnitten, je zwei von diesen bestimmen als Transversalen ein N, d.h.: 

23. Zwei sich nicht schneidende Geraden kommen in > n(n—1) N 
als Seiten der N vor. 

Das N(L, m%) besitzt zuniichst die Seite g”. Ausserdem werden 
EL und mi noch von n— 1 Seiten 2 geschnitten. Lassen wir fiir 
dasselbe y den Werth von « alle Werthe von 1 bis » — 2 an- 
nehmen, dann erhilt man fiir jeden Werth 2 ein bestimmtes N. Es 
reprisentirt daher N(L,m%) n — 2 verschiedene N, in welchen LZ und 
q’ die erstere als Transversale, die letztere als Seite vorkommen. Da 
aber g’ auch in N(L, M) als Seite vorkommt, so folgt: 

24. Zwei sich schneidende Seiten der Gruppe kommen in n — 1 N 
vor und zwar die eine Gerade als Transversale aller n — 1 N und die 
andere als Seite der verschiedenen N. 

Lisst man y und & gleichzeitig alle méglichen Werthe annehmen, 
y von 1 bis » and @ von 1 bis m — 2, dann repriisentirt N(L, m’) 
n(n — 2) verschiedene N, in welchen LZ als Transversale auftritt. Ausser- 
dem kommt sie in N (L,M/) ebenfalls als Transversale vor. Man erhiilt 
ferner L noch als Transversale in N, welche durch LZ und einer g, 
oder Z und einer g, als Transversalen bestimmt werden. Es ist nun 
aber: 


+ n(n — 1) (n—2) + + (n—1) (n—2)? + (n—1) n+ 1 = (n—1). 
Oder: 

25. Eine Seite der Gruppe kommt in (n — 1)° verschiedenen N 
als Transversale vor. 

Eine Gerade z. B. q¥ wird von n(n — 1) andern Seiten der Gruppe 
geschnitten. Lassen wir diese als Transversalen auf, so miissen sie 
paarweise zu einander gehéren, jedoch so, dass die beiden Trans- 
versalen nicht in derselben durch g” gehenden Ebene liegen diirfen. 
Solcher Paare lassen sich : n(n — 1)° bilden. Daraus folgt: 


26. ine Seite der Gruppe kommt in hk. n(n — 1)° verschiedenen 
N als Seite vor. 

Durch die Gerade Z gehen die » Ebenen Ej (y von 1 bis ). In 
jeder Ebene liegen ausser Z noch n — 1 Seiten 2% (y von 1 bis »m —1). 
Jede der (x — 1)° Seiten der Gruppe muss aus jeder dieser » Ebenen 
je eine Seite schneiden und bildet so zu den » getroffenen Seiten neben 
L die zweite Transversale, d. h.: 

27. Die Seiten der Gruppe die eine Gerade schneiden, lassen sich 
(nm — 1)° mal zu je n unter sich windschiefen so zusammenstellen, dass 
sie noch eine zweite Transversale besitzen. 
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Ferner erhilt man: 

28. Die n(n — 1) Seiten, die eine Seite schneiden, lassen sich 
(n—1)* mal zu n—-1 verschiedenen N zusammenstellen. Diese n—1 N 
sind je durch cine von ihnen bestimmt. 


29. Die + (n — 1) (n — 2)? Seiten g,, die die Seiten und Trans- 


versalen einer N nicht schneiden, bilden a (n—2) mal je (n — 1) (n— 2) 
unter sich je windschiefe Geraden. 

Nimmt man zu solchen (n — 1) (n — 2) sich nicht schneidenden 
Seiten noch die » Seiten einer N hinzu, so folgt: 

30, Die grisste Zahl unter sich windschiefer Seiten einer nicht 


hyperboloidischen Gruppe Gi,n,, ist gleich « = (n — 1)? +1. 


F. Einige Eigenschaften der hyperboloidischen Gruppen G,",, Da! 


Setzt man «=m, so sind die Zahl der Seiten und der Ebenen 
einer solchen Gruppe gleich na = n((m — 1)? + 1). Irgend zwei sich 
nicht schneidende Seiten ZL und M bestimmen m andere sie treffende 
Seiten q’ als Erzeugende derselben Schaar eines Hyperboloids H*?(Z, HM). 
Zu L und M gehiren noch x — 2 Seiten g,, die mit ZL und M 
n Erzeugende der zweiten Schaar der H*(Z, DZ) bilden. Alle iibrigen 
Geraden der Gruppe wie die n(n — 2) Seiten 2, die n(m— 2) Seiten 
mz und die n(m — 2)? Seiten g, schneiden, alle je eine Erzeugende 
aus beiden Schaaren des Hyperboloids. 

Durch irgend zwei sich nicht schneidende Seiten der Gruppe ist 
ein Hyperboloid mit den auf ihm liegenden 2m Seiten vollstindig be- 
stimmt, Hieraus folgt: 

31. a) Zwei sich nicht schneidende Seiten kommen nur in einem 
Hyperboloid, also nur in einem Doppel-N*? und nur in einem Ein- 
fachen N' vor. 

b) Jede Gerade kommt in (n — 1)? Doppel-_N? vor; oder durch jede 
Gerade gehen (n — 1)* Hyperboloide. 

c) Aus den na Seiten einer Gruppe Gr,, p, lassen sich 5 (n—1)?a@ 
Doppel-N?; (n — 1)? « Einfache N' bilden. 

d) Hine Seite einer solchen Gruppe liegt zu je 2n auf = (n—1)? @ 
Hyperboloiden. 

Das Doppel-N? oder H?(L, m%) besitzt m — 1 Seiten 1%, die Seite 
q’ und noch n — 2 Seiten g,. Liisst man # von 1 bis » — 2 variiren, 
dann erhilt man fiir jeden Werth 2 ein Doppel-N?, in welchen immer 
die zwei sich schneidenden Seiten Z und g” vorkommen. Es repri- 
sentirt daher H?(Z, m%) fiir denselben Werth von y’ » — 2 verschiedene 
20* 
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Hyperboloide. Alle diese Hyperboloide absorbiren(n— 2)? der Geraden g,. 
Da nun Z und q sich auch auf H*(Z, M) vorfinden, so folgt: 

32. Zwei sich schneidende Seiten kommen in n — 1 verschiedenen 
Doppel- N* oder auf n — 1 Hyperboloiden H? vor. 

Variirt man gleichzeitig mit « auch y von 1 bis m, dann reprii- 
sentirt jeder H?(L, m%) ein Doppel-N2, in welchen je Z auftritt. Da 
L in H?(L, M) auch vorhanden ist, so ergiebt sich von Neuem der 
Satz 31b. 

Aus diesem Satze ergiebt sich sofort der folgende: 

33. a) Die n(n — 1) Seiten, die eine bestimmte Seite schneiden, 
lassen sich (n — 1)? mal so zu n windschiefen zusammenstellen, dass 
diese auf einem Hyperboloid liegen und noch von weiteren n — 1 Seiten 
geschnitten werden. 

b) Unter den (n — 1)* Doppel-N*, die eine Seite schneiden, giebt 
es nm — 1 mal je n — 1 Doppel-N?, die keine Seite gemein haben. 

Schneiden wir die » Ebenen, sowie die (m — 1)* Hyperboloide, 
welche durch eine bestimmte Seite gehen, mit einer beliebigen Ebene 
im Raume, so erhalten wir: 

34. Es lassen sich durch einen Punkt p einer Ebene n Gerade g 
so legen und auf jeder von diesen ausser dem Punkte p noch n — 1 
weitere Punkte s so bestimmen, dass durch den Punkt p (n—1)* Kegel- 
schnitte k, so gelegt werden kinnen, dass jeder dieser Kegelschnitte je 
durch einen Punkt s einer jeden Geraden g hindurchgeht und sich in 
jedem Punkte s je n — 1 dieser Kegelschnitte schneiden. 

Zwei sich schneidende Seiten (Z uhd g’”) kommen in n— 1 
Doppel-N? vor. Solche zwei Seiten bestimmen aber eine Ebene E 
der Gruppe, in der im ganzen nm Seiten liegen. Hieraus folgt: 


35. Jede Ebene gehirt zu 5 n(n — 1)? Doppel-N*. In jedem 
Doppel- N? giebt es jedoch n? Ebenen, folglich giebt es: 


1 
na-— n(n — 1)* 


1 ” 
— = zr (n —_ 1)* a 





Doppel-N*, was den Satz 31lc. wieder bestiitigt, 
Die Seiten einer Doppel-N? oder die 2 Seiten einer H? kommen 
noch in ?(m — 1) weitern H® vor. Daraus folgt: 


36. Es giebt > n(n — 1) (nm —2) (nm — 3) Hyperboloide, die mit 


einem bestimmten Hyperboloid keine Seite gemeinsam haben. 
Oder auch: 


37. Es giebt = (n — 2) Hyperboloide, die unter sich keine Seite 


gemein haben. Ausserdem giebt es noch weitere - (mn — 1) (8n — 4) 
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Hyperboloide, die mit keinem jener + (n — 2) Hyperboloiden eine Seite 
gemeinsam haben. 
Ebenso findet man leicht: 


38. Es gicbt immer + (n — 2) (n — 1)? Hyperboloide, die eine be- 
stimmte Ebene der Gruppe nicht besiteen. Es giebt daher immer mehr- 
mals a=(n—1)?-+ 1 Ebenen, auf denen siimmtliche Geraden der 
Gruppe liegen. 

39. Durch die Geraden der Gruppe gehen mehrmals Biischel von 
Fliichen a" Grades. 


Ziirich, im Jinner 1886. 











Remarques sur les transformations uniformes des courbes 
elliptiques en elles-mémes. 


Par 
CorrApo Seere 3 Turin. 


Dans l'étude de la géométrie projective des espaces a plusieurs 
dimensions aprés les variétés rationnelles normales de co! points, droites, 
plans, etc.*), se présentent naturellement les variétés normales ellipti- 
ques et avant tout les courbes elliptiques normales, c’est-i-dire les 
courbes C* elliptiques qui appartiennent**) & un S,_,. Jusqu’ d-présent 
on sest borné par rapport & ces courbes 4 un simple regard, surtout 
sur leurs rangs et sur leurs points singuliers (points d’hyperosculation) ; 
on les rencontre cependant dans plusieurs travaux connus, surtout 
dans ceux géométriques de Clifford et de M. Veronese***) et dans 
ceux plus analytiques de M. Klein et de M. Bianchi). Le but de 


*) Ces variétés ont été étudices surtout par M. Veronese et puis, avec 
plus de détails, par moi successivement dans les notes: Sulle rigate razionali in 
uno spazio lineare qualunque (Atti della R. Acc, d. scienze di Torino, t. XIX), 
Ricerche sui fasci di coni quadrici (méme tome), et Sulle varieta normali a tre 
dimensioni composte di serie semplici razionali di piant (mémes Atti, t. XXI); la 
premiére devra étre citée dans la suite pour quelques-uns de ses résultats. 

**) Si une variété est telle que l’espace (linéaire) de nombre moindre de 
dimensions qui la contienne soit un S,_1, je dis qu’elle appartient i cet espace. 
Ainsi chaque variété appartient toujours 4 un seul espace. 

***) V. Clifford: On the claggification of Loci (Philosophical Transactions, 
1878), — Veronese: Behandlung der projectivischen Verhiiltnisse etc, (Math. 
Ann. XIX). 

+) Voir: Klein: Ueber unendlich viele Normalformen des elliptischen 
Integrals erster Gattwng (Math, Ann, XVII); — Bianchi: Ueber die Normalformen 
dritter wnd fiinfter Stufe des elliptischen Integrals erster Gattwng (méme tome), 
ou la théorie des fonctions elliptiques est mise en relation avec les courbes 
elliptiques normales des ordres 3 et 5; — et surtout Klein: Ueber die elliptischen 
Normaleurven der Nten Ordnung wnd sugehirige Modulfunctionen der Nten Stufe 
(Abhandl. d. kgl. siichs. Gesellschaft d. W., Bd. XIII, 1885). 

Je citerai encore les travaux suivants oi l'on trouve étudiées avec plus on 
moins de détails les transformations uniformes des courbes elliptiques normales 
du 3° et du 4° ordre en elles-emémes: Harnack: Ueber die Darstellung der Raum- 
curve vierter Ordnung erster Species u, s. w. (Math. Ann. XII); — Lange: Ueber die 
16 Wendeberiihrungspunkte der Raumcurve vierter Ordnung erster Species (Zeit- 
schrift fiir M. u. Ph, t. 28), pour les transformations projectives; — Ameseder: 
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cette note n’est pas de porter beaucoup plus loin cette théorie, mais 
seulement de montrer comment les oo! transformations uniformes d’une 
C* en elle-méme, en conduisant & oo! surfaces réglées rationales nor- 
males qui la contiennent, permettent d’appliquer des résultats counus sur 
celles-ci & l'étude de la C" et peuvent ainsi donner des propriétés 
nouvelles de cette courbe. 


Les deux espéces de transformations. 


1. Soit une courbe elliptique normale de l’ordre nm C* d’un espace 
& «—1 dimensions S,_,. En indiquant par wu le paramétre d’un 
point mobile sur la courbe dans la représentation connue de celle-ci 
par des fonctions elliptiques de périodes @,, w, (représentation dans 
laquelle nous supposerons que la somme constante des paramétres de 
” points placés sur un S,_»2 soit nulle)*), les transformations (uni- 
formes) de la courbe en elle-méme sont données, comme I’on sait, par 
l’équation 
ws+u+C, (mod. ,, @,) 
od C est une constante quelconque. I] s’ensuit qu'il y a oo! de ces 
transformations, de deux espéces différentes en relation avec le double 
signe de w; nous les appellerons respectivement de 1° ou de 2° espéce 
suivant que ce signe est — ou +. Parmi ces transformations celles 
qui correspondent aux valeurs particuliéres 
C= tate 
n 
oi A et w indiquent des entiers quelconques, sont les 2n? transforma- 
tions projectives de la courbe en elle-méme. Elles se divisent en n? 
de 1° espéce et n* de 2° espece; parmi ces derniéres est comprise 
Videntité. C’est de ces transformations projectives qu'il semble qu’on se 
soit presque exclusivement occupé jusqu’ a-présent, lorsque » est quel- 
conque. 


2. Une transformation quelconque de 1° espéce 
(1) uw=—ut+C 
peut étre définie géométriquement d’une facon fort simple; car, en 
prenant 


Ueber Configurationen auf der Raumcurve vierter Ordnung erster Species (Wiener 
Ber. 1883, vol. 87); — Kiipper: Ueber die Steiner’ schen Polygone auf einer 
Curve dritter Ordnung u. s. w. (Math. Ann. XXIV); — Emil Weyr: Ueber ein- 
deutige Beziehungen auf einer allgemeinen ebenen Curve dritter Ordnung (Wien. 
Ber, 1883, vol, 87), et Hin Beitrag zwr Gruppentheorie auf den Curven vom Ge- 
schlechte Hins (Wien. Ber. vol. 88). 

*) Voir surtout le travail cité de M. Klein sur les courbes elliptiques 
normales. 
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Uy + ty tes +h. =—C 


Véquation (1) devient 
ww + uy + +--+ + Une = 0, 


et par conséquent les deux points correspondants u, w’ seront les points 
d’intersection variables de C* avec les S,_2 d’un faisceau ayant pour 
base |’ S,_3 qui passe par m — 2 points wu, +++ tn: de C” (auxquels 
on peut en substituer » — 2 quelconques formant un groupe résiduel 
d’un couple wu’), c’est-d-dire un S,-3 sécant de C*. 

Chaque transformation de 1° espéce (1) est évidemment involutive; 
elle a 4 points doubles qui correspondent 4 2u = C, c’est-a-dire 

(25,543. 543 347 

En d’autres termes par un S,_3 qui contienne » — 2 points de C” 
passent quatre S,_» tangents ailleurs & cette courbe. II va sans dire que 
le rapport anharmonique de ces quatre S,_2 ne dépend pas de |’ S,_ 
par lequel ils passent (comme |’on voit par la correspondance (2, 2) 
entre deux tels faisceaux de S,_2, dont les S,_2 correspondants passent 


par un méme point de C"); ce rapport anharmonique est l’invariant 
absolu de C*. 


3. Chaque transformation de 2° espéce 
(2) uv =u+C 
peut étre obtenue (d’une infinité de maniéres) en combinant deux 
transformations de la 1° espéce. Ainsi en prenant deux S,_3 sécants de 
C*, en joignant un point « de C” au premier on a un S,_» qui coupe encore 
la courbe en un point qui joint au second donne un S,_» coupant C* 
en un point w’, qui correspond & w dans une telle transformation. 

La transformation de 2° espéce (2) ne peut évidemment pas avoir 
des points doubles. Elle n’est involutive, c’est-d-dire identique 4 son 
inverse u =w + C, que lorsque 

so S&S StS. 


oe 2 


Il y a done seulement 3 transformations involutives de 2° espéce; elles 
forment un groupe (avec l’identité). Nous les appellerons transforma- 
tions principales. Ou voit que les 4 points doubles de chaque transforma- 
tion de 1° espéce (n° 2) se correspondent dans ce groupe des trois 
transformations principales de 2° espéce: d’od Von tire une nouvelle 
construction de celles-ci. 
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Les surfaces réglées correspondant aux transformations de 1° espace. 


4. Considérons la surface réglée lieu des droites joignant les points 
de C™ qui se correspondent dans une transformation de 1° espéce. 
Ses génératrices sont projetées (n° 2) par co** §,_; sécants de C* 
suivant autant de faisceaux projectifs de S,-9; d’od il suit qu’on peut 
construire cette surface réglée au moyen de » — 2 faisceaux projectifs 
de S,2. Elle est done une surface réglée rationnelle de lordre n — 2 
normale, c’est-a-dire appartenant 4 S,_; et non décomposée, 

Cette surface réglée représente la transformation a laquelle elle 
correspond; elle a 4 génératrices tangentes 4 C" dans les 4 points 
doubles de cette transformation. 


5. Or une surface réglée rationnelle normale est caractérisée non 
seulement par son ordre, mais encore par un autre nombre.*) Les 
surfaces réglées rationnelles normales F’,"~* de S,_; peuvent étre en 
effet de différentes espéces, qui se distinguent entre elles par l’ordre 
moindre de courbes qui leur appartiennent: toutes les surfaces d’une 
méme espéce étant d’ailleurs projectives entre elles. Toutes les courbes 
d’ordre < » — 1 placées sur une telle surface réglée sont des courbes 
rationnelles normales, c’est-i-dire appartiennent & des espaces dont le 
nombre des dimensions est égal a leur ordre, L’ordre m de la courbe 
n—3 
"5" 
1 si » est pair; en dehors de la courbe minima il 


minima peut varier de 0 (pour les cones) jusqu’ a si » est impair, 
n 

aa 
n’y a plus sur la surface que des courbes d’ordre > n — 2 — m, et il 


y a effectivement en particulier une infinité de C*—*-™. Il y a toujours 


et jusqu’ & 


ee n 
une seule courbe minima, hors le cas oi l’ordre m est = — 1, car 


. — . n ss 
alors il y a co' courbes minimae de l'ordre — — 1 formant une série 
linéaire, 


6. Cela posé, il s’agit de déterminer l’espéce de la surface réglée 
F,"~* qui correspond & une transformation de 1° espéce. Pour résoudre 
cette question supposons qu'il y ait sur cette surface une courbe rationnelle 
C* appartenant & un S, et rencontrant C* en v points (ot vy >0): 
par » — 2 — uw de ses points différents de ces derniers passeront autant 
de génératrices et il y aura un S,-» passant par I'S, et par celles-ci 
et coupant la F’,"—* seulement en C“ et ces n — 2 — w génératrices, 
et en conséquence (” seulement dans les vy points placés sur C* et les 
n — 2 — w couples de points placés sur ces génératrices. Donc 


*) Voir pdéur les propositions que j’énonce ici ma note citée Sulle rigate 
razionali ete, 
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v+2(n—2—p) =n, 

c’est-a-dire 
(3) v= 2u—n-+ 4. 
Cette formule nous donne le nombre v des points d’intersection des 
courbes d’ordre uw (<»— 2) de la F,"-* avec C*; elle nous montre 
quil doit étre 

2u—n+4>0, 
dot 
> Aten si ~ est impair, 


n . ° 
> >—2 si m est pair. 
Ainsi pour » impair nous pouvons déja conclure: Si n est impair toutes 
les surfaces réglées I',"-* représentant les co' transformations de 1° 


. ee n—3 ea 
espéce de C™ ont la courbe minima de Vordre —,—; cette courbe minima 


rencontre en un point la C*. 
Si au contraire » est pair, pour ces surfaces la courbe minima 
peut étre de l’ordre .— 2 sans points de rencontre avec C*, ou bien 
n . 
de lordre —-— 1 et ayant 2 points de rencontre avec C*. Nous allons 


chercher pour quelles transformations se présentent alors ces deux cas. 
7. Supposons donc m pair et que la surface réglée /’,"—* ait une 


n 
ae 
a n . 
courbe minima de |’ordre = -2, 0 * , ne rencontrant pas 0. Si 


sur chaque génératrice on construit le point conjugué harmoniquement 


ont 


‘ : : , a . 
% son point d’intersection avec C par rapport au couple des points 
de C* placés sur la génératrice, le lieu de ce point sera une courbe 
ae 
qui ne rencontrera pas C*’ . Done dans chaque S,—» passant par 
n 


——§ 
Cc’, cest-a-dire par S$, —_auquel elle appartient, et coupant en 
2 


, . n — . . . 
conséquence encore la /’,"-* suivant > génératrices, il y aura justement 


n ° : _— . s n 
=z points de ce lieu: celui-ci est d’aprés cela une courbe de l’ordre > 


» 
~ 


C* appartenant 4 un S,, qui ne coupe en aucun point I’ S, 
=e 

2 2 
nommé. I} s’ensuit que l’involution*) ayant pour axes ces S, et S, 
wan - 


2 2 


*) Je nomme involution chaque collinéation involutive (dé sorte que toutes 
nos collinéations de 1° espéce seront des involutions). On sait qu’une involution 
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détermine la transformation considérée de la C*, & laquelle correspond 


la surface réglée F,"-? ayant une C* ‘ pour courbe minima. Donec 
cette transformation n’est pas une quelconque des oo! transformations 
de 1° espéce de C” en elle-méme, mais bien une des n? qui sont pro- 
duites par des collinéations; ainsi: 

Si n est pair pour une transformation de 1° espéce non linéaire de 
C™ en elle-méme la surface réglée F’"-* correspondante a co' courbes 
minimae de Vordre + —1. 


8. Avant de passer aux transformations linéaires que, pour le 
cas de » pair, il nous reste & examiner, il convient de faire quelques 
remarques générales sur les collinéations de 1° espéce, qui, comme 
nous savons, sont toutes des involutions. En général une telle in- 
volution transformant C* en elle-méme correspond & une surface réglée 
JF," qui en coupe les axes suivant deux courbes n’ayant pas (de méme 
que ces axes) de points communs et dont les ordres ont en conséquence 
n—2 pour somme. I] s’ensuit que l’un des deux axes est l’espace auquel 
appartient la courbe minima, lorsqu’il y en a une seule, (ce qui a déja 
été prouvé dune autre fagon dans le n° précédent pour m pair et 


pourrait aussi étre prouvé d’une maniére analogue pour » impair) et 
n 
a | 
que les deux axes contiennent deux courbes minimae C” lorsque 
(pour » pair) il y en a une infinité. Dans ce dernier cas les oo’ courbes 
minimae de la F’,"~* se correspondent deux-d-deux dans l’involution et 
les S, contenant les deux courbes dont chacune correspond a soi- 
——1 
2 
méme sont précisément les axes de |’involution. 
Maintenant pour » impair nous avons déja le résultat suivant: 
Si n est impair chacune des n? involutions qui transforment C" en 
elle-méme «@ pour axes un S_,, contenant la courbe minima de la sur- 
— 
face réglée correspondante, et un S nt" 


9. En revenant a-présent au cas de m pair, il est facile de voir 
quil y a en effet parmi les n? involutions de 1° espéce qui transforment C* 





7 


dans S,_, a deux awes S; et S,_»_; ne se coupant pas et qui sont les lieux des 
points doubles et l’enveloppe des S,_, doubles. Deux points correspondants dans 
Vinvolution se trouvent sur une droite coupant ces axes en deux points conjugués 
harmoniquement par rapport 4 ceux-li; etc, Voir, par exemple, Veronese: Inter- 
prétations géométriques etc., Annali di matematica, 2° série, t. XI, p. 115; et, pour 
une étude géométrique détaillée la note de M. Bertini (parue pendant l'im- 
pression du présent travail): Le omografie involutorie in wno spazio lineare a 
qualsivoglia numero di dimensioni (Rendiconti del R, Ist Lombardo, ser, II, vol. 19). 
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en elle-méme de celles qui ont pour axes un S, et un S_, et d’autres 


ayant pour axes deux S, . Pour qu'une involution de 1° espéce 
-——]} 


vo] 2 


2 


ait deux axes S, et S_, il faut évidemment que > couples quelcon- 
: 2 
ques de points correspondants soient de C* sur un S,_: (joignant les droites 


qui les contiennent 2!’ S, _); tandis que cela ne peut jamais arriver 
——8 


2 
° , ‘ « ° 
si elle a deux axes S, (car un S,_2, qui contiendrait ‘> droites 
1 


passant par autant de couples de points correspondants de C*, devrait 
aussi contenir les deux S, —puisque chacun de ceux-ci est coupé par 
andl 


2 
ces 3 droites en autant de points indépendants). Or si |’involution 


dont il s’agit est représentée par 
(4) ow = tee 


n J 


n hd , 
z couples de points correspondants w, w’, seront sur un S,—2 seulement 


lorsque 


m Loy um, __ 
7a =*% 
c’est-a-dire lorsque 4 et uw sont pairs. Done: 


Si n est pair, parmi les n? involutions de \° espéce qui transforment 
a ° n\2 ° es R 
C* en elle-méme il y en a (= (que nous appellerons singuliéres) qui 


ont pour axes un S, et un S, et qui donnent en conséquence origine 
x" ? 
n 


a des surfaces réglées (exeptionnelles) ayant pour courbe minima une co? 
de cet S, 3; les autres 3(*) ont pour axes deux S, et elles don- 
ae 2 


—1 
2 
nent origine a& des surfaces réglées ayant co' courbes minimae C* 
dont deux sur ces axes. 


—1 


? 


10. Les 4 points doubles d’une transformation de 1° espece de 

C en elle-méme seront, lorsque cette transformation est linéaire, les 
points d’intersection de C* avec les axes. 

Done si » est impair l’un de ces points doubles sera sur l’axe 

S,_, de l’involution et les 3 autres sur l’'axe S,_, (n° 6). Un groupe 

2 


n—1 ° 
de —.— couples de points correspondants de C” se trouve alors sur 
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un S,-2 avec l’axe S._,; en faisant approcher indéfiniment Ce Stoupe 
2 

au point de C* placé sur cet axe, |’ S,-» a pour limite une position 

dans laquelle elle rencontre C* en m points coincidents avec celui-ci. 

Ce point est en conséquence un des n? points singuliers (ou d’hyper- 

osculation) et son espace osculateur passe par l’axe S,_,. Mais aucun 


2 
des 3 points de C* placés sur l’S,_, n’est singulier, car l’S,, osculateur 
—_ 
d’un de ces points, étant double dans l’involution, (et ne pouvant pas 
passer par I’S,_,, qni contient 2 autre points de C") passe par I’S,_ 
i = 
et coupe encore C* dans le point placé sur celui-ci. — Ainsi: Les n? 
points singuliers de C" pour n impair se trouvent respectivement sur les 
n? axes S_, des n* involutions qui transforment C™ en elle-méme et ont 
= 
les espaces osculateurs passant aussi respectivement par ces axes. 
Soit au contraire » pair. Alors si Vinvolution considérée n’est 
pas singuliére, c’est-a-dire si elle a pour axes deux S,  , chacun de 


2 
ceux-ci contient 2 des 4 points doubles de la correspondance qu’il y a 
sur C"; mais on voit facilement qu’aucun de ces 4 points n’est un point 
singulier. Au contraire si l’involution est singuliére, c’est-d-dire si elle a 
pour axes un Set un Ss , il y aura un S,~2 passant par I'S, 
. _ 
et par . couples de points eel de C® infiniment voisins a 


lun des 4 points d’intersection de cette courbe avec I'S, (points qui 


sont les 4 points doubles de la correspondance sur C*); donc ces 4 
points sont singuliers et leurs espaces osculateurs passent par!’S,  . — 


2 
Les n® points singuliers de C" pour n pair se trouvent par quatre sur 


les (= y axes 8, des (*y involutions singuliéres, tandis que leurs espaces 
2 


osculateurs passent respectivement par les axes S, _ des mémes involutions. 


Tout cela pourrait étre confirmé par Véquation (4) de l’involution ; 
car si les deux points correspondants u, w’ coincident on aura pour 
les 4 points doubles: 


4a + ua, + 
ieee +4 


(P=0, @,, @, @,-+@,). 


Cette formule lorsque » est impair représente un point singulier (c’est- 
a-dire le second membre est la n™ partie d’une période), quels que 
soient 4 et wu, seulement pour une des 4 valeurs de P; et lorsque n est 





‘ 
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pair seulement si A et w sont pairs (et dans ce cas pour toutes les 
valeurs de P), —*) 


Les trois transformations principales de 2° espéce. 


11. Parmi les transformations de 2° espéce nous nous bornerons 
dans la suite & considérer celles qui jouissent de la propriété (com- 
mune a toutes celles de 1° espece) d’étre involutives, c’est-i-dire (n° 3) 
les trois transformations principales 


a P 
wv =e+ = (P=@,, @,, @, + @,). 


Si ” est pair elles ont une importance remarquable; seulement 
dans ce cas elles proviennent de collinéations, Puisqu’ elles sont in- 
volutives celles-ci seront des involutions; cherchons quels axes elles 
auront. Aucun de ces axes n’est rencontré par C”, car une trans- 
formation de 2° espéce de celle-ci n’a jamais de points doubles; donc 


. n . 
chaque S,-2 passant par l'un de ces axes contient 7 couples de points 


de C® et les = points d’intersection des droites joignant ces couples 


n . “a 
avec l’autre axe. Ces > points de cet autre axe ne peuvent pas étre 


*) Sur les surfaces réglées dont nous nous sommes occupés dans ce para- 
graphe, il convient d’ajouter quelques remarques. M. Klein a prouvé dans le 
mémoire cité sur les courbes elliptiques que C” est l’intersection compléte du 
n(n—8) _ 

: variétés quadratiques M a » qui (comme I’on voit 
facilement en assujétissant une telle variété & passer par 2” points donnés quelcon- 
ques de C") passe par cette courbe. Une quelconque de ces variétés et une 


surface réglée normale se passant par C™ ne peuvent plus se couper que dans 


systéme linéaire de CO 


n—4 génératrices. De la on peut tirer de nouveau les mémes résultats qu’au n° 6, 
car une courbe C“ de la surface réglée (u <n— 2) étant coupée par ces génératrices 
en n — 4 points de la } serait contenue dans celle-ci s'il n’était pas 24 >n—4: 


a sil —3 
donc Y’ordre de la courbe minima de la F9 2 est ™ 


—;— pour ” impair, et 


> = — 2 pour » pair. Réciproquement une surface réglée satisfaisant 4 ces con- 
ditions est coupée par une M os qui en contienne nm — 4 génératrices suivant une 
courbe elliptique normale C"; l'on a ainsi une nouvelle définition géométrique 
de cette courbe. 

Je remarquerai enfin que les équations (52), (52) du mémoire de M. Klein, 
si l’on y considére p(w) et p’(w) comme deux variables indépendantes, sont les re- 


présentations d’une surface réglée rationnelle normale F'3~* contenant C” et ayant 
n—3 n—4 
et ——- 





pour ordre de la courbe minima respectivement 


2 2 
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ints ait n . . 
surun S,__, car autrement par celui-ci et les ry droites passerait un 


2 
S,-s contenant » points de C", ce qui est impossible*); ils appartien- 


~ n . . . 
dront done a un espace de > — 2 dimensions au moins et en conséquence 


axe sur lequel ils se trouvent (et qui ne peut pas étre contenu, lui 
aussi, dans I'S,» que nous avons mené par l'autre) aura au moins 


n . . os . ° 
> — 1 dimensions. Pour la méme raison cela sera vrai pour les deux 


axes, et comme la somme de leurs nombres de dimensions doit étre 
m—2 nous concluons que pour » pair chacune des trois transformations 
principales a pour axes deux 8, 
anil 
2 
On voit en méme temps que la surface réglée des droites joignant 
les couples de points correspondants de C* coupe chacun de ces axes 


suivant une courbe (qui est rencontrée par un S,_2 passant par l'autre 
n bd , . 2 n 2. 

en = points, c’est-a-dire) de l’ordre >- Cette surface reglée, étant en 

conséquence coupée par chaque S,-, passant par un axe suivant la 


n * n _ . 
courbe d’ordre = Placée sur cet axe et > génératrices, sera de l’ordre n. 


Elle est elliptique, de méme que les deux courbes de ]’ordre > placées 


sur les deux axes S, **); et on peut justement l’engendrer au moyen 
zs-1 
2 
des droites joignant les points correspondants de ces deux courbes 
elliptiques normales Cc” entre lesquelles il y a une correspondance 
uniforme mon projective. — ***) 


*) On peut méme dire que m — 1 points de C” ne peuvent pas se trouver 
sur un S,_5, car autrement ou bien la courbe serait sur un S,_,, ou bien elle 
serait rationnelle, car chaque S,_. passant par cet S,_, la couperait en un seul 
point variable. On en tire que plus en général k points de C” pour k<n—1 
ne sont pas sur un S,_ 4. ad 

**) Pour s’apercevoir que cette surface réglée est elliptique et non pas 
rationnelle il suffit de la considérer par exemple pour n = 4, c’est-A-dire pour la 
courbe biquadratique elliptique de l’espace ordinaire (dans laquelle on peut 
dailleurs toujours projeter C%): elle est alors une surface réglée du 4° dégré 
elliptique 4 deux droites directrices doubles. Chacune des deux courbes elliptiques 
n 
2 
droites comptée deux fois. 

***) Disons seulement un mot sur la surface réglée des droites joignant les 
points correspondants w, «-+C dans une transformation de 2° espéce quelconque 
(non principale). Cette surface réglée est aussi elliptique, car ses génératrices 
correspondent uniformement aux points « de C” qu’elles joignent & leurs transformés 


de l’ordre dont nous parlons ci-dessus se réduit dans ce cas & une de ces 





_ 


io. ————— 
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La configuration des axes des différentes involutions. 


12. En voulant nous occuper des relations qu'il y a entre les 
involutions qui transforment la courbe elliptique C* en elle-méme et 
surtout entre leurs axes, remarquons avant tout que si au moyen de 
Pune de ces involutions on en transforme une autre on obtiendra encore 
une de ces involutions: done aux axes d’une involution correspondent 
par rapport & une autre involution les axes d'une troisiéme involution, 
qui cependant pourrait coincider avec la premiere. 

Considérons deux différentes involutions de 1¢ espéce représentées par 


(5) u=—ut+ -. 
, PP” 
(6) o=—e+ =) 
ot P, P’ sont des périodes. En transformant la (5) ‘par (6) elle devient 


’ P’ P’ P 
—w4t-=—-(-u+—)+-, 
c’est-a-dire 


(7) uv =—ut+ 


or cette nouvelle transformation ne coincide avee (5), c’est-d-dire 


2 —P PP et 
— = —,, cest-a- 
n n 


2P'—P. 
n ? 


(5) et (6) ne sont échangeables, que lorsque 
dire 2 = P= 0, ci = = + Pe: ce qui peut arriver seulement 
lorsque ” est pair. 

De méme en transformant (6) par (5) on a 


(8) “=—u+ A aot , 


qui pourra coincider avec (6) seulement lorsque » est pair. En outre 








w+ C. Elle a C” pour courbe double, car par chaque point w passent deux 
génératrices qui le joignent 4 « — C et & w-+-C. Pour avoir son ordre, cherchons 
combien de ses génératrices rencontrent I'S, joignant n — 2 points de C”, 
Uy, .+ +) U__o, autre part que sur ceux-ci: en nommant u, w-+ C les deux points de C” 
placés sur une telle génératrice, on aura wu + (u-+C) + u% +-+--+ u,_.=0, dou 
Yon tire 2u et en conséquence 4 valeurs de w qui se correspondent entre elles 
dans le groupe des transformations principales. Ainsi nous concluons que cette 
surface réglée est de l’ordre 2(n—2)-+ 4, c’est-d-dire 2n; et en outre nous 
trouvons ainsi que les 4 génératrices coupant hors de C” un S,_, sécant de celle-ci 
se correspondent entre elles dans le groupe des 3 transformations principales. — 
Cela n’est d’ailleurs qu'une généralisation d’un raisonnement que M. Harnack 
fait 4 la pag. 78 de son mémoire cité, — Parmi ces o! surfaces réglées elliptiques 
d’ordre 2n correspondant aux transformations de 2° espéce il y a, outre les trois 
(d’ordre n mais comptées deux fois) qui correspondent aux transformations prin- 
cipales, une autre remarquable qui correspond 4 l'identité, c’est-i-dire C = 0, et 
se compose des droites tangentes de la courbe C”. 
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(7) et (8) coincident si ev SS — x » C’est-a-dire 3 = £ =0, 
ce qui peut arriver seulement lorsque » est multiple de 3. 

En transformant encore (7) et (8) respectivement par (5) et (6) 
on a les transformations : 
3P'—2P 
——, 





(10) wu =—u+- 


et en continuant ainsi |’on obtient, si m est premier, un systéme de 
transformations toutes différentes entre elles, qui se termine seulement 
avec la 

$ (n+1)P — + (n—1) Pp’ 

(11) “=—u+ —— z . 

et se compose en conséquence de m transformations. On voit facilement 
que ce systéme est tel qu’en transformant l'une quelconque de ses 
transformations par une autre |’on obtient encore une transformation 
du systéme. 

Nous supposerons justement premier; bien que nos considérations 
vaillent pour m quelconque, mais alors elles conduiraient & des résultats 
plus compliqués. D’aprés ce que nous avons dit au commencement de 
ce n° il est évident que I'S,-2 joignant les axes S,_, des deux in- 


2 
volutions quelconques (5) et (6) (axes qui dans ce cas de m premier 
ne peuvent pas étre, comme on le prouverait facilement, sur un S,_3) 
devra contenir aussi l’axe S,_, de (7), celui de (8), etc., c’est-d-dire 
ES 
tous les m axes S,, des transformations du systéme considéré. 
: a 

D’aprés cela, en se rappelant en outre le résultat du n® 10 pour » 
impair, on arrive & la proposition suivante: 

Si n est premier, les n® axes S,_, des n® involutions qui trans- 





2 

forment C™ en elle-méme forment une configuration trés-remarquable telle 
que chaque Sy», qui en joint deux en contient n (et contient en consé- 
quence n points singuliers de C"). On obtient ainsi n(n+1) S,-2, 
dont chacun contient n de ces axes et tels que par chacun de ceux-ci il 
en passe n -+- 1; ces espaces se divisent en n +- 1 groupes de n tels que 
les n espaces d'un méme groupe contiennent tous les n? axes (et par 
suite tous les n* points singuliers)*), de sorte que les n-++-1 espaces passant 
par un méme axe appartiennent respectivement aux n-- 1 groupes. — 

*) M. Bianchi avait déja remarqué (loc. cit.) que pour la C® elliptique 


normale les 25 points singuliers sont sur 6 différents groupes de 5 S,, chacun de 
ces S, contenant 5 points singuliers. 


Mathematische Annalen. XXVII. 21 

















308 Corrapo Seere, 


Les n® axes S,_, des mémes involutions forment une configuration qui 


2 
correspond parfaitement a celle-la par dualité dans S,-.. 
En coupant cette configuration de S,_, et de S,-2 par un S,, ,on 


2 2 
obtient sur celui-ci une nouvelle configuration remarquable de n? points 
et n(n+1)S,_, telle que chaque S,_, contient » points et par chaque 


point passent n+ 1 de ces espaces. "En particulier pour » = 5 l'on 
a dans l’espace ordinaire une configuration remarquable de 25 points et 
de 30 plans telle que chaque plan contient 5 points, et que ces plans 
forment 6 pentaédres dont chacun contient dans ses faces tous les 25 
points et que par chaque point passe un plan de chaque pentaédre. 


13. Chaque transformation (de 1° ou de 2° espéce) de C* en 
elle-méme 
w=-+u+C 
est échangeable 4 l'une quelconque des 3 transformations principales 
de 2° espéce 
wut 4 . 


ear en la transformant par celle-ci on voit bien qu'elle ne change pas. 
Done en supposant » pair, comme nous ferons dorénavant dans ce 
paragraphe, chacune des 3 involutions principales transforme chaque 
involution, principale ou non, en elle-méme; c’est-a-dire en combinant 
une involution quelconque avec une involution principale on obtient, 
quel que soit l’ordre de la combinaison (multiplication), une méme 
troisitme involution. En particulier deux involutions principales don- 
nent pour combinaison la troisiéme involution principale. 

Or si deux involutions sont échangeables, par rapport & chacune 
delles les axes de l’autre ou bien se correspondent entre eux ou bien 
se correspondent chacun & soi-méme. Dans le premier cas chaque 
axe de l’une n’aurait aucun point (et aucun S,_2) commun avec un 
axe de l'autre, car autrement ce point serait commun aussi 4 |’autre 
axe de celle-ci, ce qui est impossible. Dans le second cas au contraire 
il y aurait des points (et des S,») communs 4 un axe quelconque de 
lune et & un axe quelconque de l'autre: en effet sur un axe de l'une 
involution l'autre involution déterminerait (puisqu’il correspond a soi- 
méme) une nouvelle involution dont les axes, lieux des points doubles, 
seraient justement les intersections avec les axes de la seconde in- 
volution. Ce raisonnement prouve en méme temps que dans un axe 
d’une involution les intersections avec les axes de l’autre donnent pour 
somme de leurs nombres de dimensions le nombre de dimensions du 
premier axe diminué de l'unité, ce qui nous sera utile dans la suite. 
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Remarquons en outre que chaque point (ou S,_,) commun & deux axes 
des deux différentes involutions appartient aussi 4 un axe de l’in- 
volution qui résulte de leur combinaison, car il est un point (ou S,_») 
double pour les deux premiéres et en conséquence aussi pour la 
troisieme. 

Maintenant si nous considérons deux involutions principales, pour 
voir si les axes S, _— de l’une coupent ou non ceux de l’autre, il suffit 

77 

de chercher s'il y a des S,_: communs & un axe de l'une et un axe 
de lautre, et en conséquence aussi & un axe de la troisiéme involution 
principale, c’est-A-dire des S,2 doubles pour les trois involutions 


principales. Si w est un point d’intersection d'un tel S,_2 avec C*, cet 
espace devra contenir tout le groupe u, u-+-—', u+, up 


transformé en soi-méme par les trois involutions principales. Done les 
n points d’intersection de cet espace avec C” doivent se diviser en 
groupes séparés de 4, et il faut en conséquence que » soit multiple 
de 4. Ainsi: 

Si n est de la forme 4n’ + 2 chacune des trois involutions princi- 
pales échange entre eux les deux axes de chacune des deux autres et ces 
trois couples d’axes n'ont pas de points communs. — Les droites coupant 
les deux axes d’une involution principale et un axe d’une autre coupent 
tous les axes des trois involutions principales; en d'autres termes ces 


trois couples d’axes S, sont sur une méme variété — F? ap- 
anil 4 
2 


rée comme le 


2 
partenant & S,_, (variété qui peut toujours étre consid 


rch 


lieu des co! S, = joignant les points correspondants de = droites 
ee | 


=f 
projectives, ou bien des co” droites joignant les points correspon- 
dants de deux S, _ projectifs). 

>= 

2 


14. Si au contraire » est de la forme m = 4m’, considérons »’ 
groupes de points 


Ui, Ui F u; + = us + ots (i=1,..., 0’) 


ils seront sur un S,—2 si la somme de leurs paramétres est = 0, 
c’est-a-dire 
4S u;=0, 
d’ou: 
ZU; —— 0, 1 = 1 +% 


ee . 
(les autres valeurs que l'on obtiendrait pour Dw; n’étant pas différentes 


21° 
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au fond de celles-ci, car on peut les avoir en augmentant |’une des 
u; de la moitié d’une période, ce qui ne change pas le groupe de 4 
points correspondant). Comme on peut prendre arbitrairement n’— 1 
des u;, on voit que les S,» doubles pour les trois involutions princi- 
pales forment dans ce cas 4 différents systémes de oo”. 

De ce fait (et méme, indépendamment de cela, de tout ce que 
nous avons dit auparavant) on tire le résultat suivant:' 

Si n est doublement pair les trois couples des axes des trois involu- 
tions principales sont les S, : qui joignent deux-d-deux quatre S_, . 

2 4 
Autour de la figure composée par ces 4S, ? les 6 S, : qui les 
2 


4 
joignent deux-a-deux et les 4S _ qui les joignent trois-d-trois se 
3 1 


groupent d’une certaine fagon toute la configuration des points singuliers 
de C* et celle des axes des différentes involutions.*) 


15. En supposant encore » doublement pair, une transformation 
principale, par exemple 


u=u+ — 
forme un groupe avec une involution quelconque de 1° espéce 
w=—u+ as 
et avec l’involution, échangeable a celle-ci (n° 12), 
= P 
+¢$=-—@ ot ry + 3 ° 


Done les points de C* se divisent encore en groupes de 4 qui se trans- 
forment en eux-mémes dans le groupe de ces 3 transformations. Comme 


P n __ % ys 
la somme des paramétres de = de ces groupes est => -2—- = zy il 


> 
n 
s’ensuit que ceux-ci ne peuvent appartenir 4 un S,», cest-a-dire il 
ne peut y avoir d’S,_2 passant par un axe de chaque involution, si 
= n'est pas une période, c’est-a-dire si les deux involutions de 1° 
. yee : n\. +5 
espéce considérées ne sont pas parmi les G singuliéres. Done les 
go ({(n\. . > 
couples des axes S, _— des autres 3 (~) involutions de 1° espéce n’ont 
} - 
2 


pas de points communs avec les axes des 3 involutions principales. 


*) On ne peut pas s’attendre toutefois 4 ce que l’involution ayant pour axes 
un de ces 4 S, , et rs - opposé transforme C” en elle-méme; d’aprés ce 
1 


r 
que nous avons vu cela n’arrive que pour n = 4. 
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Au contraire si les deux transformations de 1¢ espéce appartiennent 
n\?. *5 . n ° 

aux (2) singuliéres, on voit que = groupes quelconques de 4 points 

de (" obtenus de la maniére dite se trouvent sur un S,-2, qui sera 

en conséquence double pour les 3 transformations du groupe: on obtient 


ainsi un systeme de oo! S,_» doubles. Cela porte facilement 4 la pro- 
position suivante: 
Si n est doublement pair, par rapport a Tune des trois involutions 


principales les (2/ involutions singuliéres se groupent en couples, chaque 


couple formant un groupe avec cette involution principale; les axes 
S et S, des deux involutions singuliéres @un couple joignent deux 


=- § : 


S, places sur un axe S, de Vinvolution principale respectivement 
1 1 


wo 2 


2 
aun 8S, et un S) places sur Vautre axe de celle-ci. — Les couples 
2 = 


=| 


4 4 
dans lesquels se décomposent ainsi les (= involutions singuliéres se 


distinguent en deux catégories de (2y couples qui se comportent d’une 


maniére différente par rapport aux deux axes de !’involution principale, 
et dont l'une est transformée dans l'autre par chaque involution de 
le espéce non singuliére. 

Pour connaitre encore mieux la configuration des axes des différentes 
involutions dans ce cas od » est doublement pair il y aurait encore a 
distinguer suivant que m» est ou n’est pas multiple de 8. Il y aurait 
aussi & porter plus loin I’étude de cette configuration lorsque n n’est 
pas doublement pair. Mais nous nous arréterons ici, car une étude 
détaillée n’est pas notre but; cependant on la ferait aisément avec les 
mémes raisonnements dont nous nous sommes servis. 


Applications aux courbes elliptiques de l’espace ordinaire. 


16. En projetant C" par un S,-5 quelconque de S,_,; sur l’espace 
ordinaire, on obtient, comme l'on sait, la courbe elliptique générale 
de lordre n, [", de cet espace. Les surfaces réglées représentant les 
transformations de C” en elle-méme se projetteront daus des surfaces 
réglées de l’espace ordinaire représentant les transformations de [ en 
elle-méme. Nous aurons en conséquence les propositions suivantes: 

Dans Vespace ordinaire chaque courbe elliptique de Vordre n, [", 
est contenue simplement dans oo' surfaces réglées rationnelles de Vordre 
nm — 2 qui correspondent aux oo! transformations de 1° espéce de [" en 
elle-méme, en sorte que les génératrices d’une telle surface réglée contien- 
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ment les couples de points correspondants dans la transformation qui 
lui est relative. Pour n impair chacune de ces surfaces réglées a en 


général pour courbe simple minima une courbe rationnelle de Vordre 


n—3 . ; cele 
3} pour n pair chacune de ces surfaces a 90' courbes rationnelles minimae 


P n 2 P 
de Vordre = — 1, en exceptant (=) de ces surfaces, qui ont pour courbe 
minima une courbe de Vordre — — 2. — Outre ces co' transformations 


involutives de [" en elle-méme il y en a trois de 2° espéce qui donnent 
origine a trois surfaces réglées elliptiques de Vordre n ayant F" pour 
courbe simple rencontrée en deux points (correspondants dans la trans- 
formation) par chaque génératrice. 

Ainsi (sans nous arréter aux cas de » = 3, 4, qui donnent lieu 
aux courbes elliptiques normales du 3° et du 4° ordre) les courbes 
elliptiques du 5° ordre appartiennent dans l’espace ordinaire & co! sur- 
faces réglées cubiques et sont courbes simples pour 3 surfaces réglées 
elliptiques du 5° dégré. — Les courbes elliptiques du 6° ordre de 
espace ordinaire appartiennent a co! surfaces réglées rationnelles du 4° 
dégré; parmi elles 3 ont une droite triple comme lieu, qui est une 
quadrisécante de la courbe; il y en a en outre 9 ayant une droite 
simple directrice (triple comme enveloppe). En d’autres termes pour 
chaque courbe elliptique du 6° ordre il y a (outre les 3 quadrisécantes) 
9 droites telles que dans chaque plan passant par l'une d’elles l’équa- 
tion dont dépendent les 6 points d’intersection avec la courbe se 
décompose en 3 équations quadratiques. La courbe est courbe simple 
pour 3 surfaces réglées elliptiques du 6° dégré dont chacune est le lieu 
des droites joignant les points correspondants de deux cubiques planes 
qui soient dans une correspondance uniforme non projective. Etc. 


17. Les involutions de S,_; transformant C* en elle-méme nous 
donnent pour la projection [* quelques autres propositions nouvelles 
et assez remarquables surtout dans les cas de n = 5 et 6. Ainsi: 

Parmi les co! surfaces cubiques réglées qui passent par une courbe 
elliptique du 5° ordre de Vespace ordinaire il y en a 25 remarquables. 
Pour une quelconque de celles-ci que Von détermine sur chaque génératrice 
le point conjugué harmoniquement au point d intersection avec la droite 
directrice simple par rapport aux deux points d’intersection avec la courbe 
du 5° ordre: le liew de ce point (qui pour une surface réglée cubique 
quelconque serait une cubique gauche) sera wne conique, de sorte que 
les points de la courbe sont deux-d-deux séparés harmoniquement par la 
droite directrice et le plan de cette conique. En davutres termes, une 
courbe elliptique du 5° ordre est de 25 maniéres différentes symétrique 
par rapport & une droite et un plan. 
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Parmi les co' surfaces réglées rationnelles du 4° dégré qui passent 
par une courbe elliptique du 6° ordre de Vespace ordinaire il y en a, 
outre celles nommées au n° précédent, 27 remarquables. Pour une 
quelconque de celles-ci, de méme que pour chacune des trois surfaces 
réglées elliptiques du 6° dégré, deux points de la courbe qui soient sur 
une méme génératrice sont séparés harmoniquement par deux plans fixes 
(c’est-d-dire par les points de rencontre de la génératrice avec deux coni- 
ques fixes de la surface du 4° dégré ou avec deux cubiques planes fixes 
de la surfaces du 6° dégré). En dautres termes une courbe elliptique 
du 6° ordre est de 27+-3 maniéres différentes symétrique par rapport 
a& un couple de plans. Ftc. ete. 


Un théoréme sur les surfaces réglées elliptiques. 


18. Nous finirons en établissant une proposition sur les surfaces 
réglées elliptiques, qui, bien qu’elle ne soit pas trés-liée avec ce qui 
précede, a cependant une certaine relation avec le but de cette note, 
car elle exige dans la démonstration que nous en donnerons la con- 
sidération des transformations des courbes elliptiques normales en elles- 
mémes. 

Supposons que dans une transformation de la courbe elliptique 
normale en elle-méme 


w=+u+C 
& jun groupe particulier de points situés sur un S,_9, U,, ..., tn, 
corresponde un groupe u,',..., Us de points d’un S,». On aura: 
uy, t-+++u, =0, 
u'+-+++% =0, 
uy HStu+tCc,..., w=H=+tu+G, 
d’ot en sommant 
nC =0, 
Ca Atom . 
‘3 n 


Done la transformation sera une collineation,*) 

De la il suit immédiatement que si deux courbes elliptiques normales 
A", B" de deux espaces S,;, S,1 ont leurs points dans une corre- 
spondance uniforme telle qu’aux points d’intersection de A" avec un certain 
Sn-2 de S,-1 correspondent les points d’intersection de B* avec un 
Sn—2 de S,-1, cette correspondance entre A" et B*" est déterminée par 
une collinéation entre S,—; et S,_1. 


*) Pour n=8 voir la démonstration synthétique de M. Kiipper & la pag. 32 
du travail déji cité de ce savant, 
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19. Maintenant supposons que l'on ait dans un espace S, une 
surface réglée elliptique de l’ordre nm. Deux espaces S,_;, S,_, de S, 
la couperont suivant deux courbes elliptiques normales A", B*. En 
considérant sur celles-ci comme correspondants deux points placés sur 
une méme génératrice, on voit qu'il y a entre leurs points une corre- 
spondance uniforme dans laquelle les » points de 1’S,_2 d’intersection 
de S,-1, S,-1 se correspondent & eux-mémes. Done, en force de ce que 
nous avons prouvé au n° précédent, cette correspondance sera déter- 
minée par une collinéation entre S,_,, S,;_1; et comme il y a » points 
indépendants doubles pour cette collinéation dans |’S,_, d’intersection, 
tous les points de celui-ci seront des points doubles et la collinéation 
sera en conséquence une perspective par rapport 4 un centre, c’est-a- 
dire les droites joignant deux points correspondants de S,_;, S,_1, et 
en particulier de A", B” passeront par un point fixe. Done la surface 
réglée est un cone. Ainsi: 

Il n'y a pas de surfaces réglées elliptiques de Vordre n appartenant 
ad un espace & n dimensions, en dehors des cénes projetant les courbes 
elliptiques normales.*) 

D’aprés cela nous pouvons dire maintenant de connaitre parfaite- 
ment quelles sont les surfaces & deux dimensions de l'ordre nm qui 
appartiennent 4 un S,. M. Del Pezzo avait déja prouvé**) que celles 
qui appartiennent & un S,,,, sont les surfaces réglées rationnelles normales 
et en outre, pour ~ = 4, une certaine surface non réglée du 4° ordre 
de lespace & 5 dimensions, Un raisonnement semblable 4 celui par 
lequel il était parvenu a ce résultat prouve (ce qu'il a bien remarqué 
et qui n’est aussi qu’un cas particulier d’une proposition générale qu'il 
va publier) que les surfaces de l’ordre m de S,, en dehors de certaines 
exceptions particuliéres, sont réglées, Or ces surfaces réglées peuvent 
étre rationnelles ou elliptiques. Celles rationnelles sont connues, comme 
projections des surfaces réglées rationnelles normales de J’ordre » de 
Sri; et quant a celles elliptiques nous avons vu que, comme elles 
sont des cones, leur étude se réduit & celui des courbes elliptiques 
normales. 


Turin, Janvier 1886. 
*) Un raisonnement analogue pourra servir, 4 ce qu'il semble, pour établir 
une proposition plus générale rélatived des surfaces réglées de genre quelconque. 
**) Sulle superficie di ordine n immerse nello spazio di n +- 1 dimensioni. 
Rendiconti della R. Acc. d, scienze fis. e mat. di Napoli, settembre 1885. 
































Untersuchungen tiber die algebraische Transformation der 
hypergeometrischen Functionen. 


Von 


Erwin Paprerirz in Dresden. 


Bereits von Euler und Gauss in Angriff genommen, allgemein 
formulirt durch Herrn Kummer, hat das Transformationsproblem der 
hypergeometrischen Functionen seither mehrfache Behandlung erfahren, 
insbesondere in neuester Zeit von Seiten des Herrn Goursat.*) Indess 
beschrankte man sich auf die Betrachtung der rationalen Transforma- 
tionen. — Die vorliegende Untersuchung bezweckt, Beitriige zu einer 
allgemeinen Theorie der algebraischen Transformation zu geben. 

Den, hypergeometrischen Functionen“ (Riemann’schen P-Functionen) 
werden hier alle diejenigen Functionen zugezahlt, welche einer linearen 
Differentialgleichung 2. Ordnung: 


@P  atw-1464+h+00 dP 








dat a2(1—a) ada 
aa’ — (aa + 6h —yy)e+ Ppa | 
+ a (1 — x)® P=—(@ 


mit reellen, an die Bedingung: 


ato+B+i+yt+ty=—1 
gekniipften Coefficienten gentigen, oder doch durch eine lineare Sub- 
stitution der Veriinderlichen x auf Lésungen dieser Differentialgleichung 
reducibel sind. 
Unseren Betrachtungen liegt der Gesichtspunkt zu Grunde, dass 
die Transformationstheorie der hypergeometrischen Functionen wesent- 
lich identisch ist mit der der Schwars’schen Function s(A, w, v, 2), 


*) Man vergl. Kummer, Ueber die Gauss’sche Reihe etc., Crelle’s Journal 
Bd. 15, (1836); Riemann, Beitriige zur Theorie der durch die Gauss’sche Reile 
F'(«,B,y,2) darstellbaren Transcendenten, Abh. d, Ges. d, Wiss. z, Gdttingen, Bd. 7, 
(1857); Goursat, Sur l’équation différentielle linéaire, qui admet pour intégrale la 
série hypergéométrique, Ann, de l’Ecole Norm. Supplém. (1881), Sur les intégrales 
rationelles de l’équation de Kummer, Math. Ann. Bd. 24, (1884), Recherches sur 
I’équation de Kummer, Acta Soc. Scient. Fennicae, tom. XV, (1885). 
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d. i. des Quotienten zweier linear unabhingiger Zweige der P-Function, 
in welcher 4 =a —a, wu =f — p', v= y — y’ wu setzen ist. Dem- 
gemiiss bildet den Ausgangspunkt die Eigenart der durch die s-Func- 
tion vermittelten conformen Abbildung, wie sie aus den Mntersuchungen 
des Herrn Schwarz*) bekannt ist. Die weiterhin zu benutzenden 
Principien entstammen dem Ideenkreise Riemann’s und sind im 
Grunde dieselben, welche Herr Klein erfolgreich auf die Theorie der 
Transformation der elliptischen Functionen in Anwendung gebracht 
hat. Vornehmlich ist es das Hiilfsmittel der Riemann’ schen Fliiche 
in einer von der sonst gebriiuchlichen etwas abweichenden Form, auf 
welches wir hier Bezug nehmen. 

Der hauptsiichliche Inhalt der Artikel I und IV war Gegenstand 
einer vorliufigen Mittheilung an die Kénigl. Siichs. Gesellschaft der 
Wissenschaften (Berichte der Math.-Phys. Classe v. 2. Febr. 1885). 


I. 
Die Diophantischen Bedingungen des Transformationsproblems. 


Bezeichnet man abkiirzend mit [s], die Differentialinvariante: 


d's ds \2 

das 3 dx 
as 2 ds 

dz dz 


und mit R(A, w, v, x) die rationale Function: 
Ram 1B E OHH — HA — Da + (1—o*) at 
eae ~a _, 


‘2a%(1—2)? 
so kann das in Betracht genommene Transformationsproblem folgender- 
massen ausgesprochen werden: 


Es sollen alle algebraischen Gleichungen: 


(1) f(x,y) =90 
aufgestellt werden, welche den Uebergang von einer Differen- 
tialgleichung : 
(2) [sle = R(A, w, v, x) 
au einer Differentialgleichung derselben Form: 
(3) (sl, = R(4’, w’, v’, y) 
vermitteln, mithin Integralgleichungen der Kummer’schen 
Differentialgleichung : 
dx\2 ve 
(4) [tly + R(A, mw, v, x) - (32) = L(A, wv’, y) 
darstellen. 





*) 8. Crelle’s Journal, Bd. 75. 
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Als ein erster Schritt zur Beantwortung der aufgeworfenen Frage 
wird die Lésung der Aufgabe zu betrachten sein, die fraglichen alge- 
braischen Transformationsgleichungen der Art nach, d. h. durch die 
Verzweigung der zugehdrigen Riemann’schen Fléche zu definiren. In 
zweiter Linie wird sich dann die Untersuchung auf ihre explicite Dar- 
stellung beziehen miissen. Wir beschiiftigen uns hier vornehmlich mit 
dem erstgenannten Theile des Problems, 

Die Gleichung (1) werde als irreducibel vorausgesetzt; ihr Grad in 
«x und y sei resp. durch »’ und m, ihr Geschlecht durch p bezeichnet. 
Ueber der z- und y-Ebene wollen wir uns dementsprechend die zuge- 
hérige Riemann’sche Fliche mit m resp. m Blittern ausgebreitet 
denken. 

Aus der dreifach unendlichen Schaar particulirer Integrale der 
Differentialgleichung (2) greifen wir jetzt irgend ein bestimmtes: 

3(A, m, v, 2) 
heraus, durch welches sich bekanntlich alle anderen in der Form: 


8+ ee 3 
C38 + Cy 
mit Hiilfe constanter Coefficienten ¢; ausdriicken lassen. Bedeuten dann 
z=galy), h=1,2,....” 


die Auflésungen der Gleichung (1) nach x, so gehen durch Substitu- 
tion derselben aus 3(”) »’ bestimmte particulire Integrale der Differen- 
tialgleichung (3) hervor, welche im Allgemeinen von einander ver- 
schieden sein werden. Da indess f(z, y)=0 als irreducibel voraus- 
gesetzt wurde, so kann von den Functionen g,(y), weil sie simmtlich 
Zweige einer und derselben algebraischen Function sind, jede in jede 
andere dadurch iibergefiihrt werden, dass man y in seiner Ebene ge- 
eignete geschlossene Wege beschreiben lisst. Mithin hat die Irreducibilitiit 
der Transformationsgleichung auch zur Folge, dass die transformirten 
Werthe 8(,(y)) der Function 3(4, w, v, x) als Functionen von y 
simmtlich Zweige einer und derselben bestimmten Integralfunction: 
3’(4’, wv’, y) 

der Differentialgleichung (3) darstellen, welche untereinander durch 
solehe lineare Substitutionen zusammenhiingen, wie sie geschlossenen 
Wegen der Variablen y entsprechen. Es bedarf kaum der Erwihnung, 
dass voéllig analoge Betrachtungen beziiglich der inversen Transforma- 
tion Platz greifen. 

Nach dem Gesagten besteht unter Vermittelung der Gleichung (1) 
die identische Gleichung: 


3(A, u,v, 2) = 8' (A, wv’, y)- 
Wir verabreden, dass im Folgenden ‘iiberall ftir die Variable s der 


22* 
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verinderliche Werth der linken oder rechten Seite der letzten Gleichung 
genommen werden soll, und ferner, dass tiberall da, wo von den 
Umkehrfunctionen: 


a=rz(s), y=y(s) 
gesprochen wird, unter dieser Bezeichnung diejenigen Functionen ver- 
standen werden sollen, welche aus der Umkehrung der Gleichungen: 
S= (A, u,v, 2), s—=3'(d, u,v’, y) 

entspringen. Diese Gleichungen werden im Allgemeinen nicht als 
unbeschrinkt umkehrbar betrachtet werden diirfen; es geniigt aber 
vorauszusetzen, dass die Umkehrfunctionen fiir einen gewissen end- 
lichen Bereich der Variablen s erklirt seien, iiber welchen hinaus sie 
bis zu etwa vorhandenen natiirlichen Grenzen analytisch fortgesetzt 
gedacht werden mdgen. 

Man betrachte jetzt in der s-Ebene ein Gebiet S, welches aus 2n 
Kreisbogendreiecken (A, u,v) mit den Winkeln Ax, wx, vz besteht, 
die ihrerseits vermége der conformen Abbildung durch die Beziehung 
$ = 3(A, uw, v, 2) abwechselnd der positiven und negativen Halbebene 
(x) entsprechen. Dieses Gebiet S werde dadurch erzeugt, dass man 
zuniichst zwei zusammengenommen der ganzen a-Ebene entsprechende 
Dreiecke (A, wu, v) herausgreift, zu einem symmetrischen Kreisbogen- 
viereck vereinigt und zu diesem Ausgangsviereck noch » — 1 ,,iiqui- 
valente“ aufsucht. Als fiquivalent werden aber hierbei je zwei Gebiete 
bezeichnet, die auseinander durch solche lineare Substitutionen der 
Variablen s hervorgehen, welche die Umkehrfunction y(s) ungeiindert 
lassen. Das Gebiet S, welches an sich kein zusammenhingendes zu sein 
braucht und iiberdies eventuell die s-Ebene in gewisser Ausdehnung 
mehrfach iiberdecken kann, denke man sich weiterhin noch lings eines 
gewissen Liniensystems zerschnitten. Dieses Liniensystem sei vorliufig 
nur durch die Eigenschaft charakterisirt, dass, wenn / eine Linie desselben 
bedertet, auch alle zu 7 aquivalenten, innerhalb S verlaufenden Linien 
dem Systeme angehéren sollen. Das derart zerschnittene Gebiet S hat 
offenbar die Eigenschaft, dass sich seine Randcurven einander paarweise 
durch lineare s-Substitutionen zuweisen lassen, welche y(s) in sich 
iiberfiihren. Vermége einer solchen Zuordnung der Randcurven unter 
sich reprisentirt S in abstracto eine geschlossene Mannichfaltigkeit X von 
bestimmtem, eventuell mehrfachem Zusammenhang. 

Unsere Voraussetzung geht dahin, dass diese Mannichfaltigkeit 2 
genau der iiber der z-Ebene zu construirenden »-blittrigen Riemann’- 
schen Fliache entspreche, mithin auch ausnahmslos eindeutig auf die 
n'-blittrige y-Fliche bezogen sei. Hieraus folgt auf Grund des 
Schwarz’schen Satzes, dass das Polygon S einem aus 2n’ (ab- 
wechselnd der positiven und negativen Halbebene (y) entsprechenden) 
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Kreisbogendreiecken (A’,u’, v’) zusammengesetzten Polygone S’ iquivalent 
ist. Die Dreiecke des letzteren werden niimlich das Gebiet S in solcher 
Weise einfach erfiillen, dass die am Rande liegenden Dreiecke eventuell 
zerstiickt erscheinen , die getrennten Theile eines und desselben Dreiecks 
aber ihren Zusammenhang durch Vereinigung der zugeordneten Rand- 
eurven von S erlangen. 

Indem wir so in der geschlossenen, zweierlei Dreiecksnetze S 
und S’ tragenden Mannichfaltigkeit 2 ein Aequivalent fiir die tiber 
der x- resp. y-Ebene auszubreitenden Riemann’schen Flichen gewonnen 
haben, gelingt es, die Kigenschaften der letzteren und damit die Natur 
der zwischen « und y vorausgesetzten algebraischen Beziehung zu 
erschliessen. 

Zuerst bemerkt man, dass y in Bezug auf 2 und umgekehrt 2 in 
Bezug auf y nur an solchen Stellen verzweigt sein kann, wo wenigstens 
eine der Variabeln x und y einen der singuliren Werthe 0, oo, 1 an- 
nimmt. Sind nimlich 2, und y, beide von 0, oo, 1 verschieden, so 
lasse man s in seiner Ebene um den zugehérigen Punkt s, eine ge- 
schlossene Curve einfach durchlaufen, welche keinen Eckpunkt der 
Dreiecksnetze S und S’ umgiebt. Nach dem Schwarz’schen Satze 
folgt dann, dass gleichzeitig « und y nach einfacher Umkreisung von 
% resp. y, zum Ausgangswerthe zuriickkehren. 

Von den Werthepaaren, welche hiernach fiir die Untersuchung 
der Verzweigung beider Riemann’scher Flichen allein in Betracht 
kommen, sind die Combinationen der Werthe z= 0, oo, 1 mit den 
Werthen y = 0, oo, 1, welche f(x, y) = 0 befriedigen, gesondert zu 
behandeln. Sie mégen als Verzweigungswerthe 1. Art bezeichnet sein. 
Nach Ausschluss derselben mag die Gleichung f(x,y)=0 fiir z=0, 00,1 
noch resp. 7, s, ¢ unter sich verschiedene y-Werthe: y= 1, 2, ..., Yr} 
Mi y+ ++) Me3 My > +++) Me, fir y =O, co, 1 dagegen resp. 7’, s', f ver- 
schiedene a-Werthe: = &,, ..., &3 &',.-+, 675 &1,..., & als Wurzeln 
zulassen. Diese bilden die Vergweigungswerthe 2. Art. 

Einem Werthepaare 2. Art, z. B.2=0, y= vy, entspricht in 
> ein Punkt s,, welcher Eckpunkt des Netzes S, nicht aber Eckpunkt 
von S’ ist. Ist nun «@ die kleinste Anzahl von Umliufen um s,, welche 
der Punkt s machen muss, damit z zu seinem Ausgangswerthe zuriick- 
kehre, so wird wegen der Conformitit der Beziehung zwischen den 
Ebenen (s) und (y) im fraglichen Punkte zum gleichen Ende auch y 
den Punkt »; a-mal umkreisen miissen. Hieraus folgt, dass die Summe 
der am Punkte s, von 2 liegenden Dreieckswinkel des Netzes S gleich 
2a sein muss. Ihre Anzahl ist dabei nothwendig eine gerade —2 9. 
Fiir unser Beispiel ist die Grésse der in Betracht kommenden Dreiecks- 


winkel durch Az, ihre Anzahl durch =s gegeben und folglich muss 4 
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gleich der rationalen Zahl = sein. Offenbar sind « und @ relativ prim 


und bedeuten die Anzahlen der im Punkte «=O, y = y; in der y- 
resp. 2-Fliiche cyklisch zusammenhiingenden Blitter. 


Wir setzen: 


(5) 


a 6 y 
a ae pe Ss ae es 
an +, tak oe an 2, 
e” u a = 


und erkeunen im Verfolg obiger Schlussweise, dass die Gréssen a, B, y, 
«, B, y und g, 6, t, o', 6’, t positive*) ganze Zahlen (die letzteren 
> 1) darstellen, sofern nicht die ihnen entsprechenden Zahlen r, s, ¢, 


r,s, Null sind. 


Das Resultat der auf die Werthepaare 2. Art beziiglichen Ueber- 
legungen bringen wir in die folgende Uebersicht. 
Es hiingen im Cyklus zusammen: 


bei: t=) 
I = Oo 
t=] 
z= §, 
no §,. 


x == Ei 
t= Ey 
L = Ey 


bei: y= 0 
f= eo 


y=1 


in der z-Fliche 
r-mal g Bliitter 
ee “ 


t T 


»” ” 


je « Blatter 


Die iibrigen Blitter verlaufen an 


3 ‘ ' a 
| ” diesen Stellen isolirt. **) 





in der y-Fliche 
r-mal 9’ Bliitter 


, , 


Sn FF w 


. , 
t ” Tt ” 


*) Die Exponenten 4, u, », 2’, 4’, »’ kinnen unbeschadet der Allgemeinheit 
positiv angenommen werden, da die Differentialgleichungen nur ihre Quadrate 
enthalten, 

**) Ausnahmen hiervon kinnen nur eintreten, wenn irgend ein &; = &; oder 
= & wird; doch sind derartige exceptionelle Vorkommnisse auf die gegenwirtige 
Betrachtung ohne Einfluss. 
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) 


= 
r ; 7" B Die iibrigen Blatter verlaufen an 
" ” diesen Stellen isolirt. 





y = ne” 


Es blieben noch die Werthepaare 1, Art unberiicksichtigt. Greift 
man eines derselben, z. B. 2 = 0, y = 0 heraus, so werden ihm inner- 
halb J eine gewisse Anzahl ¢ von Punkten entsprechen, Welche gleich- 
zeitig Eckpunkte beider Dreiecksnetze S und S’ sind. Die anliegen- 
den Dreieckswinkel besitzen fiir das betrachtete Beispiel die Grésse 
Az, resp. A’x. Stossen nun im i" Punkte dieser Art resp. h Dreiecke 
(A, w, v) und kK Dreiecke (4’, w’, v’) zusammen, so hat man nothwendig : 

ho A= ko 2, t= 1,2,...,83 
mithin: 
ao h® = 0 (mod. a’) 


> ho =, > ii =a’ 


Vd =Ad~. 
Analoge Resultate ergeben sich fiir die tibrigen Werthepaare 1. Art. 
Diesen werden daher im Allgemeinen (wenn nimlich die Exponenten 
des zugeordneten Paares 4, 4’, etc. ungleich sind) Windungspunkte der 
Riemann’schen Flichen entsprechen. Um ihre Zugehérigkeit zu den 
Combinationen der Werthe z= 0, co, 1, y= 0, oo, 1 anzudeuten, 
wollen wir uns den eingefiihrten Zahlen ¢, h®, k®, 0, 0’ doppelte 
untere Indices ertheilt denken. Werden dann die dem einzelnen 
Werthepaare zuzuweisenden Indices nach Massgabe folgender Tabelle: 


und, wenn 


gesetzt wird: 


z2z=0 aacol”ag=l 


1] 31 | 81 
2| 22) 32 


| 


y=1 | 1,3 | 2,3 | 3,3 


gewihlt, so bestehen zwischen den Anzahlen 6;, und 0j, bei der den 





y= 0 








— —_ 


~ 


y= % 























322 Erwin Paprgrrrz. 


Werthepaaren 1. Art in der z- resp. y-Fliche in Betracht kommenden 
Blitter folgende Gleichungen: 
40,, =O, wd, — AO, vd, —A' dg, 
(6) Ay. =WOi2, MO.-—=w' dx, 05, = Ww dx, 
40,5 = '0i3, 0,5 = 0' 0x3, V0,, = v dys. 
Ueber die Art der Vertheilung der Blitter in Cyklen oder, was 


gleichbedeutend ist, iiber die Zerlegung der Zahlen 0,,, 0,,,..., 533 


in ihre Summanden hf}, RY, .. ., AQ ist dagegen von vornherein Nichts 


bekannt. — Die Gesammtzahl der fraglichen Cyklen sei mit 

; I = 8 + 8g H+ + hs 
bezeichnet. 

Wir setgen schliesslich : 

Oi, +9. +943 =a, Oi + On + O31 = a, 
(7) Oo, +9. +0, = 6, d2+ Ox. + Ose = B, 

9s, + 932 + 933 = C, Dis + Dos + O33 = C, 
und heben als eine Folge der Gleichungen (6) die Relation: 
(8) aA+but+ev=adV4+0W+er 
hervor. 

Auf Grund des Bisherigen hat man fiir die Gesammtzahlen » und 
n der Blatter beider Riemann’scher Flichen die Zerlegungen: 

(9) n=a+ro=—b+s6=c +?r, 
Weatrg=—=V+se=—e+rr, 

iiberdies aber die Ungleichungen: 

(10) a+b+c2q, a+bU+¢2>q, 

(11) a, By cm, a’, By <n. 

Driickt man weiter das Geschlecht p nach bekannter Formel durch 
die Blitterzahl und die Multiplicitiitten der Verzweigungspunkte aus, 
so ergiebt sich mit Riicksicht auf die Gleichungen (7) und (9): 

(12) 2p+q—2—n <= —o§ <§ + r (a — 1)+s' (8 —1)+?¢(y'— 1), 
2p-+q—2—w—r—s—t + rw —1)-+8 (6 —1)4t(y —1). 
Schliesslich stellen wir zu weiterem Gebrauche noch eine Reihe 


von Relationen zusammen, welche algebraische Folgen der bereits an- 
gegebenen sind: 


(13) n(l—A—a—v) =n (1—-V’—w—Y); 

(14) 3n>4q, 3n' > q; 

(15) r(o —3) +8 (6 —3) + ¢(t —3) < 6p + 2q — 6, 
r (9 —3) + 8 (6 —3) + U(r —3) < 6p + 2g — 6; 
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m—r—s—t<2p+q— 2, 
n—r—s—¢tU<2p+q— 2; 


a+ r(g—2) +b + (6 — 2) <2(t+ 29+ q—2), 
a’ +(e —2) + U4s(o'— 2) < 2+ 2p + q—2). 
Die Gleichung (13) ergiebt sich durch Elimination von 1, s, ¢, 1’, s', t 
aus (9) und (12) mit Beriicksichtigung von (8). — Eliminirt man 
a,b,...,¢ aus (9) und (10), so folgt: 
3n —rea—so —tr>q, 
3n’—r'o—so—tr>¢q. 
Diese Relationen lassen einerseits unmittelbar die Geltung der Un- 


gleichungen (14) erkennen, andererseits ergeben sie in Verbindung 
mit (12) durch Elimination von » und ’: 


tO O00 — HO Hoe eae 
+ 3¢(y'— 1) < 6p + 2q — 6, 

r'(9' — 3) + s(o'— 3) + t(e’ — 3) + 3r(@ — 1) + 33(6 — 1) 
+ 3ty — 1) S6p + 2q—6, 


also a fortiori die Ungleichungen (15). Die Relationen (16), welche 
directe Folgen der Gleichungen (12) sind, liefern endlich mit den aus 
(9) abgeleiteten Gleichungen: 


at+troe+b+so=—2n, 
a+ roe+b'+s'o'=— 2n’ 
durch Addition verbunden, die Ungleichungen (17). 

Wir wollen jetzt der exceptionellen Fdlle gedenken, bei denen der 
in den Gleichungen (5) gemachte Ansatz keine oder doch nur theil- 
weise Anwendung findet. Derlei Ausnahmen treten ein, so oft von 
dev singuliiren Werthen x, y = 0, 00, 1 irgend zwei solche Elemente, 
welche zusammen ein Werthepaar 1. Art constituiren, einzeln keinem 
Werthepaare 2. Art angehéren. Den Grund davon kénnen zwei ver- 
schiedene Eventualitiiten bilden, welche sogleich niher gekennzeichnet 
werden sollen. 

A) Unter den Exponenten der zu transformirenden s- Function 
mag einer oder mehrere als willkiirlich (insbesondere als irrationaler 
Werthe fiahig) vorausgesetzt werden. Es sei 4 ein solcher Exponent, 
so ist klar, dass der zugehérige singuliire Werth 2 = 0 keinem Werthe- 
paare 2, Art angehdren kann. Die » Wurzeln der Gleichung /(0, y) = 0 
kénnen daher nur unter den Werthen y=0,0o,1 gesucht werden 
und zwar wird: 


fO,y) =C- yy — 1), 8, +403 =n — Op, 


(16) 


(17) 
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sofern wir, wie bisher, unter 0,,, 0,,, 6,, die Multiplicitiiten dieser 
Wurzeln verstehen. Da letztere nicht simmtlich — 0 sein kénnen, 
sei etwa 0,, von Null verschieden und «= 0 eine 04,-fache Wurzel 
von f(a, 0) = 0; so hat man nothwendig: 
oe 
Ou 
Ks wird also 4’ dem willkiirlichen Parameter 4 bis auf einen rationalen 
' . é . . . . 
Zahlenfactor ra gleich und y=0 kann ebenfalls keinem Werthe- 
il 
paare 2. Art angehéren. Ist tiber diesen Zahlenfactor passend ver- 
fiigt, so ist zugleich die Zerlegung einer der Zahlen @,, und 6), in 
Summanden (welche der Vertheilung der fiir die Werthecombination 
v==O, y= 0 in der w- resp. y-Fliche in Betracht kommenden Blitter 
in Cyklen entspricht) durch die Zerlegung der anderen mitbestimmt. 
Denu ist: 


Yi) ‘ 
7 kn, $m 1,2,°++ 8, 


7 Wi , 
01, = S at, O11 — S 
eee 
so muss jetzt einzeln: 


Ai) @ ou 

kin = hi: _ 
sein. — Analoges gilt fiir die weiteren etwa vorhandenen exceptionellen 
Werthepaare 1. Art. 

Im Uebrigen miissen auch hier die Diophantischen Grundbe- 
dingungen der Transformation erfiillt sein und wir kénnen den Ansatz 
(5) zweckmiissig in der Weise aufrecht erhalten, dass wir setzen: 

i= 3 iV = & ete. 
e e 
und nun unter @ und @ willkiirliche Parameter verstehen mit der 
Bedingnng: 
e:¢@ =9,: dn, 
Das Diophantische System enthilt dann die Gréssen @ und Q’ that- 
siichlich nicht, da r = 7° = zu setzen ist. 

B) Die zweite der zu erérternden Eventualitiiten hingt mit dem 
Auftreten von wesentlich singuliren Stellen fiir die der Transformation 
zu unterwerfenden s-Functionen zusammen, welche durch Coincidenz 
eines m-fachen algebraischen und eines logarithmischen Unstetigkeits- 
punktes entstanden gedacht werden kénnen. 

Den Charakter dieser Art von Singularitiit kénnen die Verzweigungs- 
punkte 0, oo, 1 nur fiir ganzzahlige Werthe der Exponenten erhalten, 
indem dann im Allgemeinen die Entwickelung von s in der Umgebung 
des betreffenden singuliren Werthes ein logarithmisches Glied auf- 
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weist*). Da in einem solchen Falle der Schwarz’sche Satz iiber die 
conforme Abbildung durch die s-Fuyction insofern eine Ausnahme 
erleidet, als die Begrenzungskreisbégen des der Halbebene des Argu- 
mentes entsprechenden Dreiecks der s-Ebene in einer oder in mehreren 
Kcken sich beritihren, unsere ganzen Ausfiihrungen sich aber wesentlich 
auf die conforme Abbildung stiitzen, so miissen wir, was den Ansatz 
(5) betrifft, wiederum eine Modification eintreten lassen. 

Es sei beispielsweise A gleich einer ganzen Zahl m und «= 0 
ein logarithmischer Unendlichkeitspunkt ftir die Function 3(a, uw, v, x); 
ferner werde @,, und 6;, von Null verschieden angenommen, so folgt 
zunichst nur, dass auch y = 0 fiir 3'(4’, uw’, v’, y) eine logarithmische 
Unendlichkeitsstelle bildet, also neben r= auch r =O. Dagegen 
ist tiber den numerischen Werth des zugeordneten Exponenten 4’, ab- 
gesehen davon, dass er eine ganze Zahl m’ sein muss, auch nach 
Fixirung von 0,, und 6), Nichts bekannt, und umgekehrt ist in der 
Angabe von m und m’ noch keine Bestimmung fiir das Verhiltniss 
a gegeben. Mit anderen Worten: Ist x, y, ein Werthepaar 1. Art 
ll 
von solcher Beschaffenheit, dass 2, fiir die Function 3(”) und y, fir 
3'(y) einen logarithmischen Unendlichkeitspunkt bildet, so kénnen die 
n Blitter der zu f(x,y) =O gehdrigen Riemann’schen Fliche tiber 
der z-Ebene an der Stelle 2 = a, (und umgekehrt die ’ Blitter der 
y-Flache an der Stelle y = y,) in gang beliebiger Weise verzweigt sein. 

Wie man sieht, ist die Form der Transformationsgleichung un- 
abhiingig von den speciellen Werthen der ganzen Zahlen m und m’, 
welche die zu den wesentlich singuliiren Punkten gehérigen Exponenten 
darstellen, und nur durch das Verschwinden des ihnen zugeordneten 
Zahlenpaares aus der Reihe ¢, s, ¢, 7’, s’, ¢ charakterisirt. Demnach 
kénnen die den Transformationen vom Typus B) entsprechenden Dio- 
phantischen Bedingungen in der Weise aufgestellt werden, dass man 
wiederum 

1 


det, Ves 


7, ete. 
@ @ 


ansetzt und jetzt verlangt, dass die Relationen (6) bis (12) fiir un- 
begrenzt wachsende Werthe von @, 9, etc. stattfinden. 

Wiihrend hiernach die Transformationen, welche den unter A) 
gemachten Voraussetzungen entsprechen, jedesmal zugleich Transfor- 
mationen vom Typus B) bedeuten, findet das Umgekehrte nicht statt 
und bilden also die letzteren eine der Zahl nach ausgedehntere Classe. 

Alles zusammenfassend kénnen wir sagen: 


*) Man vergl. die von Hrn. Schwarz, Cr. J. Bd. 75, gegebenen Kriterien 
tiir das Verschwinden des Coefficienten des logarithmischen Gliedes. 
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(1) Das Problem der algebraischen Transformation héngt 
in erster Linie ab von der Auflisung des Systems unbestimmter 
Gleichungen (5), (6), (7), (9) und (12) im positiven ganzen 
Zahlen und unter Beriicksichtigung der Ungleichungen (10) 
und (11). 

Dieses System geht vermége der Annahme: 


n=l, p=O 
liber in das Diophantische System der rationalen Transformation: 
z= h,(y), 
welches Hr. Goursat aufgestellt hat. 
Man hat niimlich infolge obiger Annahme: 
q=3, 
fas =f =), Gal =¢=l, am Pp=my =. 
An Stelle des Ansatzes (5) tritt hier nur: 


1 

A = = 
- Ree 
ferner verschwinden in dem Gréssensysteme: 

911, 94, O51, 

D125 9x9, Dy, 


943, 943, 033 


a. 
’ Si 


alle Elemente bis auf drei (so zwar, dass jede Horizontalreihe ein 
nicht verschwindendes Element enthiilt) und diese drei bediirfen keiner 
Zerlegung in Summanden. Driickt man weiter mit Hiilfe von (6) die 
dj, durch die d;, aus, so ergeben die drei letzten Gleichungen (7) die 
Werthe der 4’, w’, v’. Die Relationen (9), (10), (12), (13), (15), (17) 
endlich reduciren sich auf: 
n=a+ro=—b+so6=—c-+ fr, 
a+b+e>3, 
n=r+s+i+l, 
1—’—w—v =—n(l—A—p—y?), 
r(@ — 3) + s(6 — 3) + (rx — 3) <0, 
a+ r(o— 2)+b+ s(6 — 2) << 2¢+4 2; 





alle iibrigen werden iiberfliissig. 

Es mag noch erwihnt werden, dass die Diophantischen Be- 
dingungen der Transformation auch zu einer einfachen Lésung des 
von Hrn. Schwarz behandelten Problems dienen kénnen: alle Fiéille 
au bestimmen, in denen die Differentialgleichung: 


[sle = R(A, pw, v, 2) 
algebraisch integrirt werden kann. 


os Es 
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Man hat zu diesem Ende nur néthig 
Vaopadl =) 
anzunehmen, da bei geeigneter Wahl der Integrationsconstanten 
s(1,l,l,y=—y 
erhalten wird. Weil hier die Werthe y= 0, oo, 1 ihren singuliren 
Charakter verlieren, so brauchen nur noch Werthepaare x, y der 
2. Art in Betracht gezogen zu werden und man hat alle Gréssen 
q, a, b, ..., &, Ox, Ox gleich Null zu setzen. Von den sich er- 
gebenden Gleichungen heben wir nur die folgende hervor: 


9p — Fan(s — + —L— =), 
welche zeigt, dass das Geschlecht p der zwischen « und 


s—a(<, £, ft, ) 
bestehenden algebraischen Gleichung: 
f(z, 8) =0 
= 0,1, oder > 1 ist, jenachdem + +. 14 Sanl it 

? ? ? J ri o r 

Das Diophantische System giebt nur nothwendige, nicht die hin- 
reichenden Bedingungen fiir die Aufstellung einer Riemann’schen Fliche, 
welche der postulirten Transformationsgleichung entspricht. Die Frage, 
ob eine solche Fliiche immer existirt und wie weit etwa jene Be- 
dingungen hinreichen, um sie zu definiren, bleibt vorliufig unent- 
schieden und kann erst am Schlusse unserer Untersuchingen be- 
sprochen werden. 

Inzwischen empfiehlt es sich vielleicht, an dem Beispiele einer 
bereits bekannten irrationalen Transformation zu erliutern, in welcher 
Weise die Construction einer Riemann’schen Fliiche an der Hand der 
Daten des Diophantischen Systems gemeint ist. 


Beispiel. 
Unter & eine nach Willkiir zu wihlende Zahl verstanden, sei die 
Transformation: 
ee ‘ft 1 1 
8Gr pe V8 EY) 
vorgelegt, welche folgendem Lésungssystem des Diophantischen Systems 


entspricht: 
n=6, W=2, p=0, = 6; 


a= 1, B=2, y—1, a=1, f=—1, ¥y=—1, 
g@=2k, o=—3, t—2k, eo =k, oO =k, =k, 
r= 0, s==2, t= 0, r=0, s=0, ft =—0,. 
a= 6, b=0, c= 6; a@=2, U=2, c¢ =2; 


O,,= 03,;—=2, O,—0, i—1, 2,3. 
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Hierin sind folgende Angaben iiber die Riemann’sche Fliiche der Trans- 
formationsgleichung enthalten: Es giebt 6 Werthepaare 1. Art: (0, 0), 
(0, 00), (0, 1), (1, 0), (1, c0), (1, 1), denen g —6 Blattercyklen ent- 
sprechen. In der z-Fliche hingen nimlich an den 2 Stellen c = 0 
und «= 1 je 3-mal 2 Blatter cyklisch zusammen, wihrend umgekehrt 
in der y-Fliche an den 3 Stellen y=0,co,1 die beiden Blitter 
isolirt verlaufen. Ferner sind 2 Werthepaare 2. Art vorhanden: (co, ) 
und (co, »). Demgemiiss miissen in der -Fliche an der Stelle 2 = 00 
2-mal 3 Blatter, in der y-Fliche an den beiden Stellen y= und 
y = 7 beide Blatter jedesmal cyklisch verzweigt sein. 

Um jetzt iiber der s-Ebene das der Riemann’schen Fliche corre- 
spondirende Polygon S zu construiren, setze man etwa k = oo, markire 
demnach (Fig. 1) als Bild der positiven Halbebene x irgend ein Kreis- 


bogendreieck J mit den Ecken A, B, C und den Winkeln 0, 3 


0 und weise A, B, C bezw. die Werthe x =0, 00,1 zu. Unter An- 
wendung des bekannten Processes wiederholter Spiegelung an den 
Begrenzungskreisen (wobei Spiegelpunkten immer conjugirte Werthe 
des Argumentes x entsprechen) construire man von J ausgehend 5 
weitere Dreiecke J’, IJ, II’, III, III’, welche sich um den Punkt 
B herum in bestimmtem Sinne aneinander anreihen und von denen 
das letzte III’ lings der Kante AB mit J vereinigt gedacht werden 
kann (dieszu vereinigenden Kanten correspondiren den beiden Ufern 
derselben Strecke co@ der reellen 2-Axe). Diese 6 Bilder der posi- 
tiven bezw. negativen Halbebene x constituiren eine Windungsfliche 
1. Ordnung mit B als Windungspunkt und AB als Verzweigungs- 
schnitt, welche die s- Ebene nach Erstreckung eines Kreisbogendreiecks 
ACD wit drei Nullwinkeln doppelt iiberdeckt. Beiden Blittern dieses 
Dreiecks ACD ordne man die positive Halbebene (y) zu, speciell den 
Punkten A, B, C, D jedesmal die Punkte y= 0, y, oo, 1. Schliesslich 
spiegele man die ganze Configuration an dem Begrenzungskreise CD, 
worauf die tiber A’C.D liegenden Dreiecke der negativen Halbebene 
(y), speciell der Windungspunkt B’ dem zu y conjugirten Werthe 
y = entsprechend zu setzen sind. 

In Fig. 2 sind die beiden tibereinander liegenden Bliitter der so 
entstehenden Fliiche S mit zwei einfachen Windungspunkten einzeln 
dargestellt und simmtliche Eckpunkte durch die ihnen correspondirenden 
Werthecombinationen (a, y) bezeichnet. Die der negativen Halbebene (2) 
zugehorigen Dreiecke sind schraffirt und die Verzweigungsschnitte doppelt 
ausgezogen. — Offenbar lassen sich in jedem Blatte die noch freien 
Kanten einander paarweise durch lineare s-Substitutionen zuweisen, 
welche bezw. die Punkte (1, 00), (0, 1), (0, 00), (1, 1) festlassen. Hier- 
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durch ist aber eine zusammenhingende Mannichfaltigkeit 2 vom 
Geschlechte p = 0 eindeutig definirt,” welche nach geeigneter Defor- 
mation als Riemann’sche Fliche der Transformationsgleichung iiber 
der y-Ebene ausgebreitet werden kann (Fig. 3). 

Die noch verbleibende Aufgabe der expliciten Darstellung der 
algebraischen Irrationalitét « von y, welche eindeutige Function des 
Ortes in dieser Riemann’schen Fliche ist, ist in Folge der Zuordnung 
der kritischen Punkte zu gegebenen Werthepaaren (x, y) ein voll- 
stiindig bestimmtes Problem, dessen Lésung im gegenwiirtigen Falle 
(p = 0) keine Schwierigkeiten darbieten wiirde. Die betreffende 
Gleichung : 

162(1 — x) (1 —y+ yy’) — 27y*(1 — y)? =0 
ist indess bereits bekannt, und man kann daher umgekehrt an ihr 
unsere Aufstellungen verificiren. 


II. 
Die Gruppe der Periodicitatssubstitutionen fiir die Umkehrfunction. 


Es wurde bereits von den linearen Substitutionen der Variablen s 

Gebrauch gemacht, welche die beiden Umkehrfunctionen 

r(A,u,v, 8) und (4, w, v’, 8) 
in sich tiberfiihren. Wir wollen diese linearen Substitutionen, deren 
Existenz im Hinblick auf die fundamentale Eigenschaft der s- Function, 
dass zwischen je zweien ihrer Zweige eine Gleichung von der Form 
C8 + Cy 
C38 + Cy 
besteht, keinem Zweifel unterliegen kann, als die zu r(s) und (s) 
gehorigen ,,Periodicititssubstitutionen“ bezeichnen. Offenbar bilden sie 
in ihrer Gesammtheit zwei Gruppen (im specifischen Sinne dieses 
Wortes) und diese beiden Gruppen G und G’ kénnen wir im Anschluss 
an die in der s-Ebene entworfen gedachten beiden Gebietseintheilungen 
S und S’ sogleich vollstiindig definiren, indem wir ihre erzeugenden 
Substitutionen angeben. 

Es geniigt eine der Gruppen zu betrachten, etwa G. Diese wird 
erzeugt durch Combination und Iteration der drei linearen Substitu- 
tionen A, B, C, welche die Variable s = 3(A, wu, v, 2) erleidet, wenn 
« die singuliren Punkte z= 0, oo, 1 je einfach in positivem Sinne 
unkreist. Zwischen ihnen besteht in bekannter Symbolik die Gleichung: 
(1) C= A B-, 

In der That ist ja, da 8(x) nur bei = 0, oo, 1 verzweigt ist, die 
successive einmalige Umkreisung von 2 = () und 2 = co in negativem 


s= 





330 Eawin Papperitz. 


Sinne mit einem positiven Umlaufe des z um z= 1 iquivalent. So- 
nach handelt es sich zuniichst nur um die Darstellung der erzeugenden 
Substitutionen A, B, C mit Riicksicht auf (1). 

In einem im XXV. Bde. der Mathem. Annalen abgedruckten 
Artikel: ,,Ueber verwandte s-Functionen“ habe ich die Bedingungen, 
welche sich fiir die erzeugenden Substitutionen der Periodicitit aus 
der Relation CBA = 1 ergeben, von rein analytischem Gesichtspunkte 
aus entwickelt. Fiir den gegenwirtigen Zweck wird es ndthig sein, 
diese Betrachtungen wesentlich zu modificiren, um die geometrische 
Bedeutung unserer Operationen klar hervortreten zu lassen. 

Aus den Untersuchungen des Hrn. Schwarz ist zu entnehmen, 
dass jede Function 3(A, wu, v, 2), deren Entwickelung fiir die Umgebung 
jedes singuliren Punktes von Logarithmen frei ist, im Besonderen 
der drei Formen fahig ist: 


(2) ga Ato te _ Bite + Be _ s+ 


Asig + Ay = By, +B, 08, + OC,” 
in welchen die A;, B;, C; Constanten und 3,, 3,, 3, particulire Inte- 
grale der Differentialgleichung [s], — R(A, w, v,z) bedeuten, welche 


resp. nach Multiplication mit 2’, (<Y,, («— 1) in der Umgebung der 


singuliren Punkte x = 0, co, 1 eindeutig, endlich und von Null ver- 
schieden bleiben. — Diese Functionen 8,, 3,, 8, sollen der Kiirze 
halber als die zu den singuliren Punkten gehérigen ,,Normalformen“ 
der s- Function bezeichnet werden. Sie entstehen aus den ,,Punda- 
mentalsystemen“*) der Differentialgleichung der zugehérigen hypergeo- 
metrischen Function durch Quotientenbildung. Da die Normalformen 
ihrer Definition gemiiss offenbar nur bis auf constante Factoren be- 
stimmt sind, sobald die Function 3(#) gegeben ist, so wird zur Er- 
reichung volliger Bestimmtheit iiber diese Factoren noch eine geeignete 
Verfiigung getroffen werden miissen, welche wir uns vorbehalten. 

Im Falle logarithmischer Unstetigkeiten ist nur néthig, die Defi- 
nition der Normalformen 3), 3,,, 3, dahin abzuiindern, dass, unter 
A, B, € geeignete Constanten verstanden, die Ausdriicke 


% —U-logz, 8, —B-log(+), 3,—G-log(#—1) 
in der Umgebung von z = 0, 00,1 eindeutig und nach Multiplication 


mit 2’, (=, (« — 1) endlich und von Null verschieden bleiben sollen. 


Auch fiir diese Fille lassen sich die folgenden Untersuchungen voll- 


*) Diese Bezeichnung wurde von Hrn, Fuchs in die Theorie der linearen 
Differentialgleichungen eingefiihrt. Vergl. den Aufsatz: Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen mit veriinderlichen Coefficienten, Crelle’s Journal, Bd. 66, 
und Zusiitze, Bd. 68. 
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stindig durchfiihren; indess kénnen die hierzu ndthigen speciellen 
Erérterungen fiiglich iibergangen werden, da sich die beziiglichen 
Resultate aus den hier vorzufiihrenden durch einen Analogieschluss 
ergeben. 

Die Functionen 8,(x), 3,,(x), 3,(~) gehen ihrer Definition zufolge 
bei einem positiven Umlaufe von « um 2 = 0), oo, 1 resp. iiber in: 

e—2ni. 8o, e~2eni. a. e~2rni. 3,. 

Bezeichnet man diese linearen Substitutionen durch A’, B’, C’ und 
setzt tiberdies: 
(3) 8, = T(8,) = U@,), 
so werden die erzeugenden Substitutionen der Periodicitit A, B, C 
fiir die aus der Umkehrung von 


$= 8(A, u,v, 2) 
entspringende Function r(s) — falls man, um einen bestimmten Fall 
vor Augen zu haben, 3 = By wahlt — gegeben sein durch: 


(4) A=A, B=TBT-, C=UCU-. 


Bei der Entwickelung der durch die Relation (1) gegebenen Be- 
dingungen, welche uns zur Aufstellung der Substitutionen A, B, C 
hinfiihren soll, wollen wir uns eines einfachen Kunstgriffes bedienen, 
um letztere sogleich in einer fiir die geometrische Deutung geeigneten 
Form zu erhalten. 

Es mégen nimlich die simmtlichen auftretenden linearen Sub- 
stitutionen in der Form: 

Pa (d + tc) s — (b— ta) 

(b+ ta) s+ (d — tc) 

angesetzt werden mit der Determinante: 

?+b+e+@—1. 
Die einzufihrenden Gréssen a, b, c, d denken wir uns stets auf die 
Form gebracht: 


(5) s 





a=ésin<, b= sin 3, e=fsin 2, d = cos 


Pp 
2 
mit der Bedingung: 

P+r+e—1 
und schreiben die Substitution (5) alsdann abkiirzend: 
(6) s = (6, 0, & 93 8).*) 





*) Man vergl. F. Klein, Vorl. tiber d, Ikosaeder u. d. Auflisung d. Glei- 
chungen v. 5’ Grade, Leipzig 1884, p. 34. — Denkt man sich um den Punkt 
s=0 der s-Ebene (= 0) eine Kugel (&*-+ 7%-+ ?= 1) beschrieben und die 
s-Ebene durch stereographische Projection aus dem Punkte ( = 0, 7 = 0, §=1) 
auf diese Kugel bezogen, so entspricht bei reellen Werthen der a, b,c, d der 
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Hiernach haben wir zuniichst den Ansatz: 


(A’) s' =(0, 0, 1, —2dq; s), 
(B) s' =(0, 0, 1, — 2uzq; s), 
(CV) s'=—(0, 0, 1, —2vqa; s). 


Die Relation (1) ergiebt ferner drei Bedingungen fiir die 8 Coeffi- 
cienten der Substitutionen 7’ und U. Da nun letztere bereits der Be- 
dingung unterworfen wurden, dass ihre Determinante jeweils den 
Werth 1 erhalten soll, so bleiben nur 3 Constante verfiigbar; diese 
hiingen von den noch willkiirlichen Factoren der Normalformen ab 
und mégen — ohne der Frage zu priijudiciren, ob nicht fiir andere 
Zwecke eine andere Normirung vortheilhafter erscheint — so gewihlt 
werden, dass die hier abzuleitenden Formeln eine mdglichst einfache 
Gestalt annehmen. Zu diesem Ende schreiben wir: 


(T) ‘= (0, 1, 0, N; 8), 
(U) s' = (&, m, 05 M; s) 


und haben hierauf nur die noch unbekannten Gréssen §&, 4,, M, N 
gemiiss der Bedingung &,? + 4? — 1 und der Relation (1) zu be- 
stimmen, *) 

Denken wir uns die durch (4) definirten Substitutionen auf die 
Function s = 3)(%) angewandt, so ergiebt eine einfache Rechnung 
zuerst fiir A, B,C die Formen: 


(A) s=( 0, 0, 1, —2dAzq;s),. 
(B) s'=( sin N, 0, cos N, -- 2uz; s), 
(C) s = (y sin M, — &, sin M, cos M, — 2vz; s), 


linearen Transformation (6) der s-Ebene eine Drehung der Kugel durch den 
Winkel » um eine die Punkte (€, 7, §) und (— &, — 7, —£) verbindende Axe, — 
Man beachte, dass die zu (6) inverse Operation durch blosse Umkehrung des 
Zeichens von erhalten wird, sowie dass fiir die Zusammensetzung zweier Sub- 
stitutionen zu einer neuen die Formeln gelten: 

a” = (ad + a’ d) — (be — Vo), 

b” = (bd + b'd) — (ca’ — c’a), 

c’ =(ed' + ed) — (ab — a’'b), 

d’ = — aa — bb'—cce'+ dd. 


*) Die in dem gemachten Ansatz enthaltene Annahme tiber die Normalform 
8o(@) besteht, wenn die durch sie vermittelte conforme Abbildung in Betracht 
gezogen wird, darin, dass das zugehiérige Dreieck (4, uw, v) der s-Ebene zwei 
geradlinige Seiten besitzt, welche sich in der bei s= «@ gelegenen Ecke unter 
dem Winkel 4 schneiden und von denen die eine mit der Axe der reellen Zahlen 
zusammenfillt. Durch § (a) sind bei unseren Voraussetzungen die beiden anderen 
Normalformen 8, (x) und 8,(x) mitbestimmt. 
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Sodann aber zeigen die aus der Relatjon (1) fliessenden Bedingungen, 
dass: 


&, = —sindax, y,=—cosdz 
zu wihlen ist, und dass zur Bestimmung der Grissen M und N die 
Gleichungen: 
sin vz sin M = sin wa sin N, 
(7) sin Ax sin vx cos M = cos Ax cos va + cos ux, 
sin Ax sin wx cos N = cos Ax cos wx + cos va 
dienen. 
In definitiver Form lauten daher die erzeugenden Periodicitiits- 
substitutionen : 
(A) s =(0, 0, 1, —2dq; s), 
(8) (B) s =—(sinN, 0, cos N, — 2uzq; s), 
(C) s’ = (cos Awsin M, sin Ax sin M, cos M, — 2vz; s). 
Will man endlich die festbleibenden Elemente hervortreten lassen, 


so kénnen die erzeugenden Substitutionen auch in der Form geschrieben 
werden : 


(A) § = eal, 5, 
s+ tang 1 N s+ tang 5 
a SS eee ee, 
(9) s — cotg , N s — cotg > NV 
§ +e". tang 1 s+e**.tang + M 
(C) a ee : 


&— ¢* . cotg —M s— 2. cotg — M 

Bei der geometrischen Discussion dieser Ausdriicke fiir die Sub- 
stitutionen A, B, C hat man dreierlei Eventualititen auseinander- 
zuhalten, welche sich bei der hier gewihlten Form der Fragestellung 
auf den Charakter der Substitutionen Z und U beziehen. Da diese 
Unterscheidungen aber tiberhaupt in der Theorie der hypergeometrischen 
Functionen eine fundamentale Wichtigkeit besitzen, so mégen hier 
einige allgemeine Bemerkungen iiber dieselben Platz finden. 

Im gegenwirtigen Falle ist es, wie Hr. F. Klein gelegentlich 
bemerkt hat, zu besserer Orientirung zweckdienlich, bei der Dar- 
stellung der Werthe der Variablen s, statt wie gewdhnlich die 
Ebene, eine Kugel zu verwenden, welche man sich auf erstere durch 
eine geeignete stereographische Projection bezogen denken mag. Der 
Schwarz’sche Satz lisst sich dann folgendermassen aussprechen: 
Durch ein particulires Integral der Differentialgleichung : 

[sle = R(A, w, v, 2) 
23° 
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wird die positive (resp. negative) Halbebene (x) auf ein Kreisbogen- 
dreieck der s-Kugel mit den Winkeln Az, wa, va abgebildet, 
welches — abgesehen etwa von den Ecken — keinen Windungspunkt 
enthilt. 

Die Ebenen der Begrenzungskreise dieses Dreiecks (4, w, v) haben 
einen Punkt O gemein, dessen Polarebene in Bezug auf die Kugel 
von letzterer in dem ihnen gemeinsamen Orthogonalkreis ® geschnitten 
wird. Man unterscheide nun hinsichtlich der Lage von O einfach 
folgende Fille: 

I) O liegt innerhalb der Kugel, der Orthogonalkreis 8 ist imagindr. 
Hier kann die benutzte stereographische Projection so eingerichtet 
werden, dass O in das Centrum der Kugel fallt und das Dreieck 
(4, w, v) ein eigentliches sphiarisches wird; 

Il) O liegt auf der Kugel, der Orthogonalkreis & ist in den Punkt O 
selbst ausgeartet und bildet fiir die Umkehrfunction stets eine wesentlich 
singuldre Stelle. Wird er in das Centrum der Projection (s = 00) ver- 
legt, so wird das Dreieck (4, uw, v) der s-Ebene ein geradliniges. 

Ill) O liegt ausserhalb der Kugel, der Kreis & ist reell und er- 
langt fiir die Umkehrfunction die Bedeutung einer natiirlichen Grenze. 

Es hiingt von dem Verhalten der Exponenten 4, uw, v ab, welcher 
von den Fiillen I, II, II eintritt, und zwar entsprechen sie der Reihe 
nach den Annahmen: 


Atutvl, 


sofern man sich — wie dies fiir den gegenwiirtigen Zweck statthaft 
ist — die Zahlen 4, uw, v durch die absoluten Betriige ihrer (mod. 2) 
absolut kleinsten Reste ersetzt denkt*). 

Die Substitutionen A, B, C sind ebenso wie A’, B, C’ ,,elliptisch“; 
die zur Transformation von B’ und C’ benutzten Substitutionen 7 
und U kénnen dagegen ,,elliptisch“, ,,parabolisch“ oder ,,hyperbolisch* 
sein. Es ist zu zeigen, wie sich diese Eventualitiiten den obigen 
‘illen I, I1, Il] unterordnen. 

Man iiberzeugt sich leicht, dass der Grenzfall der parabolischen 
Substitutionen nur eintreten kann, wenn sich sin M oder sin N der 
Null niahert; die Gleichungen (7) zeigen, dass diese beiden Fiille nur 
gleichzeitig und fiir 4+ 6 + v = 1 stattfinden. Da sich aber heraus- 
stellt, dass fiir diese Annahme unsere Formeln nicht anwendbar bleiben, 
so lassen wir sie vorliufig bei Seite und kénnen dann die Substitu- 
tionen 7 und U in der Form gegeben annehmen: 


*) Die Vermehrung oder Verminderung der Grissen 4, uw, » um Maultipla 
von 2 lisst die Formeln (7), auf welche es hier ankommt, ungeiindert; -ihre 
Vorzeichen aber sind an sich beliebig. — Man vergl. zur Ergiinzung des Textes 
die Angaben des Hrn. Schwarz, (Cr. J. Bd, 75). 
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r s—i i, §—#, 
(7) st acai s+% 
(10) u) gid ys sida 
so +ie* s+ ie*! 


Infolge der Relationen (7) sind die Gréssen cos M und cos N 
stets reell; dieselben Relationen zeigen aber weiter, dass cos?M und 
cos? N entweder beide <1 oder beide >1 zu nehmen sind. Sieht 
man daher von Vielfachen der Grésse 2” ab, so sind M und N ent- 
weder gleichzeitig reell oder rein imaginiér. Beachtet man endlich, 
dass die Gleichungen (7) der Form nach mit gewissen Fundamental- 
relationen der sphirischen Trigonometrie zusammenfallen, welche die 
Winkel Ada, ux, va eines sphirischen Dreiecks mit seinen Seiten 
L, M, N verkniipfen, so bemerkt man, dass immer M und N reell 
sind, sobald 4+ «+ v> 1 vorausgesetzt wird. Daher im Hinblick 
auf (10) das Resultat: 

Den Annahmen 4+ 4+ S 1 .entsprechend sind die Substitu- 


tionen T' und U gleichzeitig elliptisch oder hyperbolisch. 

Generell besteht die geometrische Bedeutung der Gruppe G der 
Periodicitiit von x(s) offenbar darin, dass sie die den Bliittern der 
x-Fliche entsprechenden Kreisbogenvierecke des iiber der s- Ebene 
ausgebreiteten Netzes S ineinander iiberfitihrt. Man kann hinzufigen, 
dass die Gruppe einen ,,Haupthreis“ besitzt, welcher bei allen ihren 
Substitutionen in sich iibergeht; als solcher stellt sich nimlich der 
den Seiten jener Kreisbogenvierecke gemeinsame (imaginiire, ausgeartete 
oder reelle) Orthogonalkreis § dar. Gestiitzt auf diesen Umstand lisst 
sich aber die geometrische Bedeutung der Gruppe G noch einfacher 
charakterisiren, wenn man sich entschliesst, den Orthogonalkreis & 
als Fundamentalkegelschnitt der Massbestimmung einzufiihren. Man 
erhilt so in den Fallen I) und ID) resp. eine elliptische oder hyper- 
bolische, nichteuklidische Massbestimmung, im Falle II) aber die ge- 
meine parabolische. 

Bei einer derartigen Auffassung erscheinen die einzelnen Kreis- 
bogenvierecke als congruent; den Substitutionen der Gruppe G aber 
entsprechen Bewegungen dieser Vierecke in der Ebene (s), welche sich 
aus den Drehungen um die Ecken eines derselben resp. durch die 
Winkel 242, 242, 2vx mittels Combination und Iteration zusammen- 
setzen. Die Seiten der Dreiecke (A, w, v) spielen hierbei die Rolle 
von geraden Linien und die Relation: 


CBA=1 
erscheint nur als ein anderer Ausdruck des bekannten phoronomischen 
Satzes*), dass ein Dreieck in seine Anfangslage zuriickkehrt, wenn 


~~ *) Vgl. Thomson u. Tait, Handb. d. theoret. Physik, Braunschweig 1871, I., p.76, 





336 Erwin Papreritz. 


man dasselbe successive um seine drei Ecken in einerlei Sinn durch 
Winkel dreht, welche doppelt so gross sind, als die zugehérigen 
Dreieckswinkel (resp. deren Nebenwinkel). 

{[Anmerkung: Unsere bisherigen Ausfiihrungen enthalten die ana- 
lytische Bestiitigung dieser Bemerkungen. In der That giebt eine ein- 
fache Ueberlegung ohne Weiteres folgende Resultate: 

I) 4+u+v>1. Die anzuwendende elliptische Geometrie ist 
wesentlich identisch mit der Geometrie auf einer Kugel. Die Rela- 
tionen (7) lassen sich, wie schon bemerkt, unmittelbar an einem 
eigentlichen sphiirischen Dreiecke mit den Seiten L, M, N und den 
Winkeln Az, wx, va deuten. 

TI) 4+e+v=1. L und J lassen sich als zwei Seiten eines 
verschwindend kleinen sphirischen Dreiecks (4, w, v) auffassen. Von 
diesem geht man zu einem gemeinen geradlinigen Dreiecke (4, mw, v) 
mit den endlichen Seiten 1, m, m iiber, dem man: 

l m n 
L= zy, M= zz, N= = 
setzt und den Grenzwerth lim R = oo in Betracht zieht. Die erste 
Relation (7) ergiebt dann: 


m sin vt = Sin wT, 
wahrend die beiden anderen in die goniometrischen Formeln fiir 


cos(A-+-v)a und cos(A+u)z 
iibergehen. 


Ill) 4+u+v7<1. Man setze: 
iM=m, iN=n, 
so sind m und » reell, Die Relationen (7) gehen iiber in die von 
Lobatschewsky entwickelten trigonometrischen Relationen der hyper- 
bolischen Geometrie und lassen sich demgemiiss wiederum an einem 


geradlinigen Dreiecke (A, w, v) mit den Seiten 7, m, m deuten. In 
der That, fiihrt man durch die Beziehung: 


e~* = tang $ TT (v) 
das Lobatschewsky’sche Symbol TT(v) ein*), so wird: 
1 . . 
cos M = an Ti~y? «sim M = — i cotg TI(m), 
und die entstehenden Formeln: 





*) Nicolaus Lobatschewsky, Geometr. Untersuchungen zur Theorie der 
Parallellinien, Berlin 1840. — TT(v) bezeichnet den sogen. ,,Parallelwinkel (d. h. 
den Winkel, welchen eine zur Linie g durch den Punkt P zu ziehende Parallele 
mit dem von P auf g gefillten Perpendikel v bildet) als Function der Grisse v. 
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sin vx tang TT(n) = sin wx tang TT(m), 
sin Ax sin vx = (cos Ax cos vx + cos wz) sin TT(m), 
sin Ax sin ux = (cos Ax cos wx + cos vz) sin TT(n) 


stimmen mit Lobatschewsky’s Angaben iiberein (a. a. O. pag. 58).] 

Durch die gegebene explicite Darstellung ihrer erzeugenden Opera- 
tionen ist die Gruppe G, der Periodicitét fiir die Function r(s), welche 
aus der Umkehrung der Gleichung: 


S = 3) (4, w, v, x) 
entspringt, vollstindig definirt. 
Will man allgemein die Gruppe G aufstellen, welche die Perio- 
dicitét der durch Umkehrung irgend einer Gleichung: 
$= 3(A, mw, v, 2) 


entstehenden Function r(s) bestimmt, so fiihre man 3(7) auf die zum 
singuliren Punkte « =0 gehérige Normalform 3,(”) zuriick. Ge- 
schieht dies durch die lineare Substitution: 


= T 0 (8), 
so entsteht die Gruppe G einfach durch Transformation der Gruppe G, 


mittels der Operation 7,, d. h. die Operationen V der ersten sind den 
Operationen V, der letzteren vermége der Relation: 


V = T, V,7T,- 


umkehrbar eindeutig zugeordnet, so dass zwischen beiden Gruppen 
holoedrischer Isomorphismus besteht. 


TI. 


Die Beziehung zwischen den Gruppen der Periodicitét zweier algebraisch 
von einander abhingiger Umkehrfunctionen. 


Wir wenden uns zur Untersuchung der gegenseitigen Stellung 
zweier Gruppen G und G’ linearer Substitutionen der Variablen s, 
welche zu zwei durch eine algebraische Transformation verbundenen 
s-Functionen gehéren. 

Besteht durch Vermittelung der irreduciblen algebraischen Glei- 
chung: 


(1) f(x, y) =0 
die Beziehung: 
(2) 3(A, w, v, %) = 8 (A, wv’, y), 


so wird nach Substitution der durch Umkehrung der Gleichungen: 
(3) $= 8(A, u,v, 2), ss (a', wv’, y) 
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entstehenden Functionen y(s) und y(s) fiir « und y die Relation (1) 
zu einer identischen Gleichung in s. 

Die Existenz der Umkehrfunctionen kann im Hinblick auf die 
conforme Abbildung keinem Zweifel unterliegen: sie sind jedenfalls 
fiir einen endlichen Bereich der Variablen s erkliirbar. Auf die Frage 
nach ihrer analytischen Darstellung durch convergente Processe gehen 
wir hier nicht ein. — Um ferner die folgende Betrachtung nicht durch 
die leicht zu iibersehenden Modificationen unterbrechen zu miissen, die 
sie in specielleren Fallen erheischen wiirde, denken wir uns fiir s 
einen solchen Ausgangswerth gewihlt, dass sowohl x(s) als y(s) von 
0, co, 1 verschieden austallen. Ebenso setzen wir voraus, dass die 
Anfangswerthe fiir diese Functionen in bestimmter Weise gemiiss der 
Gleichung (1) fixirt seien, — eine Festsetzung, die desshalb geboten 
erscheint, weil die Umkehrung der Gleichungen (3) eventuell mehr- 
deutige Functionen liefern wird. 

Dies vorausgeschickt, denke man sich auf die Functionen y(s) 
und y(s) nach und nach alle Substitutionen der Gruppe G angewendet, 
so wird + = x(s) ungeindert bleiben, y = y(s) seinen Werth im All- 
gemeinen findern. Da aber die auf diese Weise erhaltenen Werthe 
von y keine anderen sind, als die, welche durch (1) bestimmt werden, 
und vermége dieser Gleichung nach unserer Voraussetzung einem jeden 
Werthe x nur » verschiedene Werthe von y entsprechen kénnen, so 
miissen sich unter den Substitutionen von G solche befinden, welche 
auch »(s) ungeiindert lassen und mithin zugleich in G’ enthalten 
sind. *) 

Diese Ueberlegung fiihrt zu der Erkenntniss, dass die beiden 
Gruppen G und G eine gemeinsame, in beiden ausgezeichnete Unter- 
gruppe T enthalten, welche die simmtlichen s-Substitutionen umfasst, 
die beide Umkehrfunctionen y(s) und »(s) und somit jedes der Gleichung 
(1) entnommene Werthepaar (2, y) einzeln in sich tberfihren. Aus- 
gezeichnet ist aber die Untergruppe [ insofern, als, unter V eine beliebige 
in G oder G enthaltene Substitution und unter 7 eine beliebige Sub- 
stitution von verstanden, offenbar auch alle Operationen von der Form: 


f’ = VTV— 
in [ enthalten sind. 
Es sei = x(s) ein Werth, welcher den obigen Voraussetzungen 
entspricht und in bestimmter Reihenfolge y,, y,, ..., yn die zu ihm 
gehérigen ungleichen Wurzeln der Gleichung (1), welche sich, da 


*) Hierbei mag indess hervorgehoben werden, dass, wenn von einer Sub- 
stitution in G@ bekannt ist, dass sie eimen der zu x gehdrigen Werthe y der 
Function »(s) invariant lisst, darum noch nicht geschlossen werden darf, dass sie 
in G’ enthalten sei, 




















bo tei a be ee 

















Transformation der hypergeometrischen Functionen. 339 


f(x, y) = 0 irreducibel vorausgesetzt wird, als die Werthe einer Func- 
tion (s) fiir eine gewisse Reihe von Werthen: 
U,(s), Uy(s), ..., Un(s) 

ihres Argumentes darstellen. Die letzteren, welche kurz als ,,Repriisen- 
tanten“ bezeichnet werden mégen, bilden die Resultate gewisser zur 
Gruppe G@ gehériger Substitutionen U,, U,,..., Un, von denen die 
erste U, = 1 gewihit werden mag. 

Wendet man auf das System der » Functionen: 
(4) ¥, = 9(, (8), Yo = 9(U2(s)), «++» ou = 9 (Un(s)) 
successive alle Substitutionen der Gruppe G an; so werden die y,, y,.. 
.+)Yn im Allgemeinen untereinander vertauscht. Die Gesammtheit der 
entstehenden und von einander verschiedenen Vertauschungen aber 
bildet eine Gruppe g, und zwar ist dies keine andere als die Mono- 
dromiegruppe der algebraischen Gleichung f(a, y) = 0 mit Bezug auf’ y 
als Unbekannte und x als Parameter. — In der That ist ja diese 
Monodromiegruppe als Inbegriff derjenigen Vertauschungen der Zweige 
Yi» Yor +++, Ya der algebraischen Function y von 2 definirt, welche 
beliebigen geschlossenen Wegen der Variablen x entsprechen; jeder 
geschlossene Weg des ~ lisst sich aber gegenwiirtig als lineare, in G 
enthaltene Substitution der Variablen s schreiben. 

Bezeichnen nun: 


1, A,, A,, ey Ay 
die simmtlichen in g enthaltenen Permutationen der Indices 1,2, 3,..., », 
ferner: 


S,, S,, 83, Ce | Sy 
irgend welche ihnen derart zugeordnete Substitutionen in G, dass bei 
Anwendung derselben auf s die Indices der Functionen (4) resp. die 
Permutationen 1, A,, A,,..., Ay erfahren, endlich: 
.. Bsa k ees 
simmtliche Substitutionen der ausgezeichneten Untergruppe [, so sind 
(indem offenbar S, = 1 gesetzt werden darf) durch das Schema: 
& FH BE Pavey 
&, 6,2, 6,7, G2"... 
Sy, SyT, SyT’, SyT”,... 
alle Substitutionen von G gegeben. Die k'* Horizontalreihe des Schemas 
enthilt aber alle Substitutionen von G, welche auf das System der 
Functionen (4) angewandt, eine und dieselbe Permutation A, ihrer 


Indices hervorbringt, und das Schema giebt daher zugleich ein Bild 
des zwischen den Gruppen G und g bestehenden meroedrischen Isomor- 
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phismus, nach welchem jeder Substitution in @ eine bestimmte Sub- 
stitution von g, umgekehrt aber jeder Substitution in g mehrere (im 
Allgemeinen unendlich viele) Substitutionen von G, speciell der Identitit 
in g die Operationen von [ entsprechen. 

Eine véllig analoge Beziehung besteht natiirlich auch zwischen 
der Gruppe G’ und der Monodromiegruppe gi von f(x,y) =O mit 
Bezug auf «x als Unbekannte und y als Parameter. Die Stellung der 
Gruppen G und G’ zu einander lisst sich daher am einfachsten durch 
die symbolischen Gleichungen: 

(5) . Geegl, Geg.l 
charakterisiren, deren Sinn nach dem Vorhergehenden wohl keiner 
Erliuterung bedarf. 

Im Anschluss hieran soll schliesslich die Bedeutung der beiden 
extremen Annahmen erdrtert werden, welche beziiglich der Gruppe [ 
gemacht werden kénnen. 

1°, Reducirt sich T auf die identische Substitution: [= 1, so 
heisst dies, dass jede von der Identitiit verschiedene Substitution in G 
den Werth der Function »(s) andert. Man erhiilt also zu einem Werthe 
der x ebensoviele Werthe von y, als es Substitutionen in G giebt, und 
umgekehrt zu einem Werthe des y ebensoviele Werthe von x als Sub- 
stitutionen in G’. Die Anzahl der Operationen in G und G’ ist also 
endlich, niimlich bezw. gleich » und n’, und die Annahme der Existenz 


einer algebraischen Beziehung f(a, y) = 0 schliesst die Voraussetzung 
ein, dass die beiden Functionen s(A, u,v, x) und s(a’, w’, v’, y) selbst 
algebraische Functionen ihrer Argumente seien. 

Zugleich liisst sich aber tiber den Charakter der Gleichung f (7, y)=0 
noch eine niihere Angabe machen. Da nimlich die Gruppen G und 
G jetzt holoedrisch isomorph auf die Monodromiegruppen g und g 
bezogen sind, so zeigt sich, dass die letzteren beide genau einfach 
transitiv werden, — Welche der Gréssen 2 und y man als Unbekannte, 
welche als Parameter herausgreifen mag, ist gleichgiiltig; jedenfalls 
kann man es durch Adjunction geeigneter numerischer (vom Parameter 
unabhiingiger) Irrationalitiiten erreichen, dass sich die algebraische 
Gruppe der Gleichung f(z, y) = 0 auf die betreffende Monodromie- 
gruppe reducirt, Alsdann charakterisirt sich aber diese Gleichung als 
ihre eigene Galois’sche Resolvente und man hat das Resultat: Alle 
Zweige der durch die Gleichung f(x, y) =O definirten algebraischen 
Function y von x (oder x von y) lassen sich, sobald T —1 ist, rational 
durch irgend einen von ihnen darstellen. 

2°. Es mag andererseits die Gruppe [ mit einer der Gruppen G 
oder G zusammenfallen, etwa: [ = G, so bedeutet dies, dass jede 
Substitution, welche z ungeiindert lisst, auch y nicht aindert. Zu jedem 
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Werthe des x gehért daher immer nur ein Werth von y, d. h. n—1, 
umgekehrt zu jedem Werthe des y im Allgemeinen mehrere Werthe 
von x Da aber beide algebraisch von einander abhingen, so folgt: 
Fiir T = G wird y eine rationale Function von x. 


IV. 


Classification der s-Functionen. Ueber die Anzahl der méglichen 
Lésungen des Transformationsproblems. 


Die Diophantischen Bedingungen des Art. I gestatten eine Reihe 
von Schlussfolgerungen, welche es einerseits erméglichen, einen all- 
gemeinen Satz dariiber auszusprechen, innerhalb welcher Grenzen 
die Kummer’sche Differentialgleichung algebraischer Integrale fihig 
ist — ein Satz, welcher das Goursat’sche Theorem iiber die rationalen 
Integrale umfasst —, andererseits aber in Verbindung mit den gruppen- 
theoretischen Resultaten des Art. II und III geeignet erscheinen, uns 
der vollstiindigen Liésung des Transformationsproblems niiher zu 
bringen. — Der Entwickelung dieser Folgerungen sind die beiden 
letzten Abschnitte dieser Arbeit gewidmet. 

Wir tibergehen die Fille algebraischer Transformationen, bei denen 
von den Exponenten 4, wu, v (oder 4’, w’, v’) noch mindestens einer 
willkiirlich bleibt. Alle hierher gehérigen algebraischen Integrale der 
Kummer’schen Differentialgleichung, welche der Kiirze halber ge- 
legentlich unter der Bezeichnung ,,Kummer'sche Typen“ zusammen- 
gefasst werden miégen, miissen niimlich ohnehin erhalten werden, 
indem man die Existenz logarithmischer Unstetigkeiten fiir die zu 
trausformirende s-function zur Annahme macht. Ueberdies aber wurden 
diese Fille von Herrn Goursat bereits behandelt*): er fand, dass 
nur solche algebraische Transformationen auftreten, welche durch 
Combination der seit Kummer’s Arbeiten bekannten rationalen Trans- 
formationen entstehen. 

Hieriiber hinaus nehmen in der Transformationstheorie noch zwei 
Classen von Functionen eine Ausnahmestellung ein, welche bedingt, 
dass wir uns hier nicht niher mit ihnen beschiftigen. Dies sind: 

(A) die algebraischen s-Functionen, 

(B) diejenigen transcendenten s-Functionen, welche sich durch 
Logarithmen, cyklometrische Functionen und elliptische Inte- 
grale ausdriicken lassen **). 





*) Goursat, Sur l’équation différ. linéaire etc, p. 100, f. — 
**) Beispiele solcher Functionen sind: 


m n,— 
s(*, i, 1,2) =a" ’ 











342 Erwin Paprerirz, 


Was die algebraischen s-Functionen angeht, so besitzen bei ihnen 
nur die schon anderwiirts behandelten rationalen Transformationen 
eigentliches Interesse. Diese treten, wenn iiberhaupt vorhanden, in 
unbegrenster Anzahl auf. Ueber die Anzahl der méglichen irrationalen 
Transformationen giebt der noch abzuleitende Satz niheren Aufschluss. 
Uebrigens aber gilt die einfache Bemerkung: Sind g(s, 2) =O und 
v(s, y) = 0 die algebraischen Gleichungen, welchen irgend zwei Func- 
tionen der Kategorie (A) geniigen, so enthilt das Resultat der Elimi- 
nation von s aus beiden die zugehérige Transformationsgleichung 
f(a, y) = 9. 

Die unter (B) aufgefiihrten transcendenten s-Functionen, welche, 
allgemein zu reden, der Gattung der elliptischen Integrale angehéren, 
theilen mit den vorigen die Kigenschaft, bereits von rationalen Trans- 
formationen eine unbegrenzte Mannichfaltigkeit zuzulassen. Die aus- 
fiihrliche Behandlung ihrer Transformation gehért in die Theorie der 
elliptischen Functionen und ist durch zahlreiche Untersuchungen schon 
bis zu einem gewissen Abschluss geférdert worden. 

Den Kategorien (A) und (B) stellen sich gegeniiber: 

(C) die s-Functionen, welche als selbstiindige Transcendenten zu 
betrachten sind. 
Der ‘Begriff dieser Gattung von Functionen mag durch die beiden 
Eigenschaften genauer bestimmt werden, dass 

1°. die singuliiren Punkte 2 = 0, co, 1 der Differentialgleichung 
[sle = R(A, uw, v, @) fiir sie den Charakter wirklicher Verzweigungs- 
stellen besitzen und dass sie 

2°. sich nicht auf Functionen der Kategorieen (A) und (B) redu- 
ciren sollen. 

Die so umgrenzte Kategorie (C) wird den eigentlichen Gegenstand 
unserer Untersuchung bilden. Sie umfasst insbesondere eine Reihe 
von s-Functionen mit ganzzahligen Exponenten, wie die aus der Theorie 
der elliptischen Modulfunctionen bekannten Transcendenten s(0,0,0, 2) 


und s (> , 0, a x), welche den Werth des Periodenverhiltnisses 


eines elliptischen Integrals 1. Gattung in seiner Abhingigkeit von dem 
Legendre’schen Modul x = k* oder der absoluten Invariante 4 = J 
darstellen. * 

In der Folge wird eine Unterscheidung von Wichtigkeit werden, 
welche sich auf das Vorzeichen der Gréssen: 


8 (0, 1, 1, 2) = log nat a, 


1 1 : - 
s(F,0, 2? a) = are sin Vz, 


Gries * 
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bezieht. Mit Bezug hierauf mégen daher einige Bemerkungen voraus- 
geschickt werden. 

Zuerst mag an die Modificationen erinnert werden, welche auf 
pag. 13 fiir den Fall ganzzahliger Werthe der Exponenten eingefiihrt 
wurden: Ist z. B. =O ein eigentlicher Verzweigungspunkt und der 


zugehérige Exponent eine ganze Zahl, so setze man A—— und 
lim @=oo. Fiir die zu (C) gehérigen Functionen mit ganzzahligen 
Exponenten ist daher 0 < @ <1. 


Ist ferner keiner der Exponenten eine ganze Zahl und betrachtet 
man insbesondere die beiden Classen von Functionen: 


(I) s(E, £, > x), s(S, ‘, + z), s($, £ 4, x), 
($) 5 o @) 
M ARLE EEE ALLS), 


welche bezw. den Voraussetzungen @ < 0 entsprechen, und in denen 
m eine beliebige ganze Zahl, a, 6, y aber irgend solche ganze Zahlen 
bedeuten, welche zu den ihnen zuertheilten Nennern relativ prim sind, 
so zeigt die Anwendung der Schwarz’schen Kriterien, dass die unter 
(I) aufgefiihrten simmtlich algebraisch sind, wihrend die unter (II) 
aufgefiihrten sich auf elliptische Integrale zuriickfiihren lassen. 

Demnach ist fiir alle der Kategorie (C) angehérigen Functionen 
die Voraussetzung @ > 0 als erfiillt zu betrachten, wihrend alle 
iibrigen s-Functionen neuerdings in zwei Kategorien zerfallen, fiir 
welche diese Voraussetzung stattfindet, bezw. nicht stattfindet. 

An die Spitze der Discussion der Diophantischen Gleichungen 
stellen wir folgende, an die Gleichung: 

n(1—A—e—v) =n (1—A’—p'—’) 
ankniipfende allgemeine Bemerkung: 

Die Vorzeichen der Grisse Q=1—A4—u— v bleibt bei jeder 
algebraischen Transformation, welche man auf die Function s(A,u, v,x) 
anwenden mag, ungedndert. 

Hierin ist ein neuer Beleg fiir die Zweckmissigkeit der von Herrn 
Schwarz eingefiihrten Eintheilung der s-Functionen nach dem Vor- 
zeichen von Q enthalten, welche wir bereits gelegentlich benutzten. 
Da niimlich nach unserer Vereinbarung in obiger Gleichung 4, pw, v 
direct die Verhiltnisse der bei der conformen Abbildung auftretenden 
Dreieckswinkel zu 2 bedeuten sollen, so fallen wir gerade auf die 
pag. 22 gemachten Unterscheidungen zuriick. 





‘ 
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Der transformirte Werth von Q heisse Q’. Liisst man den Grenz- 
fall Q = Q’ = 0 bei Seite, so stellen, bei Einfiihrung einer geeigneten 
nichteuklidischen Massbestimmung, die absoluten Werthe der Gréssen 
Qa und Qx bezw. den Flicheninhalt der Dreiecke (A,u,'v) und (4’,u’, v’) 
dar, welche bei der conformen Abbildung durch: 

s=3(A,u,v,2), s=—3' (a, u,v’, y) 
auftreten, und die Relation: 
NQ = n' QY 
bildet daher, was ihre geometrische Bedeutung angeht, das Analogon 
zu der in der Theorie der elliptischen Functionen bei der Transforma- 
tion »'** Ordnung der Perioden: 


o, =a, + ba, 
a, =co, +da,, 
auftretenden Relation ad — be =n, welche ausdriickt, dass der Fliichen- 
inhalt des urspriinglichen und der des transformirten Periodenparallelo- 
gramms sich wie 1 : » verhalten. 
Ist eine algebraische Transformation: 


gefunden, welche zwei Functionen 3(A, uw, v, x) und 34, w, v’, y) 
verbindet, so ergeben sich hieraus im Allgemeinen insgesammt 36 
Transformationen, indem man auf x und y die Gruppe der 36 simul- 
tanen linearen Substitutionen : 
2-1 x 1 

2 ? @—1’ 1—2’ 
y—1 y 1 


a a 8 ek? Tee? 1—y 


, 


“=, 





1—a2, 


’ 


a al 


¥=y, 


anwendet. Diese Transformationen finden zwischen den s-Functionen 
statt, welche aus den beiden urspriinglichen durch Permutation der 
Exponenten hervorgehen. In speciellen Fallen kann sich natiirlich die 
Zahl der auf diese Weise ableitbaren Transformationen reduciren und 
es wird dann die Gleichung f(z, y) = 0 eine solche mit gewissen 
linearen (zu obiger Gruppe gehérigen) Substitutionen in sich ein. 
Wir wollen die Gesammtheit der Transformationen, welche durch 
die genannten 36 simultanen Substitutionen untereinander zusammen- 
hingen, wie eine einzige auffassen und haben dann die Fiiglichkeit, 
unter den miglichen Permutationen der Exponenten jedesmal eine 
bestimmte nach Belieben herauszugreifen, um an sie unsere Betrachtung 
anzukniipfen. Dies soll in der Weise geschehen, dass wir 


eSecst, @Se<T 
voraussetzen und im Falle zweier Exponenten mit gleichen Nennern 
den grésseren Exponenten voranstellen. 
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Man bemerkt ohne Schwierigkeit, dass das Diophantische System 
solange im Allgemeinen eine unbegrenste Anzahl von Lisungen zulassen 
wird, als nicht von den in das System eingehenden Zahlen wenigstens 
ewei fixirt sind, als welche man offenbar p in Verbindung mit einer 
der Zahlen », n’ oder g zu wihlen hat. 

Unsere Betrachtungen lassen sich unabhingig davon durchfiihren, 
welches der drei Zahlenpaare: 

pund, pundn, p und q 
man als gegeben betrachten mag. Indess diirfte es vielleicht am ein- 
fachsten und natiirlichsten sein, p und m’ als gegeben vorauszusetzen*). 

Sind die 4, uw, v als rationale Zahlen gegeben, und 3(A, u, v, x) 
zur Kategorie (C) gehérig, so ist nach dem Friiheren: 


eine bestimmte positive Grésse und aus den Relationen (16), pag. 11, 





folgt, indem man r = ~—“, ete. setzt, fiir m die obere Begrenzung: 


Ist itiber die Exponenten noch keine Verfiigung getroffen, so sind 
vier Fille zu unterscheiden: 

1° r>0, s>0, t>0. Die Relationen (15) ergeben: 

r(e—3) + s(6—3) + t(¢—3) < 6p + 2q—6. 
Demnach kénnen die Gréssen e, 6, t nicht gleichzeitig >6p-+2q —3 
sein. Ist aber t > 6p + 2q — 3, so folgt 9g —2 und wir kénnen, 
indem wir den Fall 9 = 6 —2, der auf Functionen der Kategorieen 
(A) und (B) fihren wiirde, ausschliessen, 9 = 2, 6 > 2, t>6 an- 
nehmen. Die erste Ungleichung (17) giebt sodann: 
b + s(6—2) < 2(t4+2p4q—2). 
Hieraus geht unter Beriicksichtigung der Beziehung: 
1<— <3 
=e o— 2 = 

die Kette von Ungleichungen hervor: 





tr Scetic—b+so<—* 4 56 


< = (t+2p+4q —2) < 6(t-+2p+q—2), 





aus welcher durch Vergleichung der iiusseren Glieder: 


t(r—6) < 6 (2p+q—2) 
d. h. die Begrenzung: 





*) In meiner friiheren Darstellung liess ich p und q gegeben sein. 
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t< 12p+6q—5 
gewonnen wird. 

Sonach kommt nur eine bestimmte endliche Anzahl méglicher 
Systeme der Gréssen 9, 6, t in Frage. Fir jedes dieser Systeme ist, 
sobald man es nicht mit den Ausnahmefillen (A) und (B) zu than 
hat, @ > 0 und es gilt wiederum: 


2p+q-2 
n< a 
In den drei noch iibrigen Fallen lisst sich die soeben gebrauchte 


Schlussweise mit unwesentlichen Modificationen wiederholen, so dass 
es geniigen mag, die Resultate anzufiihren. 


2. r>0, s>0, t=O. 
0,6 <6p+2q—2 oder 9—=2,6< 12p+ 6q—5, 


2 —2 
n< Set9—3 
pee. eee 

e 6 


3. ¢>0, sot= QO. 
eo <6p+2q —2, 
Spte—?2 | 
“a 


n< 


4. pga Santa 0). 
n<2p+q—2. 


Nach dem Gesagten ergiebt sich, so oft p und qg oder p und »’ 
gegeben sind, fiir m eine obere Grenze; denn im letzteren Falle ist qg 
seinerseits durch die Bedingung g < 3m’ beschriinkt. Somit bleibt nur 
noch beziiglich des ersten Falles auch fiir n’ eine obere Grenze nach- 
zuweisen, was auf ganz dieselbe Weise, wie soeben fiir », geschieht. 

Sind » und »’ einmal fixirt, so existirt, wie man sofort erkennt, 
nur eine bestimmte endliche Anzahl von Lésungen des Diophantischen 
Systems. Letzteres ist dahin zu verstehen, dass alle Gréssen, die in 
das System thatsichlich eingehen, bestimmte endliche Werthe erhalten; 
denn es kann sehr wohl eintreten, dass von den Gréssen @, 6, t, 9, 6, 
soleche, deren Coefficienten r,s, ¢, 7’, s',¢ Null sind, entweder als un- 
begrenzt wachsende oder tiberhaupt als willkiirliche Gréssen betrachtet 
werden miissen. Unsere friiheren Betrachtungen haben uns aber gezeigt, 
dass die Riemann’sche Flaiche der Transformationsgleichung in einem 
solchen Falle ihrer Natur nach unabhingig wird von den willkiirlich 
bleibenden Gréssen und allein durch diejenigen dem Diophantischen 
System zu entnehmenden Gréssen definirt wird, welchen, wie wir soeben 
sahen, nur endliche ganzzahlige Werthe innerhalb vorbestimmter Grenzen 
beigelegt werden kénnen. 











Avan. 1 
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Wir fassen die erhaltenen Resultate in folgende Siitze zusammen. 
(Il) Soll die Kwmmer’sche Differentialgleichung: 





[w]y + R(A, w, v, x) - (y= R(4, u,v’, y) 


algebraische Integrale besiteen, welche nicht unter die ,,Kum- 
mer’schen Typen“ gehiren, so ist erforderlich, dass die Zahlen 
A, uw, v, a’, w’, v' rationale Werthe f, t, - £ y 
haben. 

(III) Sind 4, w, v gegeben und ist @ positiv und von 
Null verschieden, so ergiebt sich nur eine endliche bestimmbare 
Anzahl algebraischer Integralgleichungen, fiir welche die 
Ordnung n' in der Variablen x wnd das Geschlecht p vor- 
gegebene Werthe haben, andernfalls unendlich viele. 

(IV) Schliesst man die Falle@ <0 aus, so existirt tiber- 
haupt nur eine endliche bestimmbare Anzahl wesentlich ver- 
schiedener algebraischer Irrationalitidten, welche der Kummer’- 
schen Differentialgleichung gentigen und fiir welche p und n’ 
gegebene Werthe haben. 

(V) Nach Ausschluss der Faille @, &’ <0 existirt nur 
eine endliche bestimmbare Anzahl wesentlich verschiedener 
algebraischer Irrationalititen ; welche der Kummer’schen Dif- 
ferentialgleichung geniigen und fiir deren Riemann’sche Fliche 
das Geschlecht p sowie die Gesammtzahl q der Blittercyklen, 
welche Combinationen der singuléiren Werthe x, y = 0, oo, 1 
entsprechen, gegebene Werthe haben. 


Beschrinkt man die Betrachtung auf die transcendenten s-Func- 
tionen der Kategorie (C), so folgt als Corollar: 


(VI) Die s-Functionen der Kategorie (C) gestatten (sowohl 
einzeln, als auch in ihrer Gesammtheit) nur eine endliche 
angebbare Zahl algebraischer Transformationen von gegebenem 
Geschlecht p und gegebener Ordnung n’. 


V. 
Die Riemann’sche Fliche der Transformationsgleichung. 


Liegt ein vollstindiges Lésungssystem der Diophantischen Glei- 
chungen berechnet vor, so erscheint jetzt das Transformationsproblem 
zuriickgefiihrt aif das Problem der Aufstellung der algebraischen 
Irrationalitiiten, welche eindeutige Functionen des Ortes in einer ge- 
gebenen Riemann’schen Fliche sind. Letateres wird weiterhin dadurch 
bestimmt, dass diese Fiche in zweierlei Form (als z- und y-Fliche) 
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definirt ist und ihre Verzweigungspunkte jedesmal bestimmten Werthen 
der Variablen zugeordnet sind. 

Indess wurde bereits am Schlusse des Art. I hervorgehoben, dass 
noch nicht festgestellt sei, ob immer eine Riemann’sche Flache existire, 
welche dem gegebenen Liésungssystem entspricht.*) Demnach bleibt 
durch eine specielle Untersuchung zu entscheiden, ob und auf wie- 
vielerlei Weisen durch irgend ein Lésungssystem eine zusammenhingende 
Riemann’sche Fliche definirt werden kann. 

Diese Erwiigung lisst die Entwickelung einer Methode wiinschens- 
werth erscheinen, welche in jedem Falle die Entscheidung iiber die 
Miglichkeit des Problems herbeifiihrt und zugleich gestattet, mittels 
einer begrenzten Anzahl von Versuchen alle die gesuchten Riemann’- 
schen Flichen in eindeutiger Weise zu construiren. Bei ihrer Auf- 
stellung wird die Unterscheidung einer Reihe von verschiedenen Méglich- 
keiten unumginglich, jedoch findet wenigstens der vereinfachende 
Umstand statt, dass man sich auf die Functionen der Kategorie (C) 
beschrinken kann, da bei den iibrigen der in letzter Linie verfolgte 
Zweck der expliciten Darstellung der Transformationsgleichung als 
durch bereits bekannte Methoden erreichbar angesehen werden kann. 

Wir beginnen mit folgenden allgemeinen Ueberlegungen. 

Nach Art. II darf fiir die Umkehrfunction y(s) die Gruppe G der 
Periodicititssubstitutionen — rein theoretisch betrachtet — als durch 
Angabe der 4, u,v eindeutig bestimmt angesehen werden, sobald die 
lineare Transformation: 

3= T, (80) 
bekannt ist, vermége welcher 3(x) auf die zum Punkte =O gehidrige 
Normalform 3,(#) zuriickgefiihrt wird. Dieser Umstand giebt die 
Directive fiir unsere Betrachtung. 

Es seien A, uw, v, A’, w’, v’ gegebene rationale Zahlen, welche 
einem vorgelegten Lésungssystem (A) der Diophantischen Gleichungen 
angehdren. Wir denken uns die zu den singuliren Punkten « = 0, 
resp. y = 0 gehdrigen Normalformen: 


Bo(A, mw, ¥, Z), By (4, w', vw y) 
gebildet. — Gesetzt nun, es existire eine algebraische Gleichung 
f(x, y) = 0, durch deren Vermittelung eine Identitit von der Form: 
3(A, w, v, %) = 8 (4, w, Vv’, y) 
besteht, so kénnen wir offenbar die lineare Transformation: 
3 = T,(8,) 
nach Willkiir ansetzen und haben dann die andere™ 


*) In der That sind Lisungen des Diophantischen Systems bekannt, welche 
kein Integral der Kummer’schen Differentialgleichung liefern. Vergl. Goursat, 
Math, Ann. Bd, 24, p. 457. 
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8 = T, (89) 


demgemiiss zu bestimmen. 

Diese Bestimmung vollzogen gedacht, mégen die Gruppen der 
Periodicitit G und G’ fiir die Umkehrfunctionen y(s) und y(s) einen 
Augenblick als thatsiichlich bekannt angesehen werden. Wir besitzen 
dann in der Aufsuchung der ihnen gemeinsamen ausgezeichneten Unter- 
gruppe [ ein Mittel, um zu einer eindeutigen Construction der Rie- 
mann’schen Fliche zu gelangen, welche der postulirten Transformations- 
gleichung entspricht. Existirt nimlich eine von der Identitit verschiedene 
Gruppe [, so kann auf bekannte Weise*) innerhalb des Polygonnetzes 
S der s-Ebene ein aus 2m Kreisbogendreiecken (A, u, v) bestehendes 
»»f’undamentalpolygon® £ von solcher Beschaffenheit bestimmt werden, 
dass jedes Kreisbogendreieck (A, uw, v) in S vermége einer Substitution 
von [T mit einem der in Z enthaltenen ,,relativ dquivalent“ wird. Die 
Zahl m wird hierbei als ,,Jndeax der Untergruppe [ mit Bezug auf G 
bezeichnet. Dieses Fundamentalpolygon 2 (welches noch mannichfacher 
aiquivalenter Modificationen faihig ist, die indess hier unberiicksichtigt 
bleiben kénnen) lasst sich in S als zusammenhiingendes Ganze aus- 
breiten und seine freien Kanten werden einander paarweise durch 
Substitutionen von [ zugeordnet. In analoger Weise wird aus S’ ein 
von 2m’ Kreisbogendreiecken (4’, w’, v’) gebildetes Fundamentalpolygon 
= ausgeschieden, wo m’ der Index von [ mit Bezug auf G’ ist. 

Unsere Voraussetzung verlangt nun geradezu, dass die Polygone 
Z und X’, vermége der Zusammenordnung ihrer Kanten als geschlossene 
Mannichfaltigkeiten betrachtet, die zu f(z, y) =O gehdrigen Rie- 
mann’schen Fliichen iiber der z- resp. y-Ebene repriisentiren. Demnach 
eriibrigt nur, durch eine einfache Vergleichung zu entscheiden, ob die 
Polygone 2 und 2” den Daten des Lésungssystems (A) entsprechen, 
wozu insbesondere erforderlich ist, dass m= m und m’ =’ sei. **) 
Ist dies der Fall, so ist nicht nur die Existenz der gesuchten Rie- 
mann’schen Flache erwiesen, sondern auch der Weg zu ihrer Auf- 
stellung gefunden. 

Der practischen Anwendung des geschilderten Verfahrens stellt 


*) Man vergl. Dyck, Gruppentheoretische Studien, I. Math. Ann, Bd. 20, 
Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen. Math. Ann. Bd. 14, 
Hurwitz, Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modulfunc- 
tionen. Math. Ann. Bd. 18. 

**) Findet sich an Stelle obiger Beziehungen: m= In, m’ =In’, wo I eine 
ganze Zahl bedeutet, und ist p > 0, so leite man aus dem gegebenen Lisungs- 
systeme (A) ein neues (A), ab, indem man p, = 1(p—1) +1 und fir q,, %, ,, 
Try - sey by Gy-. «+ Cr, (Djg),> (9x), die mit 7 multiplicirten Zahlen q, n, n', etc. 
einsetzt, alle iibrigen Gréssen aber, insbesondere 4, u,..., » unveriindert von 
(A) in (A), heriibernimmt, Hierauf betrachte man das Lisungssystem (A), als das 
gegebene, 

24* 
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sich im Allgemeinen die Unmiglichkeit entgegen, die unendlich vielen 
Substitutionen der Gruppen G und G’ explicite darzustellen, oder doch 
unter eine allgemeine Form zu bringen, deren unbestimmte Coefficienten 
nur an gewisse Bedingungen gebunden sind, wie dies etwa bei den 
Gruppen ganzzahliger linearer Substitutionen geschieht, welche durch 
Congruenzen nach einem Zahlenmodul definirt werden. Die hiermit 
gekennzeichnete Schwierigkeit wird aber durch den Nachweis gehoben, 
dass es eur Aufstellung der gesuchten Riemann’schen Fliche nur der 
Kenntniss einer begrensten Anzahl von Substitutionen der Gruppen G 
und G’ bedarf, welche durch die uns bekannten erzeugenden Opera- 
tionen jederzeit dargestellt werden kénnen. 

Dies vorausgeschickt, wenden wir uns zur Bestimmung der linearen 
Transformation 7’, bei gegebenem T7,. 

Aus der Definition der Gruppe G ist ersichtlich, dass jede ihrer 
Substitutionen V einen bezw. zwei von den Eckpunkten des Netzes S 
festlasst, iibrigens aber den zu den Kreisen dieses Netzes gehérigen 
Orthogonalkreis § in sich iiberfiihrt. Ist nimlich die betreffende Sub- 
stitution V eine elliptische, so lisst sie zwei in Bezug auf & conjugirte 
Punkte fest, welche entweder (@ imaginiir) beide Eckpunkte von S 
sind, oder von denen (& reell) wenigstens einer Eckpunkt von S ist. 
Ist V dagegen eine parabolische oder hyperbolische Substitution , so 
bleiben zwei zusammenfallende, bezw. von einander verschiedene Punkte 
des in diesem Falle reellen Hauptkreises @ einzeln ungeindert. — Es 
wird geniigen, die Untersuchung fiir diesen Fall durchzufiihren, dass 
jede der Gruppen G und G’ einen reellen Hauptkreis besitzt, da die 
hierbei sich ergebenden Resultate ohne Schwierigkeit auf den Fall 
eints imaginiren Hauptkreises iibertragen werden kénnen. Endlich 
dtirfen wir voraussetzen, dass die Gruppe [ nicht bloss aus den Wieder- 
holungen einer einzelnen Substitution bestehe, was auf den Fall 
elementarer Functionen der Kategorien (A) und (B), wie: 


= ee 
3 (<, =, > “) = 1 —22£+2Yyu(e—1), 
3 G, 0, >) «) = are sin Vz, 

fiihren wiirde. 

Wir setzen 3—8, und denken uns gemiiss der Beziehung s=8, (2) 
in der Ebene (s) als Bild der positiven Halbebene (x) ein Ausgangs- 
dreieck (A, wu, v) mit den Ecken A, B, C markirt. A liege bei soo 
und von den geradlinigen Seiten AB und AC falle erstere mit der 
reellen Axe zusammen (ef. pag. 20, Anm.). Der reelle Orthogonal- 
kreis & wird sich entweder 

«) als eine gerade Linie oder 
B) als ein Kreis um den Nullpunkt 
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darstellen, und zwar tritt Ersteres ein, wenn «=O ftr 3,(x) ein 
logarithmischer Unstetigkeitspunkt ist, Letzteres, wenn 8)(x) in der 
Umgebung von «=O den Charakter einer algebraischen Function 
besitzt. Durch symmetrische Reproduction des Dreiecks ABC wird 
das eine der beiden Gehiete, in welche die s-Ebene durch § zerfillt, 
mit den unendlich vielen Dreiecken (A, u,v) des Netzes S iiberdeckt; 
dieses Gebiet heisse R. — In einer zweiten Ebene (s’) denken wir uns 
auf ganz dieselbe Art ein Ausgangsdreieck (4’, uw’, v') mit den Ecken 
A’, B’, C’ construirt, welches vermége der Beziehung s’ = 8,'(y) der 
positiven Halbebene (y) entspricht. Das von dem gleichfalls reellen 
Orthogonalkreis ’ begrenzte, mit den symmetrischen Wiederholungen 
des Dreiecks A’ B’C’ zu iiberdeckende Gebiet heisse RF’. 

Nun ist klar, dass die beiden Gruppen G und G’ einen und den- 
selben Hauptkreis besitzen miissen. Denn, gesetzt, dies sei nicht der 
Fall, so miissten die Substitutionen von [ zwei verschiedene Kreise in 
sich tiberfiihren, tiberdies aber noch mindestens einen Eckpunkt von 
S (bezw 8S’) festlassen, was nur mdglich ist, wenn sich [ auf die 
Identitat reducirt oder doch wenigstens nur aus den Wiederholungen 
einer einzelnen Substitution besteht. Beide Annahmen sind hier aus- 
zuschliessen. 

Demnach muss die lineare Transformation 3’ = 7; (8,') die Eigen- 
schaft haben, dass durch die Beziehung: 

s = 7,(s') 
das Gebiet R’ der Ebene (s’) conform auf das Gebiet R der Ebene 
(s) abgebildet wird. Nun giebt es oo* lineare Transformationen, welche 
eine Kreisfliche auf eine andere Kreisfliche conform abbilden. Durch 
die obige Forderung sind also erst 3 von den 6 in den complexen 
Coefficienten der linearen Transformation 7, enthaltenen Constanten 
bestimmt: es bleibt die Verfiigung tiber die drei tibrigen offen.*) 

Zur Bestimmung derselben dient die Bemerkung, dass die beiden 
Fundamentalpolygone 2 und 2’, mithin tiberhaupt die beiden Polygon- 
netze S und S’ in der Ebene (s) mindestens zwei von einander verschiedene 
Eckpunkte gemein haben miissen. Von den ihnen entsprechenden 
Werthepaaren 1. Art (x, y) kann wenigstens das eine durch eine 
geeignete Permutation der Exponenten 4, uw, v und 4, w’, v’ in das 
Werthepaar (0, 0) tibergeftihrt werden; das andere sei (€, 7), wo & 
und 9 je eine der Zahlen 0, oo, 1 bedeutet. Welche zwei der zu 
x =O innerhalb R und zu y = 0 innerhalb R’ gehérigen Punkte man 


*) Mit anderen Worten: die Transformation 7, ist vorliufig nur bestimmt 
bis auf eine zutretende lineare Transformation, welche den Kreis & in sich tiber- 
fiihrt; von solchen giebt es wieder »*. Wird der Kreis & imaginir, so treten 
an ihre Stelle die * Bewegungen in einer Kugelfliche, wenn er in den unendlich- 
fernen Punkt ausartet, die «* Bewegungen in der Ebene. 
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einander zuordnet, ist gleichgiiltig, da die zu s = 3,(x) und s’ = 8, (y) 
gehdrigen Riemann’schen Flichen in Bezug auf alle diese Punkte sym- 
metrisch sind. Also weise man etwa die Punkte A und A’ einander 
zu und verlange demnach, dass durch die Gleichung s = 7’;,(s’) nicht 
nur R’ auf Rf, sondern auch A’ auf A abgebildet werde. 

Durch diese Forderung ist 7, bis auf eine beliebig zutretende 
lineare Transformation bestimmt, welche A festlisst und & in sich 
iiberfiihrt. Diese letztere charakterisirt sich demnach entweder 

a) als eine Parallelverschiebung der s-Ebene lings der Ge- 
raden § oder 
8) als eine reine Drehung um den Punkt s = 0. 
Endlich zeigt sich, dass diese Translation, bezw. Rotation nur auf eine 
endliche Anzahl von Arten so gewahlt werden kann, dass auch der 
letzten Bedingung geniigt werde, einen zu y = y gehdrigen Punkt in 
RF’ auf einen zu x = & gehérigen in R abzubilden. 

Man bilde nimlich, von dem Dreieck ABC ausgehend, innerhalb 
R auf alle méglichen Arten ein zusammenhiingendes Polygon aus 2n 
abwechselnd der positiven und negativen Halbebene (7) entsprechen- 
den Dreiecken (4, u,v). Dies sei auf N Arten mdglich und die 
erhaltenen Polygone seien: 

By Ry ss Mn 
die zu diesen Polygonen gehérigen Punkte aber, welche dem Werthe 
«x = & entsprechen, seien: 

Fag Bip ovicy Be 
Ebenso bilde man innerhalb R’, von A’ B’C’ ausgehend, auf alle miég- 
lichen Arten ein zusammenhingendes Polygon aus 2” Dveinsion 
(4’, uw’, v’), Die hierbei erhaltenen Polygone seien: 

x ae... we. 
und die in ihnen zu y = 9 guhcign: ‘Peake: 

| a? eer. S 

Existirt nun iiberhaupt eine meen Transformation 7,, die den 
zu stellenden Anforderungen entspricht, so kénnen die zu 7 = & resp. 
y = gehdrigen von A resp. A’ verschiedenen Punkte in R und RP, 
welche durch sie in einander iibergefiihrt werden sollen, nur unter 
den Punkten P,, P,,..., Py und P,’, Py, ..., Pir gesucht werden 
und die gesuchte Transformation 7’, ist daher jedenfalls endlichdeutig 
bestimmt. 

Es sei 7, eine lineare Transformation der geforderten Art, so 
bilde man mittels der Gleichung s = 7,(s') das Gebiet R’ ab auf R. 
Hierbei mdgen aus den Polygonen 2}, 23, ..., Zy die neuen Poly- 
gone: 


p +A 2; eee Dy: 
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hervorgehen. — Nach dem Friiheren kénnen dann die beiden in den 
Gruppen G und G’ enthaltenen endlichen Complexe H und H’ von 
Substitutionen gebildet werden, welche bezw. die den Polygonen 
21>++., Zyund B,’,..., Sy angehérigen Kreisbogendreiecke (A, u, v) 
und (4’, uw’, v’) sowie deren freie Kanten in einander iiberfiihren. Be- 
zeichnet endlich H den Complex derjenigen Substitutionen, die gleich- 
zeitig in H und H’ enthalten sind, so muss es unter den oben auf- 
gefiihrten, wenn nicht mehrere fiquivalente, so doch wenigstens ein 
Fundamentalpolygon © und dementsprechend ein Polygon 2’ geben, 
dessen freie Kanten durch Substitutionen von H einander zugewiesen 
werden und welches keine zwei mit Bezug auf H relativ iiquivalenten 
Dreiecke umfasst. Sind diese Fundamentalpolygone gefunden und ent- 
sprechen sie dem vorgelegten Lésungssystem (A), so ist die Aufgabe, 
die durch (A) definirte Riemann’sche Fliche aufzustellen, als gelést zu 
betrachten; denn offenbar stellen die geschlossenen Polygone 2 und 
> direct die Riemann’schen Flichen der Transformationsgleichung tiber 
der z- resp. y-Ebene dar. 

Die erhaltenen Resultate lassen sich dahin aussprechen: 

(VII) Durch ein gegebenes Lisungssystem der Diophan- 
tischen Gleichungen ist das Transformationsproblem endlich- 
deutig: bestimmt. 

Die geschilderten, einigermassen umstindlichen Operationen, welche 
zur Aufstellung der gesuchten Riemann’schen Flichen fiihren, lassen 
sich, wie man an der Hand des in Art. I behandelten Beispiels beur- 
theilen mag, im concreten Falle noch wesentlich abkiirzen, indem man 
sich hiaufig auf eine rein geometrische Discussion beschriinken kann, 
wihrend wiederum in anderen Fallen (Modulfunctionen) die gruppen- 
theoretische Behandlung Vortheile gewihren wird. 

Was die Aufgabe der expliciten Darstellung der Transformations- 
gleichung betrifft, fur welche die Riemann’sche Flache bekannt ist, so 
beherrscht man ihre Lésung bis jetzt nur in den niedersten Fallen. 

Ist das Geschlecht pO, so lassen sich x und y bekanntlich rational 
durch einen Parameter © darstellen, als welchen man diejenige ein- 
deutige Function des Ortes in der Riemann’schen Fliche einzufiihren hat, 
durch welche sich alle iibrigen rational darstellen. Da © durch diese 
Bedingung nur bis auf eine lineare Transformation bestimmt ist, so 
kann © noch drei unabhiingigen Bedingungen nach Willkir unterworfen 
werden. Setzt man hierauf: ; 


2 - ¥4(0) — 9,(@) =0, 
y - ¥,(8) — »,(6) = 9, 


wo 9, ¥, ganze Functionen n' Grades und ,, ¥, ganze Functionen 
nex Grades bezeichnen, so entsprechen die Werthe x und y, fiir welche 
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diese Gleichungen in 9 vielfache Wurzeln aufweisen, den Verzweigungs- 
stellen der Riemann’schen Flaichen iiber der z- resp. y-Ebene. Da 
aber diese Stellen in unserem Falle nur bei z, y= 0, oo, 1 liegen 
kénnen, so kann man an der Hand der Daten des gegebenen Liésungs- 
systems (A) die Functionen 9,, ¥,, (9;—¥,) sowie @,, %, (9,.—¥,) 
der Art nach mit unbestimmten Coefficienten anschreiben, worauf in 
Riicksicht auf die evidenten Identitaten: 

9, — % = (%,—%), 

P2 — Y2 = (P2— 2) 
die Coefficienten durch Vergleichung ausgewerthet werden kénnen. 
Schliesslich ist noch © zu eliminiren.*) — Weit schwieriger gestaltet 
sich die Aufgabe bereits, wenn p = 1 ist. 

Weitere Fortschritte in der Lésung des hier angeregten Problemes 
sind erst zu erwarten, wenn es gelungen sein wird, die s-Functionen 
bezw. diejenigen Functionen mit linearen Substitutionen in sich, welche 
aus ihrer Umkehrung entspringen, in bequeme und rasch convergirende 
Reihen zu entwickeln. 


Beispiel. 


Zum Schlusse dieser Arbeit mag ein der Theorie der Modular- 
gleichungen entnommenes Beispiel fiir die Aufstellung der Riemann’- 
schen Fliche der Transformationsgleichung mit Benutzung gruppen- 
theoretischer Hiilfsmittel gegeben werden, welches meines Wissens 
bisher noch nicht behandelt wurde. 


Wir wiahlen die Function s > 0, > xz), welche bekanntlich das 


Periodenverhialtniss @ eines elliptischen Integrals 1. Gattung, abhingig 
von der absoluten Invariante = J, darstellt und betrachten diejenige 
algebraische Umformung der Differentialgleichung: 


_ 32 — 410 + 36d? 
[ol —= aya —ay 





in sich, welche auf die zur Transformation 11. Ordnung der elliptischen 
Functionen gehérige Modulargleichung: 


zwischen den absoluten Invarianten fiihrt. 
Zu diesem Ende setzen wir: | 


o—a(4,0,4, 7), o=a(4,0,4,7), o=- 2 


*) Naheres findet man in der bereits citirten Abhandlung: Ueber die Trans- 
formation d. ellipt. Functionen, Math. Ann. Bd. 14, in welcher Herr Klein die 
zur Aufstellung der Modulargleichungen fiihrenden Principien allgemein entwickelt, 
und speciell die Fille » = 0 ausfiihrlich behandelt hat. 








eo 7 
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und denken uns 8 so bestimmt, dass durch Vermittelung von o=—3(J) 


die positive Halbebene (J) auf ein Ausgangsdreieck G. 0, + der 
Ebene (@) abgebildet wird, dessen Ecken resp. bei: 
o = = (1+i/3), 2, i 
liegen*). Zu den Umkehrfunctionen: 
J=;z(0), J=—r(@) 
gehéren dann als Gruppen der Periodicitit die ganzzahligen linearen 
Gruppen: 
GG) wo Seth, ad —py—l; 
(G’) o = sag ad— be=1, 
und die ihnen gemeinsame ausgezeichnete Untergruppe [ wird aus G 


durch die Bedingung: 
B = 0 (mod. 11) 

ausgeschieden. 

Demnach ist es leicht, die Riemann’sche Fliche der Gleichung 
f (J, J) =0 zu bilden, welche dem Umstande entsprechend, dass das 
zugehérige Lésungssystem (A) bei Vertauschung der nichtaccentuirten 
Buchstaben mit den gleichbezeichneten accentuirten in sich tibergeht, 
eine eindeutige Transformation in sich von der Periode 2 besitzt (Ver- 


tauschbarkeit von J und J in der Modulargleichung). Man findet 
namlich: 
nan =12, p=l, g=—2, 
ema’ =fpP=ep=y=y= 1, 
eo=eo=—3, ¢=C=—o, t=t=—?2, 
a=a—=0, b=W—=—12, cmc =I, 
gyooeias4, sees Q, tot = 6 
und alle 0;, = dj, = 0 bis auf 0,. = 03, = 12, deren Zerlegung in 
q = 2 Summanden durch: 
angedeutet werden mag: 
Ist w ein Werth, welcher durch einen Punkt des Ausgangsdreiecks 
reprasentirt wird, so kénnen die zu J = 1(@) gehdrigen Werthe J 


durch: , 
m= 0, 1, 2,3, 4,5 


*) 8S. Klein, a. a. O. Math. Ann, Bd. 14. 
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dargestellt werden. Man construire also von dem Ausgangsdreieck 


7 0, = anfangend die 2. 12 aiquivalenten den Repriisentanten : 
— 4, o-+ m 


entsprechenden Dreiecke und suche die Substitutionen von F auf, welche 
die freien Kanten des von ihnen gebildeten Fundamentalpolygons 
aneinander binden. Die 24 Dreiecke von 2 sind fquivalent mit 24 


> 0, <), welche leicht construirt werden, indem 
man mit der zur Gruppe G gehérigen bekannten Eintheilung der @- 
Ebene eine im 11-fachen Massstabe ausgefiihrte zur Deckung bringt. 

In Fig. 4 ist das doppelt eingetheilte Fundamentalpolygon 2 dar- 
gestellt. Ueber die Zusammengehirigkeit seiner freien Kanten durch 
Substitutionen von [ giebt Fig. 5 und die nachfolgende Tabelle Auf- 
schluss. Endlich erscheint in der (schematisch zu verstehenden) Fig. 6, 
die durch Z definirte Riemann’sche Fliche (p—1) mittels einer ge- 
eigneten Deformation in die Form eines Parallelogramms iibergefiihrt, 
dessen gegeniiberliegende Seiten einander zugewiesen sind. Bei der 
eindeutigen Transformation der Riemann’schen Fliche in sich werden 
die Punkte O und O’ vertauscht: 


Tabelle zu Fig. 4 und 5. 


anderen Dreiecken ( 





| 








Zusammenge- | Verbindende |  Charakter 
hérige Kanten: | -Substitutionen: | festbleibende Elemente: | d, Subst. 
Lund 24 | —@+11 | @—co (doppelt) | parabolisch, 
2 ” 9 | , — 2a—11 1 4 ° 
3, 8 } | o=— Cid Os (—7-++ V5) | hyperbolisch, 
4, 19 3@-+ 11 1 lz | 
re : ei 37/5) | 
¢, —_— 1 — 
7, a a = @ = = (1+3Y75) | , 
16 ’ 23 5o@ — Il 1 = | 
; a Same ie 5 
17 ” 22 } te iis ” 2 (@ + vd) as 
10 ,, 15 | 
S ui: o' = — + 7 @ = 0 (doppelt) | parabolisch. 
ss BS 








Dresden, Mitte Januar 1886, 




















Beitrage zur Theorie der algebraischen Flachen. 


Erster Theil. 
Zur Theorie der Steiner’schen Kernflichen. 


Von 
A. Voss in Miinchen. 


Unter der k' Polare eines Punktes y in Bezug auf eine all- 
gemeine Flache n'* Ordnung 


f = (az)" = 0, 
sei verstanden die Form 
(@z)"—* (ay)* = 0. 

Die Bedingung, dass dieselbe im Punkte x einen Doppelpunkt 

habe, wird bekanntlich ausgedriickt durch die Gleichungen 
(az)"-*—" (ay)* ai =0, i=1, 2, 3, 4, 

aus denen durch Elimination der x sich die Gleichung einer Flache 
S, ergiebt, fiir deren Punkte die k'e" Polaren einen Doppelpunkt haben, 
wihrend diese Doppelpunkte selbst eine Fliche H, bilden. Gleichzeitig 
besitzt dann, wie bekannt, die » — k — 1" Polare des Punktes x von 
H, einen Doppelpunkt im Punkte y von S;. Die beiden Fliichen S,, Hi, 
welche ich conjugirte Kernjflichen k' Ordnung in Besug auf die 
Ordnungsfliche f = 0 nenne — und zwar mag &, die k'° Steiner’ sche 
Fliche, H, die ke Hesse’sche heissen — sind, wie man sieht, ein- 
deutig auf einander bezogen. Es soll sich im folgenden darum handeln, 
die Singularititen dieser Fliichen, welche auf's engste mit der Polaren- 
theorie der algebraischen Flichen verbunden sind, zu untersuchen. 
Von diesen Flichen hat bisher nur der Fall k= 1, in welchem 8, 
und H, in die (erste) Steiner’sche und Hesse’sche Fiche tibergehen, 
wegen seiner Beziehungen zur Theorie der Flichen dritter Ordnung 
die Aufmerksamkeit der Geometer auf sich gezogen; insbesondere ist 
der Fall » = 3 sehr ausfiihrlich von Herrn Sturm in seinen synthe- 
tischen Untersuchungen tber die Fliche dritter Ordnung behandelt 
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worden, wiahrend fiir ein beliebiges m ausser den von Herrn Cremona 
entwickelten Siitzen nur eine noch weiter zu erwahnende Arbeit von 
Herrn Backlund vorliegt.*) 

Die Aufgabe kommt, wie man sieht, auf die Untersuchung eines 
eindeutig auf einander bezogenen Flichenpaares zuriick, welches durch 
vier biquaternire Gleichungen, allerdings von einer besonderen Form, 

definirt ist. 

Nun hat Herr Krey bereits den allgemeinen Fall des eindeutigen 
Entsprechens behandelt, welcher durch vier biquaternire Gleichungen 
ausgedriickt wird**). LHinerseits aber lassen sich die von Herrn Krey 
gefundenen anzahlgeometrischen Resultate nicht auf den vorliegenden 
Fall iibertragen, weil die Flichen S,, H, speciellere Singularitiiten ent- 
halten, andererseits werden in der genannten Arbeit neben den von 
Herrn Schubert aufgestellten Correspondenzformeln complicirte alge- 
braische Hiilfsmittel, wie z. B. die Vorstellung allgemeiner Resultanten- 
bildungen, herangezogen, was fiir deu vorliegenden Zweck wenigstens 
entbehrlich ist. Diess veranlasste mich, in § 1 den von Herrn Krey 
behandelten Fall auf einem anderen Wege zu untersuchen, welcher 
zeigt, wie derselbe mit Hiilfe der einfachsten rein algebraischen Formen- 
bildungen erledigt werden kann, und der zugleich eine Ausdehnung 
auf das speciellere Problem gestattet. 

Daran kniipfe ich im § 2 die analoge Untersuchung iiber ein 
Curvenpaar, welches durch fiinf biquaternare Gleichungen gegeben ist. 
In § 3 bespreche ich sodann einen speciellen Fall des § 1, in welchem 
die eindeutig auf einander bezogenen Flichen auch Riickkehrcurven 
enthalten. Es gelingt hier mit Hiilfe einfacher Abzihlungen direct 
fast alle charakteristischen Singularitiiten dieser Flichen zu finden; 
die tibrigen ergeben sich aus denselben vermége bekannter Formeln. 
In § 4 beweise ich ein allgemeines Theorem iiber die Polarflachen 
einer beliebigen Ordnung und zeige, wie die Betrachtungen des § 3 
unmittelbar auch die simmtlichen Singularitiiten der Flaichen S;, Hi 
liefern. § 5 enthalt endlich eine weitere Ausfiihrung der Verhiltnisse, 
welche bei der ersten Steiner’schen und Hesse’schen Filiche auf- 
treten. 

Erst nachdem die simmtlichen Resultate dieser Arbeit gefunden 
waren, ward ich auf die bereits oben erwahnte, an interessanten Sitzen 
reichhaltige Abhandlung des Herrn Backlund ,,0m geometriska ytor, 
kongliga Svenska vetenskaps — Academiens Handlingar, tom. IX, 1871“ 
aufmerksam, in welcher die Enveloppe der Polarebenen einer Flache 
in Bezug auf eine beliebige andere untersucht wird. Herr Backlund 


*) Cremona, Theorie der algebr. Oberflichen, Cap. X. 
**) Diese Annalen Bd. XVIII, S. 82, Ueber einen besonderen Fall des ein- 
deutigen Entsprechens der Punkte zweier Fliachen. 
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ermittelt daselbst auch am Schluss eine grosse Zahl der Singularititen 
der Steiner’ schen Flaiche S*). Obwohl also einige der im § 5 meiner 
Arbeit hergeleiteten Resultate nicht neu sind, habe ich sie doch nicht 
unterdriicken wollen, da sie sowohl auf einem ganz anderen Wege ge- 
funden sind, als auch manche wesentliche Erginzung enthalten. Von 
diesen fiihre ich hier nur ein allgemeines Theorem an, welches sich 
auf die parabolische Curve der Steiner’schen Fliche einer beliebigen 
Mannigfaltigkeit bezieht, nach welchem jene Curve immer durch die- 
jenigen Punkte auf der Hesse’ schen Fliche charakterisirt wird, deren 
Tangentenebenen den zugehdrigen Punkt der Steiner’schen Fiche 
enthalten. Ausserdem enthalt der § 5 ein weiteres Beispiel fiir die 
schéne Theorie des eindeutigen Entsprechens zweier Flichen, welche 
Herr Zeuthen im vierten und zehnten Bande dieser Annalen aus- 
einandergesetzt hat. 

Im zweiten Abschnitte dieser Beitrige beabsichtige ich das von 
Herrn Fiedler seit einer Reihe von Jahren gestellte Problem, welches 
die zu zwei eindeutig auf einander bezogenen F lichen gehdrigen 
Strahlensysteme betrifft, und welches meines Wissens bisher keine 
Lésung erfahren hat, zu behandeln**). 


§ 1. 
Eindeutiges Entsprechen von zwei Flachen vermiége vier biquaternirer 
Gleichungen. 
Es seien vier biquaternire Gleichungen 
(J) f=9, j=1,2,3,4, 
zwischen den homogenen Coordinaten 2;, y;, i= 1,2,3,4 gegeben, 
welche in Bezug auf dieselben von den Geraden m,, ; sein modgen. 
Durch die Gleichungen (1) sind zwei Flachen F,, 9, eindeutig auf 
einander bezogen, welche beziiglich von den Ordnungen 
F = m,n, 0, + My Ny, My My + Mz NM, NM, My + M,N; My Ny 
D = nM, My M, + My M, My My + Ny M, M, mM, + N, My My Ms , 
sind. Durch die Verbindungsgeraden der correspondirenden Punkte 
x, y entsteht ein Strahlensystem von der Classe 
E = m,m, M3 %, + My Mz MyM, + M, M,N, Ns 
+ My M,N, N, + My M,N, Nz + My, M,N, Ny 5 
E ist, wie man sieht, zugleich die Ordnung der Curven auf F, und 9,, 





*) Vergl. namentlich § 61—64 der erwihnten Abhandlung, sowie die im § 5 
dieser Arbeit angegebenen Citate. 
**) Salmon-Fiedler, Geometrie d, Raumes 8” Auflage, pag. LX. 
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welche den ebenen Schnittcurven von ®, und F, entsprechen. Treten 
zu den Gleichungen (1) noch zwei neue biquaterniire Gleichungen von 
den Graden m,, n,; m,, %, in den Coordinaten x, y hinzu, so ist die 
Anzahl der den 6 Gleichungen zugleich geniigenden Punktepaare, wie 
Herr Krey*) bemerkt, gleich dem iibrigens in simmtlichen m, n 
symmetrischen Ausdrucke 


m,m,F + n,n,2 + (m,n, + mn,)E. 
Die Untersuchung der Fliche ®, liisst sich nun auf folgendem Wege 


fiihren. Aus den Gleichungen (1) ergiebt sich durch Differentiation 
das System 


(2) > *: ax; +>} ao dy; a 0, y] = 3, 2, 3, 4. 


Vermége derselben kann man zu den Differentialen dz; einer Fort- 
schreitungsrichtung auf F’, die entsprechenden dy; auf , eindeutig 
berechnen, so lange nicht die Determinante 





0, eh Of Oh 
OY OY, OGY, OM% : 
Ole Of2 Of fe * 
Oy OYe OuUs oy ; 
(3) Q=| hf th th h | |, 
OY OY OY, OY : 
of, 0 th dh , 
OY = OYe OY, OY . 
B, B, B; B, 0 





fiir beliebige Werthe der «, 6 verschwindet. Ebenso erhiilt man die 
Gleichung der Tangentialebene der Fliiche ®, im Punkte y, wenn 
man in der Determinante 


Oh Of =f Oh, 


O%, OX, Om, O&4 2 | 

th th oh th 4 | 

Ox, Ox, OX On, 2 
(4) Q,=| Of ohs Ofs fs a I» 
02, Ot, Oh, dm, mi 

| 


Of Of; Of, Of, 
Oxy Ot, O%, Om, 


 . oe oe ei 


an Stelle der a; die nach den y genommenen totalen Differentiale der 
fj einsetzt und die dy; durch die laufenden Coordinaten Y; ersetzt. 
Beseitigt man dann den zufolge der Gleichungen (1) in Q, enthaltenen 
Factor B,, so erhiilt dieselbe die Form 


a, | 





*) a. a O. 
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1 ph 1 yy, P& OF 
©) Ae U5 = DY tay Ty, OO 
in welcher die Coefficienten von Y biquaternire Formen von den 


Geraden 
M—4, N—1 im ayy 


sind, falls man zur Abkiirzung 


M =m, + m, + m, + m,, 
N=n, +m +7, +, 
setzt. 


Man erhdlt daher sofort die Ordnung a des Tangentenkegels von 
®, mit der Spitee Y, wenn man mit den Gleichungen (1) und (5) 
noch “die Gleichung 
(ay) (by) — (br) (ay) = 9, 
verbindet, welche aussagt, dass die Verbindungslinie Yy von der will- 


kiirlichen Geraden 

(a.)=0, (b.) =9, 
getroffen wird, also 
(6) a= (N—1) 0+ (M—4)E. 
Im allgemeinen kénnen die Determinanten Q,, Q, nur fiir eine be- 
stimmte Zahl von Punkten verschwinden, wenn die Gleichungen (1) 
bestehen, denn das Verschwinden von Q, oder Q, ist zwei unabhingigen 
Bedingungen aiquivalent. Einem Punktepaar, fiir das Q, — 0 ist, ent- 
spricht nicht mehr eine bestimmte Tangentialebene (2) von ,, sondern 
es gehdéren dazu unendlich viele, welche ein Biischel bilden, dessen 
Axe durch den Punkt y geht. In der That erfordert das Verschwinden 
von Q, das Bestehen der Gleichungen 


af, 
ne = 1D + Se Qi; 


und aus den Gleichungen (2) 


é 
ald dyx + pi (Taz) + Gi(Sax) = 9, 


folgt dann sofort fiir 
B= 0, Z= 0, 
als Gleichung jenes Tangentenebenenbiischels 


Deh Gian. 


Wiirde dagegen Q, fiir eine ganze Reihe von Punkten, welche auf 
F, und ®, zwei correspondirende Curven C, und [, bilden, verschwin- 
den, so gehéren zu jedem Punkte von [, zwei wnendlich benachbarte 
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Punkte auf F,, von denen nur eimer auf C, im allgemeinen liegt. 
Denn es lisst sich dann stets eine Fortschreitungsrichtung dx; auf F 
angeben, bei welcher der Punkt y sich nicht andert. Die Fliche %, 
hat also dann [, zur Riickkehrcurve. Eine solche ist, wie oben bemerkt, 
im allgemeinen, d. h. wenn die f; beliebige Formen sind, nicht vor- 
handen. Dagegen muss 9, eine Doppelewrve enthalten; sie entsteht 
dadurch, dass zu zwei verschiedenen, nicht unendlich benachbarten x 
ein und dasselbe y gehdrt; ihre Ordnung ist unmittelbar aus der Zahl 
a (6) zu entnehmen. Aus dieser Betrachtung folgt: 

Die gemeinsamen Lésungen der Gleichungen (1) und Q, = 0 liefern 
die Pinchpunkte der Fliche %,. Bezeichnet man die Anzahl derselben 
durch j, so erkennt man: 

Die Classe n’ der Fliche , ist gegeben durch die Zahl der 
Lésungen der Gleichungen (1) und der beiden folgenden 


P of, 
214 % Fa, = 


of 
2D YP Ge, —% 


welche aussagen, dass die Tangentenebene (5) von F, durch die beiden 
willkiirlichen Punkte Z, Y hindurch geht. Entfernt man nun die j 
Pinchpunkte, fiir welche die p; simmtlich verschwinden, so ergiebt sich 


(7) nw =(M—4) F+ (N—1)°0 4+ 2(M—4)(N—1L)E — J, 


als Classe von %,. 

Damit sind die von Herrn Krey gefundenen Resultate vollstindig 
hergeleitet.*) Es eriibrigt nur noch die Bestimmung der Zahl j selbst. **) 
Hierzu fihrt aber eine genauere Betrachtung von Q,, welches, wenn 


zur Abkiirzung 
of, 


Ox, 


= Feb 
gesetzt wird, in der Form 


fi fo fis B 
Q a for fee fos Be bet 
* lf fee fos Bs & 
far fiz fas Bs 


geschrieben werden kann. Es verschwindet daher 2,, wenn alle 
Determinanten 


*) Herr Krey ermittelt nicht die einfachen Anzahlen a, n’, sondern statt 
deren die Ordnung der Doppelcurve und die Anzahl ihrer dreifachen Punkte. 
Uebrigens lassen sich leicht auch noch weitere Zahlen direct angeben; Vgl. § 3. 

**) Vergl. die Darstellung bei Herrn Krey, 8. 86—88. 
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ap 
OB; 
verschwinden, falls nur nicht z, = ist. Nun liefern die Gleichungen 
1 oP 1 oP 


0, 


% Oh 9% Oh 
welche von den Geraden 
M—m,—4, N—m; M—m,—4, N—m; 
in den & resp. y sind, 
a = (M—m,— 4) (M—m,—4)F + (N—n,) (N—m,)® 
+ [(M—m, —4)(N—n,) + (M—m, —4) (N—n,)JE 


Lésungen. Von diesen sind aber diejenigen auszuscheiden, fiir welche 








die ie und os nicht Null sind, d. h. diejenigen, fiir welche die 
3 4 

Determinante 

fs: foo fs 

G=\fa fe fas 

Y%1 Yo Ys 
bei beliebigen y verschwindet, falls 2, nicht Null ist. Das liefert 
die Systeme - a@ 

: On = *, Ove ow, 

mit 


B = (m; + m, — 2)? F + (ng +4)? O-+-2(m, + m, — 2) (m,-++-,) E 
Lésungen, von denen wieder die des Systemes 

, fxs = 0, fis = 9, 
mit 


y = (m;—1) (m,—1) F + ngn, © + [n,(m,—1) + ,(m,—1)]E, 
Lisungen vorher auszuscheiden sind, da fiir diese re nicht Null ist. 
3 
Ausserdem sind aber noch diejenigen Lésungen Q@ =O zu entfernen, 
welche vermége z, = 0 stattfinden. Da nun fiir 7, —0 








Q — Mit Vee h Voit fa foe 
fa fee 
so hat man noch die Lésungen des Systems 
4— 0, i 31 f we FT cm 0 , 
41 42 








deren Zahl 
8 = (m, +m, —2) F + (my+m,)E 
ist, zu entfernen, falls aus dieser letzteren Zahl noch das System 
a%=0, &%=0, 
Mathematische Annalen, XXVII. 25 
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mit 
ea Ff 
Lésungen ausgeschieden wird. Und so ergiebt sich 
jo=a—Bp+y+d-—s, 
oder in ausgerechneter Form 
(8) j = (M,—4M+ 10) F + N,® + (MN—4N—T)E, 
falls, wie bei Herrn Krey 
(9) M, = m,m, + m,m, + m,m, + mm, + M,mM, + M,mM,, 
Ny = 1, M + mM My + M, My + Ny My + My My + My My, 
und endlich 
(10) T = n,m, + Nm, + Nm, + NM, 
gesetzt wird. 

Vertauscht man die Zahlen m, m und die von ihnen abhingigen 
M,N; M,, N,, so erhiilt man die entsprechenden Charaktere fiir die 
Fliche F,. Zugleich zeigt aber die vorliegende Untersuchung, welche 
Modification diese Formeln erfahren werden, wenn eine Riickkehreurve 
auf den Flichen F,, ®, auftritt. Die Bedingungen hiertfiir lassen sich 
allgemein nicht durch vollstiindige Schnittpunktssysteme definiren, da 
es auf das Verschwinden der Determinanten 2 ankommt; ein besonders 
wichtiger Fal] dieser Art wird aber in § 3 genauer untersucht werden. 


§ 2. 
Eindeutiges Entsprechen von zwei Curven vermége finf biquaternérer 
Gleichungen. 


Durch fiinf biquaternire Gleichungen von den Ordnungen m,, »; 
in # und y 
f=9, j= 1, 2,3, 4, 5 
ist ein Curvenpaar C,, [, eindeutig auf einander bezogen. Werden 
die Ordnungen von C,, T, durch L,, Ay bezeichnet, so hat man 


L,=m,F + n, E, 


(1) 
A, = n, 9+ mE, 


wo F,%,E die in § 1 definirten Zahlen bedeuten; tibrigens sind beide 
Werthe symmetrisch aus den verschiedenen Gradzahlen m,  zusammen- 
gesetzt. 

Ich ermittele zuerst den Rang der Curve [,. Man erhilt, wie 
eine einfache Betrachtung zeigt, denselben durch Elimination der 
Differentiale aus den Gleichungen 








ao ™ FF ff « 
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D> bida=0, Sndy=0, 
(ay) (bay) — (by) (day) = 9, 


welche ausdriicken, dass eine Tangente der [, von der willkirlichen 
Geraden ' 


a,=0, b—0, 


getroffen wird. Es muss also eine mehrreihige Determinante ver- 
schwinden, welche Bedingung in abgekiirzter Form 


pi b> 
Oa, OY, 

(2) 0 vi = 0) 
0 dy b; — bya; 
B: 0 





geschrieben werden kann; durch die Indices j = 1, 2, 3, 4, 5 entstehen 
5 horizontale Reihen, durch die zweimal wiederholten Indices i= 1,2,3,4 
8 Verticalreihen. Aus (2) ergeben sich, falls man die Factoren B,, yy 
beseitigt, : 

Lésungen, welche auch den Gleichungen /; = 0 geniigen, falls man 
hier durch M und N die Summen 


m, ++ m, + m, + m, + m,, 
nm +m +n, + n, +%,, 
versteht. Von diesen sind indess diejenigen in Abzug zu bringen, fiir 


welche die Matrix 
| Of Ofe Ons ors of. A, | 


OX, Ou Oxy Ox, Ox, | 


of ff tf Of th @ | 


Ox, OX, Oi, Oa, Oa, 
Of Of = of Of of | 
0%, O08, O02, Oi, Oi, 

of th th df th 8 


Ox, On, Ox, Ox, Ox, 











verschwindet. Es geschieht dies aber, wie man aus einer Betrachtung 
erkennt, welche der in § 1 bei Gelegenheit der Pinchpunkte angestellten 
ganz analog ist, fiir die Spitzen der Curve [,, deren Zahl durch 8, 
(und fiir C, durch 8,) bezeichnet sein mége. Man gewinnt so als Rang- 
zahlen r, und ry der beiden Curven C, und Ty: 


rz = Ay(N—4) + Lz(M—4) — Bz, 
ry = L,(M—4) + A,(N —4) — By. 


(3) 
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Man kann ferner die Classe der Curven ebenfalls direct bestimmen. 
Man erhiilt fiir die entsprechenden Zahlen m, und m, die Formeln 
w mz = Ay(3N —12)++ La(3M—9) — 26, 

m, = L,(3M— 12) + A,(3N —9) — 28, 
und somit das Geschlecht p von C, ausgedriickt durch: 
(5) 2p —2=—m,+ L,—2r, 

= L,(M—4) + A,(N—4); 

aus der Symmetrie dieser Formel in m und n geht zugleich die Gleich- 
heit des Geschlechtes der beiden Curven C,, [, hervor. 


Zur Bestimmung der Classe m, hat man die Zahl der Lisungen 
zu bestimmen, fiir welche die Determinante 


ia ss * & 
Y; Y2 Y3 Ys 


dy, dy, dy, dy, 
@y, Py, Py, #y, 


D= 


bei gegebenem z verschwindet. Aus derselben* sind die Differentiale 
vermége der 10 Gleichungen 


af, af 
>! (aa Ax, _ Oy, dy.) = 0, 


’ ef, ef, ef, ) 
>( ja,ba, PIM + 2 Gogg dude + oy oy, tude 


af, af, 
+> ja, +>} ay, CH =, 


Sadu=0, > pdw—0, 


zu eliminiren. Hierzu erweist sich das folgende Verfahren geeignet. 
Man multiplicire die Determinante D 
4 ff 0 0 0 0 
4; % YY UM =& &% X 
dy, dy, dy, dy, dz, dx, dx, dx, 
fy, @y Cy, fy, Cr, Px, a, Pax, 
0 0 1 0 0 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
0 0 








0 0 
1 0 
0 1 
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mit der Determinante 

an of 
oy, 0m; 
B 

0 

UF 








Setzt man nun 


mh, ar, 
6) So GEA dada +2 so dydn + ot dys dye) =—D,, 


2 
Sui <b Ga, a ho 


so entsteht vermége jener Multiplication 
Leo & & ee 0 ee | 
° 0 8 8 <n uti > yl + mia, 


0 0 0 0 0 > dyli + midy 


D, D, D, D, 0 DC ydet mea 
for far far Fos ay mM, 

fio feo foe far foo as mM, 

fis fos fas fas fos as ms 

fis fos foe faa fos a, Mm, 


Aus dieser Determinante sondern sich die Factoren 


> ii > Biv: > hdys + midi, 


aus, sobald man beachtet, dass die zu dem Elemente Dab in der 


ersten Horizontalreihe gehérige Unterdeterminante verschwindet. Es 
bleibt demnach die Gleichung: 


> Xu dxj,dx, + 2>)Zi daddy, + > Yu dydy, = 0, 
in welcher die Coefficienten X;,, Z;,, Y; linear in den 4; und vom Grade 
M—6, N—1, 
in z und y sind. Trigt man nun die Verhiltnisse der Differentiale 
in jene quadratische Form ein, so lassen sich die Factoren Dani, 


a Biy:, noch einmal absondern, und man erhialt die Gleichung der 

















‘ 
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Schmiegungsebene, welche die Variablen x und y in der Geraden 
3M — 12, 3N — 9 enthiilt, so dass die Classe den zuvor angegebenen 
Werth erhialt, sowie man bemerkt, dass fiir die Spitzen 6, die simmt- 
lichen Coefficienten der Form verschwinden. Im allgemeinen ist 
natiirlich B, = 0, So liefern z. B. fiinf bilineare Gleichungen zwischen 
x, y ein Curvenpaar 10’ Ordnung, 10'" Ranges, vom Geschlechte 21. 
Hierbei ist der besondere Fall zu erwihnen, wo die Gleichungen 
f; = 0 die Polaren von fiinf Flichen zweiter Ordnung sind. Die beiden 
Curven fallen dann in eine einzige zusammen, welche eindeutig auf 
sich selbst bezogen ist, gebildet von denjenigen Punkten, deren Polaren 
in Bezug auf fiinf Flichen zweiten Grades durch einen Punkt gehen. 


§ 3. 
Ueber einen speciellen Fall der in § 1 behandelten Frage. 
Wenn die Gleichungen f/f; = 0 von der Form 


0 
(1) _ in 0, 
sind, und demgemiiss f eine biquaternire Form vom Grade m, n in 
den Variablen x, y bedeutet, gelten die Resultate des § 1 nicht mehr, 
soweit sie sich auf die Fliche , beziehen. Man hat zuniichst 


i Ea “U:\=< © utes 9 ¢s 
@) > ( 6u,oa, * a -F én, as y =0, j=l,2,3,4, 


und hieraus, wenn man mit den 2; multiplicirt und iiber j summirt, 
zufolge der Gleichungen (1) 


(2) > é f dy, = 0. 


Demnach wird die Fliiche ©, umhiillt von den Polarebenen der Punkte 
von F, in Bezug auf die Form f, und die Gleichung der Tangential- 
ebene von , wird: 


(4) > YFy, ft — 9, 
Setzt man nun nach § 1 
F=4(m—1)n', O=4n(m—1)5, E = 6n?(m—1) 


” 
? 


M, = 6(m—1)?, » = 6n’, T = 4(m—1)n, 
so erhalt man aus (4) fiir den Rang von 9%, 
(5) a= (n—1)0+ mE. 


Aber die Flache enthilt jetzt eine Riickkehrcurve, bestimmt durch das 
Verschwinden der Determinante 








reaeeeretes om: 


-_ Qo 


oOo" da 


el eet 
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fi fie fis fa % 
for foo fos faa % 
Q. = | for fe fas Sea % | = RewBe, 

fs fae fas faa % 








B, B, B, B, O 
in welcher , 
eo 
fix = fei = Ba,0%, 


zu setzen ist. 

Da R vom Grade 3m — 8, 3m in den Variablen 2, y ausfallt, so 
wird die Ordnung der Riickkehrcurve von %, 
(6) c= 3n0 + (3m—8)E. 


Da die Gleichung der Tangentialebene (4) im allgemeinen nie unbestimmt 
wird, so sind auf der Doppelcurve keine pinch-points, auf der Riick- 
kehreurve keine close-points oder off-points vorhanden*), man hat also 


(7) j=9, 4=9, o=0, 
dagegen wird die Classe der Fliache 
(8) mF + (n—1)?O + 2m(n—1)E. 


Der Rang der Riickkehreurve bestimmt sich mit Hiilfe der in § 2 ent- 
wickelten Formeln aus den Gleichungen (1) und R =O, zu 
(9) r = (3m—8) (Tm—16)F + 2n(7n—2)0 
+ [(3n) (7m—16) + (7n—2) (3m—8)|E—B 

falls man durch B die Zahl der Spiteen der Riickkehreurve bezeichnet. 
Da auch in den Punkten der Riickkehrcurve die Tangentialebene (4) 
nicht unbestimmt wird, so erhalt man als Olasse der Riickkehrtan- 
gentenebenen 
(10) 6=m(3m—8)F + 3n(n—1)0 

+ [(n— 1)(8m—8)+3nm]E. 

Ich untersuche nun die parabolische Fliche der Curve %,. Zu 
diesem Zwecke bestimme ich zuniichst die Richtung der Haupttangenten 
in einem Punkte von ,; d. b., diejenigen Richtungen, fiir welche, 

bein = dy; 
wird. Man erhilt durch Differentiation der Gleichungen (2) 


’ Cd i 6 of ef 
>" (a5, OX; 0x, dada, 2 2,0y,0a, dydx, + _— dy; dy.) 


+ Sie Put tate Px) = 0 


*) Vergl. Zeuthen, Sur la théorie des surfaces réciproques, diese Annalen 
Band X. 
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und wenn d?y; = udy;, sowie 


ef ef Aa —_— . 
bs 5a,09, dy, = — Fu,om,* j = 1, 2, 3, 4; 
gesetzt wird 


f < Of OF 
>" [parr dada, + 2 55,09,08, Ga, OM + Fy jeyoy, OY ay| 


+ Dosis aba, rm — ude) = 0, 
j—1,2,3,4. 


Multiplicirt man die soeben erhaltene Gleichung mit 2; und summirt 
iiber j, so entsteht 


(11 a) i,t =o dyidy, — = dx,dx,) = 0, 
“OY; OY; oY, “Om; Ox, 
— L(t aydy, +7 dy, a 0 
> (sta Yiay, + 0y,0a, Yi x) = 


als charakteristische Beziehung zwischen den Differentialen dy einer 
Haupttangentenrichtung auf der Fliche ,. Soll nun die quadratische 
Form (lla) oder (11b), wie es fiir die parabolischen Punkte von 9, 
erforderlich ist, mit den Gleichungen (2) fiir die Verhiiltnisse der 
Differentiale zwei zusammenfallende Lésungen ergeben, so muss eine 
14-reihige Determinante verschwinden, deren Kern aus den Coefficien- 
ten von (11) gebildet ist. Aus derselben lisst sich dann der Factor 


fia fie fis fia % | 
for foe fos fey % 
Q—=| fs: fee fos faa % 
far faa fas faa % 
@ @ @ a O 
absondern, welcher sich auf die Punkte der Riickkehrcurve von 9, 


bezieht. Einfacher erhalt man indessen die Determinante mittels der 
Gleichungen 


Cd i Cat i — a 
(12) 2} (ayaa, 40 + Fypam, A) =O Bye F134, 
welche das Vorhandensein einer nach der Richtung dy stationiiren 
Ebene auf der Flaiche 9, ausdriicken. 
Setzt man noch zur Abkiirzung 
Ca ” a a 
Dy, da, hes Dyay, ht = fits dy, he 








und eliminirt aus den Gleichungen (12) und (2) sowie aus den beiden 
Relationen 
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Dude, in 6, > bidys an, 


also im ganzen aus 10 linearen Gleichungen die Differentiale, so ent- 
steht mit Benutzung der willkiirlichen Coefficienten c; die Resultante 


fi fis fis fis fir fia fis fi h C; | 
fn fir fis fas fa fea fas feu fe &%| 
fu fsa fis fx for fos fos fu fy ¢| 
fa fee fis fia fa fis fs fia fy | 
it fat fst fa his hie his hia 0 0} 
fiz fe foo fae ft fe tes fy 9 9! 
fis fs fos fis fu for fas fo 9 | 
fia fi fu fa fu fa fa fa % 0} 
'B, & BB 9 9 0 9 0 O| 
(0 0 0 0 a aw a a O O| 





welche sich nach Absonderung des Factors «, auf die Gleichung 
fa fe fis fis fi fia fis fia & 
fu fee fas fos fu fea fos fa % 
fu foe fas foe for fox fs fo es 
fi fa fis faa fa fs fis fu & 
(13) =f fa fa fat fia fe fis fia 9 
fis fee hss fis hos fo fos fog 0 
“ee 2 2 ee oe 

0 

0 





£Ag£ it ia & 
l6; B B B 9 0 0 O 


reducirt. TT = 0 ist daher die Bedingung fiir einen parabolischen Punkt 
der Fliche ®,. Da man aus TT noch den Factor B,c, absondern kann, 
so enthilt dieselbe die Variabeln x im Grade 


4(m—2) + 3m; 
3(n—2) + 4n — 2. 

Und so ergiebt sich als Classe der parabolischen Ebenen 
(14) c = (7Tm—8) mF + (Tn—8) (n—1)® 

+ [(7m—8) (n—1) + m(in—8)]E, 
wihrend die Ordnung der parabolischen Curve durch die Formel 
(15) 6 = (7n—8) O + (Tm—8)E, 
gegeben ist. 





die y im Grade 
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Eine thnliche Untersuchung lisst sich iibrigens auch in Bezug 
auf die allgemeinen in § 1 betrachteten Formen anstellen. Man erhiilt 
dann fiir die soeben bezeichneten Charaktere die beiden Formeln: 
(17) (¢)—=4(M—4)? F+ 4(N— 1)(N—2)0+4E(M—4) (2N—3) — 2), 

(o’)—=4(N—2)0+4E(M—4), 
dureh welche zugleich die in § 1. erhaltenen Resultate bestiitigt 
werden. 

Ich bestimme nun die Anzahl der Spitzen der Riickkehrcwrve von 
®,. Bezeichnet man die Differentialquotienten der Form R, welche 
die Riickkehreurve charakterisirt, durch R;, so muss nach den Aus- 
einandersetzungen des § 2 fiir eine Spitze derselben die Determinante 


fia fie fis fra % By 

for for fos fea % Be | 
far foo fsx fox By | 
fu Sar fas faa % By | 
R, R, RB; Ry O 0} 
1%. Yo % % O O| 





fiir willkiirliche Werthe der a, 6, y verschwinden, falls die /,, (2, /3, f,, 
R Null sind. Man erhilt nun 
if fie fis % Bi | 
ifr foe fog % Be 
tP N=! fy, fy fos % By Ye- 
BR, RB, 8 90-0) 
0 0 0 a Bp 
Daher verschwindet A, sobald die Matrix 
fi fas fas R, 
hie fe fe BR, 
fis fa fos Re 
verschwindet. Es geschieht dies aber fiir die Werthe, fir die 
|\R, R, RB, 
for fre fas 
fs: fee fs 
gleich Null ist, deren Zahl 
a=(5m — 13)(3m—8) F+ 15n? o + [(5m — 13)3n + (3m—8)5n]E, 




















ist, da das Verschwinden von R schon das aller ersten Unterdeter- 


minanten der Functionaldeterminante 








a —_— ry 
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| feel, 
involvirt. Von diesen Lésungen aber sind zuniichst die des Systems 
i=9, f=h=h=-f7,=90, R=O, 
zu entfernen, deren Anzahl 
é== (3m—38) F + 3nE, 


ist. Ferner hat man noch diejenigen Lésungen auszuscheiden, fiir 
welche die Determinanten 
yy Bay Wy. 


l fu foo fs || 


vermége R =O verschwinden, falls 2, nicht Null ist. Bringt man 
nun die geriinderte Determinante Q (12) in die Form 


der Matrix 








a. 6 fi fre fis 
st | fa fa tal, 
te to ts 


so erkennt man, dass R verschwindet, wenn die Determinanten u,, u,, ts 
verschwinden, was fiir 
yn = 3(m—2)? F + 3n?o + 6(m—2)nE, 
Punkte geschieht. Aber unter diesen sind wieder diejenigen aus- 
zuscheiden, bei denen x, = 0 ist. 
Nun folgt aus den Gleichungen (1) fiir 7, = 0 
Lf o5 + L2foo + Lyfe = 9, 
Uf, + ofs2 + Xyf35 = 9, 


Ly Uy — 4, =O, 
Us — &,U, =O, 
so dass die-Aunahme uw, = 0, 2, = 0 auch das Verschwinden von u, 
und w, nach sich zieht, da die Gleichungen (1) mit u, = 0, 2, = 0, 
“2, = keine gemeinsamen Lésungen besitzen kénnen. 
Die Zah] der aus y auszuscheidenden Liésungen betrigt also noch 
d = 2(m—2)F + 2nE. 
Demgemiiss findet man 6, wenn man das Aggregat 
a—e—y+d 
bildet; mithin als Zahl der Spitzen der Riickkehrcurve 
(16) B = (5m—14)(3m—8)F + 12n?@ — (m—2) (3m—8)F 
+ [(6m-—14)3n + (3m— 8)5n — 6(m—2) n + 2njE. 
Nach den Formeln (5), (6), (7), (8), (9), (10), (14), (15), (16) hat 


man also, unter Anwendung der bekannten Bezeichnungen 


oder 
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a =(n—1)0+ mE, 
c =3n0O-+ (3m—8)E, 
j vend 0, 
4 =0, oa=0, 
n =m F + (n—1)?O + 2m(n—1)E, 
= m(3m—8) F+ 3n(n—1) O + (6mn—8n —3m-+ 8)E, 
¢ =(Tm?—8m)F + (Tn? —15n+8)0+ (14mn—15m—8n-+8)E, 
’ == (7In—8)O + (Tm—8)E, 
n* =, 
B = (12m?— 68m+ 96) F + 12n?® + (24mn—68n)E, 
r = (9m? —36m+32) F+(9n?—6n) 0+ (18 mn — 6m—36 n-+ 16)E. 
Aus diesen Zahlen erhilt man die weiteren Singularitiitenanzahlen von 
%,, so z. B. 
x = 4m(m—2)F + 2(2n?+3n+1)0 + 2E(4mn—3m—4n+4), 
2b = 0(O— 1) — O10(n— 1) — E(10m—24), 
wahrend die tibrigen, wie z. B. 9, y, ¢ aus den Gleichungen 
9 = a(O— 2) — x — 26, 
y =c(O— 2) — 26 — 48, 
3t = (b—3c) (®—2) — 9 + 66+ 108, ete. 
bestimmt werden. 
Fiir die Fliche F, kann man dagegen die entsprechenden Zahl- 
werthe einfach aus § 1 entnehmen, und findet so 
a, = (4m—5) F+ 4(n—1)E, 
jy =6(m—1)F + (6n? — 162+ 10)0+4(m—1) (8n—4)E, 
nm, = 16(n—1)*O+ (4m —5)? F+8(n—1)(4m—5)E—j,, 
ec, = 4(4m—5)(4m—6) F+ 64(n—1)?®-+ 16 (m—1)(8m—11)E — 2), 
n,* = F. 


Man kann die gefundenen Werthe in verschiedener Weise priifen. 
Zunichst findet man fiir die erste Geschlechtszahl von 9%, 


p=n —2a+r—2ce+ 30, 


den Ausdruck 
(10 m? —36m + 32) F + (10n?— 16n+ 6) 
+ [20mn— 16m — 36n+ 32)E, 
und bestiitigt, dass derselbe gleich dem entsprechenden Ausdrucke 
n, —2a,+3F 
fiir die Fliche F, wird. In derselben Weise ergiebt sich fiir das 
Flachengeschlecht von 9, 
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24(P+1) = ¢ — 12a + 240 + B + 3r — 15c + 2e, 
der Werth 
(52 m? — 200 m + 192) F’ +- (52n?— 96 n-+- 44) 
+ (104m n—96m—200n-+ 192)E, 
welcher wieder gleich der Zahl 
¢,, — 12a, + 24F 


wird. Und man hiitte natiirlich die beiden durch die Gleichheit der 
beiden Geschlechtszahlen gegebenen Relationen zur Berechnung von 
ry und B benutzen kénnen; doch war es wegen der weiteren Anwendungen 
erforderlich, diese Zahlen direct zu bestimmen. 

Kine weitere Bestiitigung gewinnt man durch das Geschlecht der 
Riickkehrcwrve, welche eindeutig auf die auf F, liegende Curve 


R=0, fK=h=-h=A=9, 

bezogen ist. Nach den Formeln des § 2 findet man 
L, = (8m—8)F + 3nE, 
A, = 3n® + (8m—8)E, 


2p — 2 = (3m—8) (Im—16)F + 3n® 
+ [3 (7m — 16) + (3m—8) (Tn -- 4)]E, 
was mit dem aus den Zahlen r, 8, c folgenden Werthe von 2p — 2 
iibereinstimmt. 

Endlich kann man bemerken, dass die Zahl i, vermége der Formel 

3r+c—B+2i—5e6=—0, 
sich gleich Null ergiebt, wie tibrigens vorherzusehen war, da zum 
Auftreten der mit ¢ bezeichneten Singularitit speciellere Bedingungen 
erforderlich sind. 

Die entwickelten Formeln scheinen in zwei Fiillen nicht mehr 
giiltig zu sein. Wenn nimlich » = 1, so verliert die bei der Unter- 
suchung der parabolischen Curve gebrauchte Covariante TT ihre Be- 
deutung. 

Man hat dann 


b= Sn, f= Sn, 


so dass die Gleichung der Fiche F, durch die gleich Null gesetzte 
Functionaldeterminante J der gq, dargestellt wird, welche vom Grade 
4(m—1) ist. Die Bedingung einer Haupttangentenrichtung auf 9, 
wird nun nach (11a) 


also 


’ Fn 
a Yn Ga,0a, dijdm =, 
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also die Bedingung, fiir einen parabolischen Punkt dieser Fliche, 


wenn 
P On ne 
> in Fa00, = (tk), 


gesetzt wird, 


(11) (12) (13) (14) z 
(21) (22) (23) (24) ¢, a 

(18) (31) (382) (83) (34) ¢, ae ai 
(41) (42) (43) (44) « ee | 
Cy Cy C3 eq 90 90 
a 








Diese Bedingung lisst sich aber in folgender Weise umformen. Man 
erhilt namlich fiir die Differentialquotienten der Functionaldeterminante 


die folgende Relation 





OM: O%2 Os aos 
Oxy Ox, Ox, Ox, (71) 
| 2: 2% On 2% (V9) 

ad OX, CE Ok, OX, 
aa, Y—| 2% O92 0% 0%: (73)|- 
” im, Om 0m, Oa “*) 

Os Oe O®s OM , 

jo in i 





Cy Cy Cs C4 0 | 


Bezeichnet man nun die Coefficienten der letzten Verticalreihe in der 
Determinante auf der rechten Seite durch y,, 4, 43, 4, 80 erbilt man 


od : 
Ge, = Dw. 


Denkt man sich diese Werthe von rac in der Form (18) substituirt, 
i 


so nimmt sie die Gestalt an 


(11) (12) (13) (14) « 0 
(21) (22) (23) (24) « 0 
(31) (32) (33) (34) « 0 
(¢y)? | (41) (42) (43) (44) « 0 


C Cy C3 C4 0 (ey) 


ad 
0 0 OO O (e) (cy) >" ns oa 
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welche, da der von den (ik) gebildete Kern der Determinante wegen 
der Gleichungen /; = 0 verschwindet, sich in 


69, @% G9, bm OF 

0%, 0% C% O% Om 

oo co om eos td 

; Le X» Lp Dy Ts 

) >" OY +) 39, do, an a. @F |=+S—0, 
y ‘ Y | Oa, Ons 0 a, Oats Oat y 

09, Oo O93 Om, OF 


Ox, On, 0 x, 0 co é x, 
Cc Cy Cs Cy 0 




















verwandelt, welche Gleichung in den x von der Ordnung 7m — 8 ist. 
Nun liefert das die Ordnung der parabolischen Curve bestimmende 
System von Gleichungen 

y=0, f=-h=-f=-f,=—9, S=0, 
6(m— 1)? (7m—8) Lésungen, aus welchen aber noch die des Systems 

y=0, y=0, f=h=—-hK=—f=9, 
mit 4(m--1)* Lésungen auszuscheiden sind. Demnach ist die Ord- 
nung der parabolischen Curve 

6 = 2(m—1)*[3(7m—8) — 2(m—1)] 
welche Zahl mit dem in (15) gegebenen Werthe fiir » — 1 iiberein- 
stimmt. Die entwickelten Formeln sind daher auch fiir » = 1 noch 
giiltig. 
Auch fiir m = 2 treten in den obigen Resultaten nur ganz un- 

wesentliche Aenderungen ein. Man findet dann 


® = 4n, 

a= 4n(4n—1), 

c=Q, 

n = 16n> + 4n(n— 1) 4+ 24n?(n—1) 
b=0. 


Die Classenzahl n’ deutet auf 10n* Doppelpunkte der Fliche ,, in 
welche sich die Doppelcurve (6 = 0) zusammengezogen hat. In der 


That, da 
> a Lj Ley 


wo die aj, = a; beliebige Functionen m'** Grades der y sind, so wird 
die Gleichung der Fliche © durch die gleich Null gesetzte symmetrische 
Determinante der a,, ausgedriickt. Derselben kommen aber bekannt- 
lich 10n* Doppelpunkte zu; diesen entsprechen gerade Linien auf der 
Flache F,, lings denen die Tangentenebenen sich jedoch im allgemeinen 
nicht weiter ausgezeichnet verhalten. 
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Ich erwahne endlich die analogen Verhiiltnisse in der Ebene. 
Zwei ebene Curven C,, 1, deren Pliicker’sche Zahlen in der gewohn- 
lichen Weise, nur mit dem Index x, y versehen, je nachdem dieselben 
zu C, oder [, gehdren sollen, bezeichnet werden, seien durch die 
biterniiren Gleichungen 


f,=9, Lh=9, f=9, 

eindeutig auf einander bezogen, welche in a, y beziiglich von den 
Graden m;, »; sind. Dann sind die Ordnungen 

Nz = M, Ny Ny - M, N, My + My N, Ny, 

Ny = N, MyM, + RN, M, Mz + Ny M, Ms. 
In Verbindung mit einer vierten Gleichung, welche die x, y im Grade 
m,, n, enthilt, erhilt man nach § 2 

Ms Ne + Ny Ny 

Lésungen. Demnach ergiebt sich, falls 


m, + m, + m, = M, 
nm, +m +n, =N, 
gesetzt wird, fiir die Classe der Curven 
mM, = (M—1)n, + (N —3)n,, 
m, = (N—1)n, + (M—3)n,, 
wihrend die Zahl der Spitzen im allgemeinen Null ist, so dass das 
Geschlecht 
2p — 2 = (N—3)n, + (M—3) nz. 
wird. Verschwindet dagegen die Determinante 
oh bh Oh 
| Oxy, OX, Ou 
dh eh ahr 
Cx, OX, Ox; 
Of, Oh @hs 
| Ox OX, O02, 
ay Ay a, 0 


C 


Cy 


C3 





unabhiingig von den a, c, so erhilt die Curve [, eine Spitze. Sind 
insbesondere die /; partielle Differentialquotienten einer Function f vom 
Grade m+ 1, » in a, y so erhilt man 


Ny, = 3n?m, 
Ny = 3m? n, 
By = 12n?(m—1)m, 


m, = 3nm(2nm-+n—m), 
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2p —2=9nm[2nm — (m+n)], 
d, = 3mn[3m'n — 14mn + 110}, 
ty = 3mn[1l0mn — 6m — nn]. 


§ 4. 
Zur Polarentheorie der algebraischen Gebilde. 
Es soll im folgenden angenommen werden, dass die vier Glei- 


chungen Zt = zugleich in der Form i= 0 geschrieben werden 
ij ij 


kénnen. Alsdann sind die Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
auch auf die Fliche F, zur Anwendung zu bringen, und die betreffen- 
den Singularitiitenzahlen ergeben sich einfach durch entsprechende 
Vertauschung. Setzt man m-+ 1 statt m, so dass nunmehr m und n 
die Grade sind, in welchen die Variablen x und y in den definirenden 
Gleichungen 


of _ 6p 
() Ga, — Oy? 


eingehen, so erhilt man fiir 9, 

a =2nm?(5nm—2m+3n), 

c = 30n?m? (m — 1), 

n = 20m? n?(mn-+-n—m) + 4mn (n?-+-m?—3 mn), 


6 = 10mn(5n?m?—2n?m—2n’), 
6 = T0n? m> — 32nm> — 6n?m?, 
& = 160m n> + 60m?n® — 150n?m> + 32nm> — 4mn* — 42m? n?, 
B = 40n*m (6m? —11m-+4), 
y = 20mn?(10m'?n — 10mn—3m?+n+3m); 
und fiir die beiden Geschlechtszahlen 
p = 40m?n? (5nm — 4(m-+n)) 
+ 24mn(n?+m?+4mn), 
24(P+-1) = 40m?n? (26mn — 24(m-+n)) 
+ 16mn(11(n?+ m?)+36 mn), 
deren Symmetrie in Bezug auf m, wieder den Satz von der Erhaltung 
des Geschlechtes bei eindeutiger Transformation ausdriickt. 
Ich behaupte nun, dass diejenigen Formen, welche den Bedingungen 
(1) geniigen, Polaren einer Form ¥ sind. 
Aus den Gleichungen (1) folgt nimlich fiir beliebige j, k 
(2) ee ae ae 
0%; 04, OY; OY OX, 0Y; 
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Geniigt umgekehrt die Function f diesem Systeme von partiellen Dif- 
ferentialgleichungen, und zwar so, dass sie die x, y homogen in den 
Graden m,n enthilt, so hat man 


>» Ss. =a > . oe 
J (* ou,09, ) =m ou = j (% Oa, Oy, ) 
ae a, Of\_ of ’ 
OX, daa OY; OY, 
also, falls ; Ya OC wn  gesetzt wird 
ae m+ 1 4 Oy; * 
of se 0g ’ 
OY; Ou, 
Die partiellen Differentialgleichungen (2) charakterisiren daher die Formen 
{ der verlangten Art volistindig. 
Ich betrachte nun zuniichst eine in « lineare Function /, welche 
den Gleichungen (2) geniigt. Alsdann findet man sofort: 
Die einzige in x lineare Function /, welche den Gleichungen (2) 
geniigt, ist von der Form 


. , 0 
f= > ou; ate, 


wo @ eine beliebige homogene Function der y ist, d. h. sie ist die 
erste Polare einer Form @ in Bezug auf x. 
Denn setzt man 


f= a (2 Wi), 


so ergiebt sich aus 2) 
Ov; OW, 
Ou, oy,’ 
mithin sind die y; partielle Differentialquotienten einer Form @. 
Ich nehme nun an, dass auch fiir alle Formen, welche x im 
n — 1" Grade enthalten, bereits bewiesen sei, dass sie » — 1" Polaren 
einer willkiirlichen in y homogenen Form @ sind. Alsdann ist es 
leicht zu zeigen, dass der Satz auch fiir Formen n'* Ordnung giiltig 
sein muss. Hierzu leitet die Bemerkung, dass aus 2) folgt: 
of of 
—— —— 
Fin _ Foe 
02, 0Y, Ox, 0y;’ 
so dass, wenn die Gleichungen 2) fiir ein gewisses f bestehen, sie 
auch fiir die Differentialquotienten beliebiger Ordnung giiltig bleiben. 
Ist demnach f eine in den « homogene Form n'* Ordnung, so sind 
die i n— 1 Polaren einer Form y,, zufolge der eben gemachten 
h 


Voraussetzung. Setzt man also 
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P as %, 
Pn—1 OYp, OY», eee OY, ? 





so wird aus der Bedingung 2) 
{ a , a", 
Ly,Ln, °° * ooo o> = = (), 
4 PivPo Pn—1 ( OY», pictus OY, 4 Oo” Op, oon OY, 19% ) 


Da diese Gleichung fiir alle Werthe der « erfiillt sein muss, 
so folgt 


a ne 
OYp, OYp, °° OY, _, | OM 
Hieraus ergiebt sich 
av, 
OU”, 


wo die rechte Seite eine in den y homogene Function bedeutet, welche 
héchstens von der » — 2" Ordnung ist. Aber die y sind, ihrer 
Bedeutung zufolge, mindestens von der Ordnung ». Daher kann die 
Gleichung nur bestehen fiir G,, = 0. Mithin wird 

on oe. 

Wr — a”, ? 


und somit erhilt man 
nf = "a, 
wie zu zeigen war. 
Ich erwiihne kurz die Folgerungen, welche nunmehr sich fiir die 
Theorie der Polaren aus den Betrachtungen des § 3 ergeben. 
Wird f gleich der K'*" Polare von y in Bezug auf das allgemeine 
Gebilde 
(az)" = 0; 
mithin 
f=ar* a, 
so wird 


g = art att, 
also die m — k — 1" Polare von x, wobei 
oe eee a | 
n—-k @u;, k+1 = @y; 
Die obigen Zahlwerthe finden daher unmittelbar Anwendung auf 


die Polarentheorie, wenn statt m+ 1, m beziiglich n —k, k ge- 
setzt wird. 
Die Curve C,, gebildet von den Punkten y, deren k* Polaren 
f =0 in Besug auf eine allgemeine Curve n' Ordnung einen Doppel- 
punkt haben, ist also eine Curve der Ordnung 3k(n—k—1)*, die 
26° 
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kt Steiner’sche Curve S,, wiihrend der Ort der Doppelpunkte selbst 
eine Curve der Ordnung 3k?(n — k — 1)*), ist, die k* Hesse’sche 
Curve H;. Beide Curven sind eindeutig auf eimander bezogen, ihre 
Geschlechtszahl 2 — 2 ist ausgedriickt durch 
3(n — k — 1) ((2k — 1) (n — 1) — 2k]. 
Auf der k*" Steiner’schen Curve liegen 
12k?(m — k — 1) (n —k — 2) 
Spitzen und 


= k(n —k — 1) (mn —k—2) [3m —k — 1y — 9 —a —1) — 


Doppelpunkte, sowie 
3k(n — k — 1) [10k(n — k — 1) —6(m —k — 1) — 4] 
Wendungen. 
Die Tangente von S, ist im Punkte y gegeben durch 


of 
2 a aun ): 
Po * On, * 


die von H, im correspondirenden Punkte x durch 


Op 
a & 02, = 0. 


at — == a,;o,, also auch a,—0 
——_ ad ‘ 


Hat nun §; eine Spitze, so ist F) 
t 


Dann ist zugleich 
a = Ay ay, > * i = a, &,, 
und man hat den Satz: 

Hat die k Steiner’sche Curve eine Spitze im Punkte y, so hat auch 
die ke Polare von y im eugehirigen Punkte x der ke He: ’-chen Curve 
eine Spitze, deren Tangente mit der Tangente der letzteren eusammenfallt, 

Achnliches gilt fiir die Singularitiiten der ke Hesse’schen Curve. 
Insbesondere ergeben sich fiir k = 1 die bekannten Anzahlen fiir die 
gewohnliche (erste) Hesse’sche und Steiner’sche Curve **). 

Und ebenso erhilt man folgende Siitze fiir die Polaren einer all- 
gemeinen Ordnungsfliche. 

Der Ort der Punkte y, deren k Polarfliichen ay-*ak = 0 einen 
Doppelpunkt haben, ist die k Steiner’sche Fliche S, von der Ordnung 
4k(m — k— 1)*, der Ort der Doppelpumkte selbst die k* Hesse’sche 
Fliiche H, von der Ordnung 4k®(n — k — 1). Auf Sy liegt eine Doppel- 
curve von der Ordnung b, die zu ihren Punkten gehirigen ke Polaren 

*) Diese Bemerkung findet sich auch schon bei Salmon, Theorie der 


hdheren ebenen Curven, 8. 429. 
*) Vgl. z. B. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen. 8S. 368 ff. 
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haben zwei Doppelpunkte, zu denen fiir die t dreifachen Punkte der- 
selben noch ein weiterer hinzukommt. Den Punkten der Riickkehrcurve c 
von S; entsprechen Polarflichen mit biplanarem Knoten B,. 

Da in diesem Falle 


= ,= Fe 
% — «; By + 0, Bi -—— 0y,02, ? 
so wird das Product der Tangentenebenen des biplanaren Knotens 
der ke" Polarfliche 
«,B, = 0. 


Und da a, B, + a, B, = 0 ist, so wird a, = 0, B, = 0; d. h. die 
Axe des biplanaren Knotens geht durch den zugehérigen Punkt x der 
kte> Hesse’schen Fliiche. Ferner ist die Tangentialebene der letzteren 


Daigne 


at, By + ty B, = 0. 
Das heisst: Hat die k'* Polare eines Punktes y von §;, einen biplanaren 
Knoten in dem sugeordneten Punkte x der Hesse'schen Fliiche, so ist 
die Axe desselben zugleich Tangente der letzteren im Punkte x. 

Den Spitzen B der Riickkehrcwrve entsprechen  specielle biplanare 
Knoten, und zwar liisst sich leicht zeigen, dass diese Knoten von der 
Art B, sind. 

Ich gebe im folgenden einen analytischen Beweis dieser Behauptung, 
die iibrigens aus allgemeinen Ueberlegungen erkannt wird. Die Spitzen 
der Riickkehreurve 


oder 


fi fe fis fia % 

| fer fee fos fey 

R= | fs: foe fas fea % 
fu fee fis faa % 


CG C C G& O 





fiir welche /;, = a; 8, + a,8; wird, sind bekanntlich definirt durch 
das Verschwinden der Determinante 


fia fie fis fia Pr | 
for foo feos fea Pr % 
for foe fos fea Ps 4% 
fi fo fas faa Pa 
R, Rk, R, Rh O 0} 
Ct Ct & O O| 
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, 
oR 
0x, 
diese Determinante ist, wie eine einfache Reduction zeigt, gleich dem 
Producte der beiden Determinanten 


(pq a B) (Rea B). 
Man findet andererseits ohne Schwierigkeit fiir R, die folgende 
Darstellung 


fiir beliebige Werthe der p,q, c, falls 


= h, gesetzt ist. Aber 


fur fier fise fir C, @& 8B, 

| fare feat fos: fear Cy a, B, | 

| fare fee fase four Cy Bs | 
R, = | far faa fase far Cy @ By , 

| & & €& & O O O | 

| a @ @ @ O O | 

| 


0 
|B B B B, 9 VO O 


oder, wenn man die in (Rea) enthaltenen Unterdeterminanten 
(ce a B) durch € bezeichnet, 


R, = - fini & &, 


mithin wird die Bedingung fiir die Spitzen der Riickkehreurve 


D> finihiii=0. 


Dies sagt aber aus, dass die Axe des biplanaren Knotens dreipunktige 
Tangente des letzteren ist, oder dass der B, der Polarfliiche in einen 
B, iibergeht. 

Andererseits ist oben die Zahl y der Punkte bestimmt, in denen 
sich die (stationiren) Punkte der Doppelcurve mit der Riickkehreurve 
begegnen ; die Polarfliche erhilt dann einen B, und einen weiteren C,. 
Dagegen findet keine Begegnung zwischen der Doppel- und Riickkehr- 
curve in nicht singuliiren Punkten derselben statt, da i= ist; in 
der That kénnte diesem Verhalten auch im allgemeinen keine Singu- 
laritéit der ke" Polarfliiche entsprechen, 

Die entsprechenden Eigenschaften finden fiir die Punkte der 
kes Hesse’schen Fliche statt. 


§ 5. 
Die Hesse’sche Flache und ihre conjugirte Kernfliche. 


Kin besonderes Interesse verdient die Betrachtung der (ersten) 
Hesse’schen Flaiche H und ihrer conjugirten Kernfliche S. Ich gebe 
daher im folgenden eine analytische Theorie derselben, welche einer- 
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seits die friiheren Resultate bestiitigen, andererseits zu neuen fiibren 
wird. 

Ks sei f eine homogene Function n'* Ordnung in den Variabeln 2. 
Alsdann reprisentiren die Gleichungen 


(1) > (vifu) =0, k=1,2,3, 4; 

die Beziehung eines Punktes x und seines conjugirten y auf den beiden 
Flaichen H und S. Aus (1) folgt 

(2) Yi te = WH, 

wenn man mit H,, die entsprechende Unterdeterminante der Hesse’- 
schen Form H bezeichnet. Aus den Gleichungen (1) folgt ferner 


(3) > fudu + > farydn =o, 
und durch Multiplication mit den 2 und Summation iiber & entsteht 
=> 
(4) > fidys =, 
als Gleichung der Tangentenebene von S, und durch entsprechendes 
Verfahren mit y; 
7 , 
(5) . Yi Yr fix da, = 0, 
ais Gleichung der Tangentenebene von H, wie denn iiberhaupt die all- 
gemeine Gleichung 


H 
H,; = i ~ > Hikfixe; 


vermoége (2) sich in der Form 


H= >) vim finn b= 1,2,3,4 
schreiben lasst. 
Nun entspricht dem Punkte z von H der conische Polarkegel K, 


= % 2efix =O, 


mit der Spitze in y; dem Punkte y von S die Polarfliche n— 1" Ordnung 


> vh=9, 


welche in x einen Knoten hat, dessen osculirender Kegel K, durch 


die Gleichung 
P #2 Yi fixi =O 


dargestellt ist. Die Tangentenebene T, von S ist die Polare von x 
in Bezug auf K,(oder auch die Polarebene in Bezug auf die Fliche 
f = 0); die Tangentenebene T, von H die Polare von y in Bezug auf 
den Kegel K,. Man kann daher K, und K, als conjugirte Kegel be- 
zeichnen. Der Richtung dx aut H entspricht die Polarebene 
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> «far ydr = 0, 


in Bezug auf K,; der correspondirenden Richtung dy auf S die 


Polarebene 
a Zi fir dy, = 0, 


in Bezug auf K,. Zufolge der Gleichungen (1) sind diese beiden 
Ebenen identisch. Also folgt: 

ZLugehirige Fortschreitungsrichtungen auf H und S in den corre- 
spondirenden Punkten x und y sind die Polaren der Ebenen des Ebenen- 
biischels mit der Axe (xy) in Besug auf die conjugirten Kegel K, 
und K,. 

Als Bedingung der Haupttangentenrichtungen von S erhilt man 
nach § 3, (11) 


(6) > fdady. = —> wi fiarder da, = 0. 


Daraus folgt: Die beiden von einem Punkte x auf H auslaufenden 
Richtungen &,, §&, welche den Haupttangenten des correspondirenden 
Punktes y auf S entsprechen, werden durch den Kegel K, aus der 
Tangentenebene T, der Hesse’schen Fliiche ausgeschnitten. 

Die Tangentenebenen an K;, lings der Geraden &,, & gehen aber, 
wie zuvor bemerkt, durch den Punkt y und ihre Polaren in Bezug 
auf K, sind die Haupttangenten von S im Punkte y, Um also die 
Haupttangenten in einem Punkte y von S zu erhalten, lege man durch 
y die beiden Ebenen, welche die Tangentenebene von H in z in den 
Geraden &,, § schneiden, die dem Kegel K, angehéren. Diese Ebenen 
beriihren K, und schneiden auf der Ebene T, zwei Gerade »,, , aus, 
und die gesuchten Richtungen sind die vierten harmonischen zu den 
beiden Durchschnittslinien von K, mit T, und je einer der beiden 
Geraden 4. 

Fallen die beiden Tangentenebenen von y an den Kegel K, zu- 
sammen, so ist dasselbe mit den Haupttangenten von S der Fall. 
Dies ist aber nur méglich, wenn die Tangentenebene der Hesse’schen 
Flache den zugeordneten Punkt der Steiner’schen Flaiche enthilt, 

Fiir einen parabolischen Punkt von S, der durch die ebengemachte 
Bemerkung schon vollstindig charakterisirt ist, muss nach (6) die 
Determinante*) 


*) In dieser Determinante sowie allen folgenden ihnlicher Art bedeutet 
stets der Index ¢ vier horizontale, der Index k ebensoviele verticale Reihen, so 
dass also die im Texte erwiihnte eine 6reihige ist. Summationszeichen beziehen 
sich immer auf alle doppelt auftretenden Indices. 
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> telus Hi 


Hi 0 0} 
Cr 0 0 


fiir beliebige Werthe der c verschwinden, welche man auf die Form 


(4) — ~ isi (Hi yi) 


bringt, falls zur Abkiirzung 


(8) [e]-|2 nf" 


gesetzt wird. Die Determinante (8) bezieht sich aber auf die Riick- 
kehreurve von S. Und so hat man: 

Die eigentliche parabolische Curve der Steiner’schen Fliiche, d. h. 
diejenige, welche die Punkte hyperbolischer und elliptischer Kriimmung 
von einander scheidet, ist durch die Bedingung 


a (H: ¥%) = > Yi Ye Yifinr = O*) 


ausgedriickt, d. h. durch den Umstand, dass die dritte Polare eines 
Punktes x der Hesse’schen Fliiche durch den zugeordneten Punkt y der 
Steiner’schen Fliiche geht, oder dass die Tangentenebene der Hesse’schen 
Fliiche durch den sugeordneten Punkt der Steiner’schen Fliiche geht. 
Umgekehrt muss also der Punkt « der Hesse’schen Fliche auf der 
n — 3' Polare von y liegen**). Ausserdem enthilt, wie bekannt, 
S 10 (m — 2)° gerade Linien mit constanter Tangentialebene, welche 
den 10 (» — 2)° Knotenpunkten von H entsprechen, und eine doppelt- 
ziihlende parabolische Curve bilden, lings deren die Kriimmung von 
S nicht wechselt. Diese 10 (m — 2)’ singuliiren Ebenen von S§ sind 
pinch- plans von besonderem Charakter. © 

Der eigentlichen parabolischen Curve auf S, welche im folgenden 
durch P, bezeichnet werden soll, entspricht eine Curve P, auf H, welche 
als Beriihrungscurve der Flache 11m — 24‘ Ordnung 


pa (Hi ys)? = p HH yiye = > H; Hi Hi, = 0, 


fix Hi| 
H; 0 
mit H sich darstellen lasst. Daraus folgt: 


oder 


(9) >= 





= 0 








*) Wie man sieht, gilt dieser Satz tibrige:.s fiir eine Form f von beliebig 
viel Variabelen,. 

**) Bei den Flichen vierter Ordnung muss also jeder der beiden Punkte x 
und y auf der ersten Polare des anderen liegen. 
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Die Fliche, welche nach Salmov und Clebsch*) die Fliche 
f =0 im der Curve der vierpunktigen Beriihrung schneidet, beriihrt die 
Hesse’ sche Fliiche H lings derjenigen Curve P, von der Ordnung 
2(n — 2) (11m — 24)**), welche der Curve P, auf der Steiner’schen 
Fiche eindeutig entspricht. 

Da die Covariante @ (9) in den Knotenpunkten von H dreifache 
Punkte besitzt, so folgt***): 

Jede der 10(n — 2)3 Geraden auf S wird von der Curve P, in drei 
Punkten getroffen +). 

Die Geraden (xy), welche zugeordnete Punkte der Curven P,, P, 
verbinden, sind Tangenten von H in den Punkten x. Sie beriihren 
aber die letetere Fliiche nach derjenigen Richtung, welche der para- 
bolischen Tangente von S entspricht. Denn die Bedingung einer statio- 
niiren Ebene von S ist nach (5) 


(10) > (fixdex) = efi, i= 1,2,3, 4; 
setzt man nun 


(11) diy = WX, + VYk, 
was wegen der Gleichungen 


aS Ha=0, S Hae =—0, S' Hy =0 


gestattet ist, so werden die Gleichungen (10) erfiillt, sobald man 


(n— l)u=e 
setzt; die parabolische Tangente dy von S aber ist vermége der Glei- 
chungen (3) und (11) durch 


(12) > fady+vt—0, k=1,2,3,4 


charakterisirt, also die Polare der Tangentenebene T, von H in Bezug 
auf den Kegel K, Und aus dem friiher bemerkten folgt noch, dass 
der Kegel K, die Ebene T, lings der Geraden (y) beriihrt. 

Umgekehrt enthilt die Ebene T, im Punkte y nur dann den zu- 
gehérigen Punkt x, wenn f = 0 ist. Dann ist sie aber zugleich 
Tangentenebene von f in jenem Punkte, was auf den bekannten Satz 
fiihrt, dass die parabolischen Ebenen von f zugleich die Fliche S 
umhiillen. 

Bei der Fliche dritter Ordnung f = 0 fallen, wie bekannt, S und 
H zusammen. Gleichzeitig aber sagt die Bedingung der parabolischen 


*) Vgl. Salmon-Fiedler, Geom. d. Raumes. § 475. 
**) Die Ordnung von P, ist schon von Biicklund angegeben, a. a. O. Nr. 108. 
***) Ueber eine andere Singularitiit von ® siehe den Schluss dieses Paragraphen. 
+) Diese Punkte sind, wie das Beispiel der F'; zeigt, einfache Punkte 
von Ps. 
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Curve P, aus, dass der parabolische Punkt von S auf der Fliche f = 0 
liegt. Und so hat man den von Herrn Bauer hervorgehobenen Satz: 

Die allgemeine Fliche dritter Ordnung und ihre Hesse’ sche Fliche 
schneiden sich gegenseitig in den vollstindigen eigentlichen parabolischen 
Curven*). 

Ich erwihne noch die Folgerungen fiir die Curventheorie, Den 
parabolischen Punkten der Steiner’schen Fliche entsprechen hier die 
Inflexionspunkte der Steiner’schen Curve. Diese Punkte y sind da- 
durch charakterisirt,-dass die dritte Polare eines Punktes x der Hesse’- 
schen Curve durch sie geht, wnd diese Punkte x sind sugleich die 

3(n — 2) (4n — 9) 
Beriihrungspunkte der Curve 2(4n — 9)" Ordnung 
fix Hi : ; 
H. 0 pom, tj k=1,2,3 


mit der Hesse’schen Curve; Tangenten der letateren in diesen Punkten 
sind die Geraden (xy). 

Die Ordnung der Curve P,, welche freilich schon aus den all- 
gemeinen Betrachtungen des § 3 entnommen werden kann, ist nun 
auch leicht direct als Anzahl der gemeinsamen Lisungen der 6 Glei- 
chungen 


> (ifn) =, k=1,2,3,4; 
> 4 (ay) = 9, 
P WUE = y Yi Hix fxr = O 


zu bestimmen, was auf die Untersuchung der Matrix 


| fii, fray fair fay iy a Hn fimn || = 0 
mit vier Horizontalreihen fiihrt, welche nach Salmon **) 


6(4n — 9) (n — 2)? + 4(n — 2) — 10(n — 2)3 = 6(m — 2)? (3m —7) 


Lésungen liefert. 


*) G. Bauer: Von der Hesse’schen Determinante der Hesse’schen Fliche 
einer Fliche dritter Ordnung. Abh. d. bayer. Academie XIV. Uebrigens be- 
merkt auch schon Herr Sturm, dass die parabolischen Punkte der F, zugleich para- 
bolische Punkte ihrer Hesse’schen Fliiche sind; Synthetische Untersuchungen 
iiber die Fliche dritter Ordnung, 8. 149. Das Theorem des Herrn Bauer ge- 
stattet indessen eine Verallgemeinerung fiir alle cubischen Formen, welche ich 
an einer anderen Stelle entwickeln werde. 

**) Salmon-Fiedler, Geometrie d. Raumes, 3. Auflage, S. 587 ff. 
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Die Riickkehrcurve R, auf S ist gegeben durch das Verschwinden 
der Form (7), also durch 


(13) Le] = 0. 


c, 


Da diese die y im dritten Grade enthilt, so folgt: 

Jede der 10(n — 2) Geraden auf S wird von der Riickkehrcurve 
R, in drei Punkten getroffen. 

Aber in diesen Punkten beriihrt R, die genannten Pinch-lines*), 
Denn einer beliebigen auf H gezogenen Curve C,, welche der R, auf 
H zugeordneten Curve R, in m Punkten begegnet, entspricht auf S 
eine Curve C,, welche R, in den m entsprechenden Punkten be- 
riihrt**), Geht nun C, durch einen der Knotenpunkte von H, so 
sondert sich aus derselben die entsprechende pinch-line aus, welche 
aus diesem Grunde also dreifache Tangente von R, bleiben muss. Da- 
mit ist zugleich der besondere Charakter der 10(m — 2)' pinch-plans 
von S ausgesprochen***), Jede der 10(m — 2)3 Geraden wird daher 
von der Doppeleurve von S in 4(m— 2)’ — 10 einfachen Punkten 
derselben getroffen. 

Um die Ordnung von R, zu erhalten, ersetze man in (13) die 
yi yx durch H;, Dann entsteht eine in den y lineare Form A,, welche 
die # in der (6x — 17)" Dimension enthilt, Da nun die Matrix 

| Ai, fis» fais fai, Fas, Oe || = 9, 
fiir 
6(m — 2)? (6m — 17) + 4(m— 2)§ — 10(n — 2) = 30(n — 2)? (n — 3) 
Werthe verschwindet, so ist die Ordnung der Riickkehrcurve R, 
¢ = 30(n — 2)? (n — 3). 

Ebenso erhilt man als Zahl der Stellen, in denen ein Tangenten- 
kegel von S, dessen Ordnung a = 6(n— 2)? (n—1) ist, die Riickkehr- 
curve durchsetzt , 

6 = 10(n — 1) (n — 2) (3n — 8). 


Wie man sieht, lassen sich diese Abzihlungen simmtlich so aus- 
fiihren, dass man es stets mit einem im den y linearen Systeme von 
Gleichungen zu thun hat. Bequemer ist es indessen den folgenden 
Satz zu benutzen, mittels dessen man alle Fragen dieser Art erledigt 


*) Dies bemerkt auch Herr Backlund, a. a. O. Nr. 106, 
**) Vgl. die Auseinandersetzungen in Herrn Zeuthen's ausgezeichneter Arbeit: 
Sur deux surfaces, dont les points se correspondent un-a-un, diese Annalen IV, 
S. 22, 23. 
***) Ueber die Natur des allgemeinen Pinch-plan siehe Zeuthen: Sur la 
theorie des surfaces réciproques, diese Annalen X, 8. 478. 
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Hat man zwei Gleichungen P=0, Q=0, welche in Beeug auf 
die y homogen von der Ordnung p, q, in den x aber homogen in den 
Graden s, t sind, so ist die Angahl der nicht in die Knotenpunkte 
von H fallenden, mit H = 0 gemeinsamen Lisungen 

4(m — 2) st + 6(m — 2)? [pt + qs] + 4(m — 2) pg; 
ein Satz, dessen Beweis leicht zu fiihren ist. 

Zur weiteren Controle bestimme ich noch die Zahl r+ 8. Der 
Curve ,, verbunden mit einem ebenen Schnitte a, —0 von S, ent- 
spricht auf H eine Curve, welche durch die Fliche 

c 
[e] dy =0 
von der Ordnung 9” — 23 ausgeschnitten wird, die in den Knoten 
von H selbst conische Punkte besitzt. Es ist daher die Ordnung der 
Curve R, gleich 10(m — 2) (8n — 8), weil die Ordnung der er- 
giinzenden, dem ebenen Schnitte entsprechenden Curve B gleich 
6(m — 1)? ist*). Da nun das Geschlecht von a, = 0, d. h. des 
ebenen Schnittes von S, dessen Singularititen bereits bestimmt wurden, 
dyrch die Formel 


2p — 2 = 6(n — 1) (n — 2)? + 30(m — 2)? (mn — 3) — 8(m — 2), 
= 4(n — 2)? (7n — 20) 
bestimmt ist, so wird der Rang von B, welche als Berihrungscurve 
der Flache 


*) Eimer beliebigen Curve C, von der Ordnung s auf S, welche den j’ pinch- 
lines in m,, ™,,...,my Punkten begegnet, entspreche eine Curve C, von der 
Ordnung h auf H. Die Curve 
fix % 


a,b, = b, 


y Py = y= 0 








begegnet der C, in 2s Punkten. Da nun die Fliiche 3(m — 2)" Ordnung » = 0 
in den Knoten von H einfache Punkte hat, so schneidet » die Curve C, in 


28+ > m, 
Punkten. Also hat man 


3(n — 2) hi= ut Dm 


Fiir die Doppeicurve von der Ordnung s = b lautet dagegen die Formel 
3(n — 2) b = 4b + 20(m — 2)° (2(m — 2) — 5], 
so dass in diesem Falle 
h = 4(n — 2) [6nt — 48n3 + 144? — 217m + 160], 
wie dies auch schon Herr Bicklund angiebt, 
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fiz a 
ak 


=0 


mit H = 0 ersichtlich keine Spitzen haben kann, gleich 

2p — 2+ 12(n — 2)? — 4(n — 2)? (Tn — 17). 
Nun ist aber der Gesammtrang der vollstiindigen Schnittcurve (R, B) 
mit 30(m — 2)? (n — 3) nicht in die Knoten von H fallenden ein- 
fachen Schnittpunkten gleich 
4(n — 2) (qn — 23) (13m — 33) — 80(n — 2) — 60(nm — 2)? (m — 3), 
so dass als Rang von R, sich ergiebt 

4(m — 2) (75? — 410n + 555). 

Mithin ist das Geschlecht von R,, welche Curve ebenfalls keine 
Spitzen haben kann, da die Spitzen 6 von R, sich bei der Abbildung 
auf H auflésen, 

2p — 2 = 4(n — 2) [T5n? — 425n + 595), 
und hieraus ergiebt sich in Uebereinstimmung mit der Formel (16) § 3 
x + B = 20(n — 2) [18n? — 100m + 137]. 

Auf demselben Wege lisst sich auch der Rang der parabolischen 
Curve P,, wnd damit alle weiteren Charaktere derselben, bestimmen. 
Denn auch die Curve P, hat bei ihrer Abbildung auf H keine Spitzen, 
da P, tiberhaupt die Riickkehreurve R, nur in gewdhnlichen Punkten 
derselben beriihrt, keineswegs aber durch die Spitzen derselben , hin- 
durchgeht. Es wird also der Rang der parabolischen Curve P, gleich 


20(n — 2) (10n? — 48n + 57), 


eund man kann diese Zah] wieder durch eine directe Untersuchung des 
Gleichungssystemes, auf welches die Form 


a Yi Ye Yifixi =O 
fiihrt, bestiitigen. Und auf ahnlichem Wege erhilt man als Zahl der 
Punkte in denen R, und P, sich beriihren 
20(n — 2) (n — 3) (6m — 13). 

Ich ermittele weiter die Ordnung r der Developpabelen der statio- 
niren Tangentenebenen von S, oder die Ordnung der von den para- 
bolischen Tangenten derselben gebildeten Fliiche. Die Elimination der 
dy aus den Gleichungen (12) und der Gleichung 

(ay) (bay) — (by) (Gay) = 2, 
welche ausdriickt, dass die parabolische Tangente von der Durch- 


schnittslinie der Ebenen (a,) = 0, (b,) = 0, getroffen sind, liefert die 
Bedingung 
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fix H; G\= 0, 
Ce 0 0 


welche den Factor (c,)? enthilt. In Verbindung mit den Gleichungen 
H=0, >’ Hy =0, erhilt. man 


r = A(n — 2) (n — 3) (8n — 7) + 6(n—2)? (10n— 24) + 12(m—1)8 
= 4(n — 2) [21 n? — 94m + 105). 
Endlich kann man auch die Zahl fp’ leicht erhalten. Denn die Be- 


dingungen einer vierpunktig beriihrenden Tangente von S lauten, wie 
man durch wiederholte Differentiation der Gleichungen (2), in denen 


By, = y= dy; 
zu setzen ist, findet: 
= Ys foix ax; ax, = 0, 
> [Bfier dys + Yo fries da) da; day = 0. 


Soll nun eine parabolische Tangente von S zugleich vierpunktige 
Tangente sein, wie es der Zahl #’ entspricht, so ist in der letzten 
Gleichung da=—2;-+ vy, zu setzen, und man erhilt dann durch 
Elimination der Differentiale dy die Bedingung 


3H. a Ys Yr Yi Ym ferim 0 | 
fu H; ry 0, 
Cr 0 0 | 


(14) 


welche 
4(m — 2) (n — 3) (4% — 10) 4+ 6(m — 2)? [((4n — 36] + 24(m — 2)° 
Lésungen liefert, so dass 

B = 4(n — 2) (31n? — 142 + 162) 


wird. Bei der Fliche dritter Ordnung f—0, geht indessen die Be- 
dingung (14) in die einfachere 


> tidy =0 


liber. Das heisst: Jede Gerade, welche fiir die Hesse’ sche Fliche 
der Fliiche dritter Ordnung im Punkte y parabolische Undulations- 
tangente ist, liegt in der Tangentenebene des sugehirigen Punktes x der 
Hesse’ schen Fliiche, und die Anzahl dieser Geraden £’ ist bestimmt 
durch die Gleichung 
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fix Hy & 
(15) Y=/|H, 0 0|—0, 
Ck 0 0 
welche ausdriickt, dass die Ebene T, den Kegel K, beriihrt. 

Ks fithrt aber dies Verhalten von Y auf eine Singularitiit der 
Covariante @, welche bisher nicht bemerkt zu sein scheint. Wenn 
die Ebene T, den Kegel K, beriihrt, so bestehen fiir beliebige c; die 
Gleichungen 


> uf He, k= 1,2,3,4; 
(16) > aH: =0, 
> « ¢ =0, 


aus denen, wegen H=(), auch 


> f=, > Hy: =0 


folgt. Bildet man nun =. so erkennt man zuniichst aus den Glei- 


Ox, 

chungen (16), dass dieser Werth Null ist. Trotzdem aber besitzt die 
Curve P, nicht etwa wirkliche Doppelpunkte in den durch (15) defi- 
nirten Punkten, deren Zahl f’ ist. Es ergiebt sich namlich 


eo ‘ 4 
Baba, — — Yb Di atin — He Dial 
nig a (Hs: — & fii) Hem Ys Ye 

yom Zz (Hem aa fami) Hii Ys Ye + S, 


falls man unter S den Ausdruck versteht, der aus der Summe der 


12 Determinanten 


fixe Hie — zx & fii 
farm Hom— >) 1 Femi 


fis 9 
 @ 
H. 0 








‘ 


hervorgeht, welche entstehen, wenn man in den ersten 4 Horizontal- 
reihen tiberhaupt je zweimal die Indices m,/ auftreten lisst; die Hj, 
bedeuten zweite Differentialquotienten von H. Durch einfache Um- 
stellungen aber verwandelt man S in den Ausdruck 
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- H(> (Hins #3) — My (2:8 fixm)) ~ Hn (> (His 2s) ~ > (citefirm)) 
+ a (Him Y) (2% Ys few ) baa Pa (4 fitm y:) (2x fist Ys) 
+ 4 (Here) (2 Ys fram) — = (4: fies Ye) (e feomYs), 


so dass fiir 
> Hh =0 


>t Em 7 =—2 [> (His ys &:) — Pa (Si fork Ys &)) 


wird. Das heisst also: 

Die Covariante © besitzt ausser den 10(n — 2)° dreifachen Punkten 
noch B' weitere Doppelpunkte, welche ebenfalls auf der Hesse’schen Fliiche 
liegen. In diesen beriihrt aber der Knotenkegel von ® diese letstere 
Fliiche, so dass fiir die der parabolischen Curve P, entsprechende Curve 
P,, keine Singularitiiten entstehen. 

Aus den Formeln des § 3 sowie aus.den Resultaten der gegen- 
wirtigen Betrachtungen erhiilt man nunmehr folgende Tabelle der 
wichtigsten Charaktere von S*): 

N = 4(n — 2)’, 

= 6(n — 1) (n — 2, 
" == 4(m — 1)? (nm — 2), 
= 30(n — 2)? (n — 3), 
= 10(m — 1) (m -- 2) (8 — 8), 
= 6(n — 2)? (3n — 7), 
<= 2(n — 1) (nm — 2) (11m — 24), 
= 20(n — 2) (6n? — 30n + 37), 
= 40(n — 2) (6n? — 35n + 50), 
== 4(n — 1) (n — 2) (Tn — 18), 
= 4(n — 1) (nm — 2) (6(m — 2)* — 25n + 64), 
= 2(n — 2)? (n — 3) (4n® — 20n? + 36n — 45), 
= 4(n — 2) (21n? — 94n + 105), 
y == 4(m — 2) (31m? — 142m 4+ 162), 

«= 0, 
f= 0, 


o =Q, 


-~ 


n 
€ 
6 
¢ 
. 
r 
B 
x 
Q 
b 


~ 


°* FE & 


*) Die Zahlen N, a,j’ findet man auch bei Herrn Cremona, Theorie der 
Oberflichen, S. 141. Die Zahlen n’, c, k, o', c, b sind von Herrn Bicklund 
zuerst gegeben worden, a. a. O. Nr. 99—112.” 
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A. Voss. Ueber Steiner’sche Kernflichen. 


4 =O, 
a =, 
“ ow (), 
j —0, 
ji = 10(n 2)°. 
Aus ihnen lassen sich die weiteren 06, y, t, ... vermittelst der 
Gleichungen 
2d=—=a(a — 1) —n' — 3x, 
y =c(N — 2) — 26 — 48, 
bt = b(N — 4) — @ — 26 — 3y, ete. ete. 
berechnen. Endlich kann man die gegebenen Werthe auch mittels 
der beiden Geschlechtszahlen von H bestiitigen. Denn fiir diese letztere 
Fliiche hat man, falls die entsprechenden Charaktere, mit Ausnahme 
der Ordnung 4(m — 2), durch grosse Buchstaben bezeichnet werden: 
A = 4(n — 2) (4n — 9), 
N’ = 4(n — 2) (4n — 9)? — 20(m — 2), 
R = 8(n — 2) (4n — 10) (12m — 28) — 6O(n — 2)', 
C =Q, 
C" = 16(n — 2) (4n — 9) (4n- 19) — 60(n — 2), 
B’ = &(n — 2) (4n — 10) (44m —. 112) — 240(n — 2), 
x’ = 16(nm — 2) (4m — 19). 


Fiir die erste Geschlechtszahl von H hat man daher den doppelten 
Ausdruck 


N’ — 2A+ 12(n— 2)-+ 20(n—2)° = 4(nm— 2) — 2A+3N'+ R’- 2C’ 
= 8(n—2) (8n?—40n+51); 


und ebenso fiir die zweite 
— 12A+4+ 24N + B+ 3R — 15C’ + 2%’ 
= C’ — 12A + 96 (n — 2) + 60(nm — 2)8 
= 16(n — 2) (16n? — 88n + 123). 

Indessen ist zu bemerken, dass die Zahlen f’, r’ wegen der speciellen 
Natur der pinch-plans von S nicht mehr den aus Herrn Zeuthen’s 
Formeln (Diese Ann. IV, 8. 42, X, 545) folgenden reciproken Formeln 
geniigen. 


Miinchen, im Januar 1886. 





Ueber eine Eigenschaft unendlicher Reihen. 
Von 


Leo Kéniaspercer in Heidelberg. 


Ankniipfend an einen Satz tiber Potenzreihen, den ich in meiner 
Abhandlung ,Eigenschaften irreductibler Functionen* im 95‘ Bande 
des Journals fiir Mathematik bewiesen habe, will ich im Folgenden 
auf eine Verallgemeinerunggund einige Anwendungen desselben niher 
eingehen und schicke zuniichst den folgenden Hiilfsatz voraus: 

Wenn eine unendliche unbeschrénkt convergirende Reihe 


(A) P(X) + H(%) + (4) +- -, 
in welcher ,(x), p,(x),... rationale Functionen von x bedeuten, deren 
Coefficienten rational aus @ beliebigen Grissen 0,, 0,, . . ., Dg 2usammen- 
gesetat sind, so beschaffen ist, dass, wie gross auch eine ganze positive 
Zahl v gegeben sein mag, stets ein noch grisseres n angegeben werden 
kann so, dass fiir eine mit Adjungirung von 0,, 0,,..., 99 algebraische 
Zahl x, der Ausdruck 

P(X) + P2 (2%) + ee Pn(2;) 
eine mit Adjungirung derselben Gréssen rationale Zahl wird, so werden 
alle Lisungen der die algebraische Zahl x, definirenden, mit Adjungirung 
von 0,,9,,..-, 99 wreductibeln Gleichung der wnendlichen Reihe den- 
selben Werth ertheilen. 

Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, sei zuniichst bemerkt, 
dass, wenn eine unendliche convergente Reihe fiir einen Werth der 
Variabeln einen bestimmten Werth A annimmt, dies nichts anderes 
bedeutet, als dass man stets ein m so gross angeben kann, dass der 
Werth der » ersten Glieder der Reihe fiir jene Variable sich von A 
um weniger als eine beliebig kleine vorgelegte Grésse unterscheidet, 
und dass fiir ein grésser werdendes » dieser Unterschied noch kleiner 
wird. Wenn nun fiir irgend ein n 


(1) Py (Xy) + P2(X%) + +++ + Pal) = M, 
wird, worin M, rational aus 0,, 0,,. ., dg zusammengesetzt ist, so 


27° 





398 Leo Koéniasperaer. 


werden bekanntlich siimmtliche Lésungen der die Grosse x, definiren- 
den irreductibeln Gleichung 

(2) a + Part +.--+ P, = 0, 

worin P,, P,, ..., P, rational aus 0,, 0,,..., dp zusammengesetzt 
sind, auch Lésungen der Gleichung 


(3) P(X) + H2(%) + +--+ Gn(%) = M, 

sein, und dasselbe wird stattfinden, wie gross auch » in (3) genommen 
werden mag, so lange nur die durch (1) definirte Grésse M, mit 
Adjungirung von 0,, 0,, . . ., dg rational ist. Da aber der Voraussetzung 
gemiiss in (1) » beliebig gross gewihlt werden kann, und der vor- 
geschriebene Charakter von WM, erhalten bleibt, so wird sich die un- 
endliche Reihe fiir alle Wurzeln der irreductibeln Gleichung (2) gleich- 
zeitig derselben Grésse bis auf dieselben Unterschiede, die beliebig 
klein gemacht werden kénnen, nahern, d. h. alle Lésungen von (2) 
geben der unendlichen Reihe denselben Werth. 

Zur Giiltigkeit dieses Satzes brauchte nicht die unbeschrinkte 
Convergenz der Reihe (A) vorausgesetzt zu werden; denn wenn nur 
x, dem Convergenzbereiche angehdrt, so Mleiben alle Schliisse bestehen, 
und es werden also, wenn auch die anderen Lésungen der Gleichung 
(2) ausserhalb des Convergenzbereiches der unendlichen Reihe liegen, 
diese der unendlichen divergenten Reihe denselben Werth ertheilen, 
indem eine Reihe sehr wohl die Higenschaft haben kann, dass sich, 
wie gross auch eine ganze Zahl v gegeben sei, stets eine noch gréssere 
ganze Zahl n angeben lisst, fiir welche sich g, (x) +, (x) +---+ n(x) 
von einem bestimmt gegebenen Werthe M um weniger als eine beliebig 
kleine gegebene Zahl 0 unterscheidet, wihrend ein anderes Fortschreiten 
ins Unendliche der fiir dieses x als divergent vorausgesetzten und in 
unserem Falle oscillirenden Reihe ,einen anderen endlichen oder un- 
endlichen Werth ertheilen kann. 

Aus dem eben bewiesenen Satze kénnen wir aber schliessen, 
dass, wenn alle Werthe von x, welche der Reihe (A) den- 
selben Werth ertheilen wie x,, 2u x,, welches nicht rational 
in 0,, 0,,..., 0g ausdriickbar sein soll, im einer solchen 
Beziehung stehen, wie dies fiir Lésungen einer irreductibeln 
Gleichung nicht gestattet ist, die Rethe 


Ps (%) + P(X) + +++ + Pn(%) 
von einem bestimmten n an fiir beliebig grisser werdende 
endliche n stets eine mit Adjungirung von 90,, 9,,..., Oe 
irrationale (algebraische, nicht rationale) Zahl sein wird, 
da, wenn dies nicht der Fall wire, alle Lésungen der zu 2, gehérigen 
irreductibelu Gleichung, wie oben gezeigt worden, der Reihe denselben 
Werth ertheilen wiirden, was der Voraussetzung nach nicht geschehen 
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darf; dies ware z. B. der Fall, wenn alle Werthe von x, welche der 
Reihe (A) denselben Werth ertheilen, sich in der Form m, + m,2, 
darstellen wiirden, worin m, und m, rationale Verbindungen von 
0,, 0,,..., 0, bedeuten, von denen m, nicht die negative Einheit ist, 
da Lésungen einer irreductibeln Gleichung bekanntlich nicht in einer 
solechen Beziehung zu einander stehen diirfen. 

Wollte man fiir diesen Satz die Bedingung der unbeschrinkten 
Convergenz fallen lassen, so miisste man auch die Kenntniss der 
Werthe der unendlichen Reihe in Punkten, die ausserhalb des Con- 
vergenzbereiches liegen, voraussetzen, was offenbar nicht angeht, und 
ich erlaube mir, ein von Herrn Weierstrass mir mitgetheiltes Bei- 
spiel anzufiihren, in welchem eine beschriinkt convergirende Reihe in 
dem Convergenzbereiche iiberhaupt nicht fiir zwei algebraische Zahlen 
denselben Werth annehmen kann, und trotzdem sich beliebig grosse 
m angeben lassen, fiir welche die endliche Reihe fiir den betrachteten 
Werth der Variabeln einen rationalen Werth annimmt. ,,Sei 4(«) 
eine ganze Function von x mit lauter rationalen Zahlencoefficienten; 
die Gleichung x(”) = 0 sei irreductibel, eine ihrer Wurzeln x, dem 
absoluten Betrage nach kleiner als 1, die anderen aber grosser als 1. 


Man entwickle 
& 


1—-z 
nach steigenden Potenzen von 2, bezeichne mit E,(x) die Summe der 
nm ersten Glieder der Reihe und setze (fiir m — 1, 2,..., 00) 
F,(e) = (r@+'to™) Ez, 
q (x) _ F, (@), Hy (x) = f(x“) — F,-1(x) (v mn 0). 


v=1 


und man hat fiir jeden Werth von 2, dessen absoluter Betrag kleiner 


als 1 ist, 
Pet) = Ha) ee 
v=1 


P,(%) + po(%) + - 
fiir keinen Werth von x, dessen absoluter Betrag > 1 ist, convergirt. 
Sind nun 2’, x” irgend zwei algebraische Zahlen, deren absolute Betriige 
kleiner als 1 sind, so kann die Gleichung 


Dann ist 


wahrend die Reihe 


~ ae a 
u(x) =a 4 (% sy 
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oder 
a endl oe 
(2) 4 10) iS 
nicht bestehen, indem e*—*" eine transcendente Zahl ist, die Gleichung 
also nur gelten kénnte, wenn x(a’), x(x") beide gleich Null waren, 
was gegen die Annahme ist. Es ist also fiir die betrachtete Reihe die 
Bedingung des Satzes erfiillt; gleichwohl hat 


> (a) 

v=1 
fiir jedes ungerade n einen rationalen Werth, naimlich den Werth Null.“ 

Der oben aufgestellte Satz liisst sich aber noch anders aussprechen; 

nehmen wir nimlich an, dass die Reihe (A) die Eigenschaft hat, dass 
alle Werthe der Variabeln, welche ihr denselben aber beliebigen Werth 
ertheilen, stets in einer Beziehung zu einander stehen, wie es zwischen 
Lésungen einer irreductibeln Gleichung nicht gestattet ist, so wird 
zunachst ftir solche x, welche rational durch 0,, 0,,..., dg ausgedriickt 
sind, die Summe (B) von » = 1 an stets fiir beliebig grosse endliche 
m in eben diesen Gréssen rational sein; ist # eine in 0,, 0,,..., O¢ 
algebraische Zahl, so wird nach dem vorigen Satze die Reihe (B) von 
einem bestimmten m an nie rational sondern fiir beliebig grosse end- 
liche » stets nur algebraisch in jenen Gréssen sich ausdriicken lassen, 
und es ist aus der Zusammenstellung der den z-Werth definirenden 
algebraischen irreductibeln Gleichung 


om + Pram it...+P,=0 
und des Ausdruckes 
Yn = D(X) F P2(%) +++ + Pn(Z) 

klar, dass y, im Allgemeinen ebenfalls eine algebraische Zahl m‘e" Ord- 
nung sein wird; ist endlich der Werth der Variabeln eine transcendente 
Zahl, so wird (B) offenbar von m = 1 ab, so lange m endlich bleibt, 
eine transcendente Zahl sein, weil y, als algebraische Zahl auch das 
zugehérige x als algebraische Zahl definiren wiirde, und wir erhalten 
somit den Satz: 

Wenn die unbeschriinkt convergente Reihe 


@, (a) + (a) + p(x) +--+ 


die Eigenschaft hat, dass ihr stets nur solche x ein und denselben Werth 
ertheilen kinnen, welche nicht eugleich Lésungen einer mit Adjungirung 
von 0,,0,,..., 99 irreductibeln Gleichung sein kinnen, so wird dieselbe 
von einer bestimmten Grenze an fiir in 0,, 0,, ..., Op rationale, alge- 
braische und transcendente Werthe der Variabeln stets fiir beliebig grosse 
aber endliche n entsprechend selbst wieder rationale, algebraische und 
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transcendente Werthe annehmen, gleichgiiltig welcher Natur der Werth 
der unendlichen Rethe selbst fiir das gewdhlte x ist. 

Untersuchen wir} um eine Anwendung dieses Satzes zu machen, 
die Exponentialfunction 


é x 
Puts T+ is tae ts 


so wird dieselbe nur fiir «-Werthe, welche in der Beziehung x, und - 
%,-+ 2kxi zu einander stehen, wenn k& eine ganze Zahl bedeutet, 
denselben Werth annehmen. Nun kénnen aber zwei solche Werthe 
nicht zugleich Lésungen einer irreductibeln Gleichung 


am P, av! freee t P,, = 0 
mit rationalen Coefficienten sein; denn aus den beiden Gleichungen 


2,” ~ P, 2,71 oh iar + P,. =) 
(a, + 2kai)™ + P(x, 4+2kair +---+ P, =0 


wiirde durch Elimination von x, eine algebraische Gleichung fiir a mit 
rationalen Coefficienten sich ergeben, was dem transcendenten Charakter 
der Zahl x widerspricht. Nach dem oben bewiesenen Satze wird daher 
die Exponentialreihe von einer bestimmten Grenze an fiir rationale, 
algebraische und transcendente Werthe von x selbst entsprechend 
rational, algebraisch und transcendent sein, gleichgiiltig welcher Natur 
der Werth der unendlichen Reihe selbst fiir das gewihlte x ist. Nun 
wird aber nach den bekannten Siitzen des Herrn Lindemann e* fir 
ein algebraisches von Null verschiedenes 2 stets transcendent, fiir ein 
trancendentes x dagegen algebraisch oder transcendent sein, und wir 
kénnen daher deux folgenden Satz aussprechen: 

Die Exponentialreihe nihert sich fiir eine rationale Variable bei 
stetem Durchlaufen von rationalen Werthen einer transcendenten Zahl, 
fiir algebraisch irrationale Werthe der Variabeln von einer bestimmten 
Grenze an bei stetem Durchlaufen von algebraisch irrationalen Werthen 
einer transcendenten Zahl. wnd endlich fiir transcendente Variable bei 
stetem Durchlaufen von transcendenten Werthen einer algebraischen oder 
transcendenten Zahl -- es bleibt somit von einer bestimmten Grenze an 
der Charakter der Werthe der endlichen Reihen stets derselbe wnd kann 
sich nur fiir n = co dndern. 

Dasselbe gilt offenbar fiir die Reihe 


und 


: x x a 

nee >— Tes treet. 
weil je zwei Werthe, welche ihr denselben Werth ertheilen, in der 
Beziehung 2, und x,-+ 2ka zu einander stehen, und da nun die 
Function sin 2 fiir jeden algebraischen Werth von x, Null ausgeschlossen, 
wieder transcendent sein muss, so wird der eben fiir die Exponential- 














‘ 
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reihe ausgesprochene Satz auch fiir die sinus- und ebenso fiir die 
cosinus-Reihe gelten, und dasselbe bleibt, wie leicht zu sehen, fiir die 
inversen Functionen bestehen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass die Exponentialreihe nicht 
bloss, wie es die Voraussetzung des allgemeinen Satzes verlangt, vur 
fiir solche Werthe der Variabeln denselben Werth annimmt, die in 
einer Beziehung zu einander stehen, wie sie fiir Lésungen einer irre- 
ductibeln Gleichung nicht gestattet ist, sondern dass sie tiberhaupt nie 
fiir zwei algebraische Zahlen denselben Werth annehmen kann, da aus 
e* = e" sich e*—*" = 1 ergiebt, und die Exponentialfunction fiir ein 
algebraisches von Null verschiedenes Argument transcendent ist also 
nicht den Werth 1 annehmen kann. Und man sieht unmittelbar, dass 
wir allgemein als speciellen Fall des oben aufgestellten Theorems den 
Satz aussprechen kénnen: 

Wenn die unbeschriinkt convergente Reihe 


Ps (%) + 2(%) + 93 (4) +--- 
die Eigenschaft hat, dass es keinen anderen mit Adjungirung von 
0,, 9,,...-, 0, algebraischen Werth des Argumentes giebt, fiir welchen 
diese denselben Werth annimmt wie fiir x,, so wird die endliche Reihe 


P(X) + Po(%,) +--+ + Pn) 
von einem bestimmten n an fiir beliebig grisser werdende endliche n stets 
eine mit Adjungirung von 0,,..., 99 irrationale (algebraische, nicht 
rationale) Zahl sein, 
oder vermittelst einer aihnlichen Umgestaltung wie oben: 
Wenn die unbeschréinkt convergente Reihe 


P(X) + P(x) + 93 (%) +--> 

die Eigenschaft hat, dass sie nie fiir zwei mit Adjungirung von 8, , 04,...,59 
algebraische Werthe der Variabeln denselben Werth annimmt, so wird 
dieselbe von einer bestimmten Grenze an fiir in 0,,0,, . .., 99 rationale, 
algebraische wnd transcendente Werthe der Variabeln stets fiir beliebig 
grosse aber endliche n entsprechend selbst wieder rationale, algebraische 
und transcendente Werthe annehmen, gleichgiiltig welcher Natur der 
Werth der Reihe selbst fiir das gewéhlte x ist. 


Heidelberg, im Marz 1886. 
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Ueber die Integration der vollstandigen Differentiale. 
Von 


G. Morera in Pavia. 


Mayer hat das fiir die Theorie der partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung héchst wichtige Theorem gefunden, dass _,,die 
Integration eines unbeschriinkt integrablen Systems von linearen totalen 
Differentialgleichungen auf die Integration eines Systems von ebenso 
viel gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickgefthrt 
werden kann“,*) 

In dieser Abhandlung versuche ich den wahren Grund dieses 
Ergebnisses streng zu entwickeln, wodurch dasselbe in ein helleres 
Licht gestellt wird. 

Dabei habe ich Methoden verwerthet, welche von Riemann her- 
riihren und namentlich von Lipschitz weiter verfolgt worden sind.**) 


Beweis einer fundamentalen Integralformel. 


Es seien 

XX,» Key» «0p Ke 
n solche reellwerthige Functionen der unabhingigen reellen Verinder- 
lichen 

Bay Bigg. oy Dany 
welche in einem einfach zusammenhiingenden n-dimensionalen Gréssen- 
gebiete der «, welches der Kiirze halber das Monodromiegebiet genannt 
werden moge, tiberall eindeutig und stetig bleiben und erste Differential- 
quotienten besiteen. ***) 

Im Monodromiegebiete denken wir uns ein stetiges zweifach aus- 
gedehntes Gréssengebiet, oder in geometrischer Sprachweise ein stetiges 
Flachenstiick 2, 

In & kénnen die z immer als eindeutige und stetige Functionen 
von zwei unabhiingigen Veriinderlichen p, q aufgefasst werden, und 





*) Math. Annalen,. Bd. V, 8, 448. 
**) Lipschitz, Lehrbuch der Analysis, Bd. II (Bonn 1880). 
***) Fiir diese beiden Differentialquotienten wird nur die Integrirbarkeit 
vorausgesetzt. 
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CX; CX; 


man kann dabei annehmen, dass die Differentialquotienten op’ Oa” 
o 


O* a, 
Oped 

Fasst wan dann J als ein gewohnliches Flichenstiick auf, so sind 
die p, q bekanntlich die krummlinigen Coordinaten der Punkte der 
Oberfliiche 2, und man kann auf derselben ebenso von den Linien 
p und q (q = const., p = const.) sprechen, wie man in einer Ebene, 
deren Punkte auf ein Cartesisches Axensystem bezogen sind, von den 
Geraden x und y (y = const., 2 = const.) spricht. Wenn nun P und 
(Y auf 2 eindeutige und stetige Functionen von p und gq sind und 
oP 
oq 


existiren. 


daselbst integrirbare partielle Ableitungen ; oe besitzen, so hat 


man bekanntlich 


WG oe) dpdq = —(@ dp + Qdq), 


wo rechts die Integration auf den ganzen Rand von & zu erstrecken ist. 

Man hat dabei diesen Rand in demselben Sinne zu durchlaufen, 
in welehem man den Kand eines unendlich kleinen Vierecks durchliuft, 
dessen aufeinanderfolgende Ecken sind: 


(p, @, (p + dp,q), (p + dp, a+ dq), (py, ¢+ dQ); 


die Differentiale dp und dq werden als positiv vorausgesetzt. 
Wir setzen nun 


Cx; 
P= x5, 
: op 

> > OX; 
Y= X; aq > 


(¢== 1,2,...,m), 


so dass also wird 


| O@; Ox; | 
aP  aQ be of haem. hy op 0g |. 
04 7 ne — _ Ox, 0x; |dx, da, | 

| ap aq | 


Die oben angefiihrte Formel bleibt auch fiir die gemachte Annahme 
giiltig, so dass wir erhalten: 





0%; 0x, | 
xX, op 24 | 

JJ BE ia da a} |ee @ 2 \dpdq—=—J S) Xda 
| Op so | 


Fiir n = 3 stimmt diese allgemeine Formel mit einer wohlbekannten 
der mathematischen Physik iiberein. 
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Der Differentialausdruck unter dem doppelten Integralzeichen ist 
die sogenannte bilineare Covariante des Differentialausdrucks P Xidau, 


welche in der Behandlung des Pfaff’schen Problems eine fundamentale 
Rolle spielt. 

Die beschriinkenden Bedingungen, unter welchen der vorige Integral- 
satz aufgestellt ist, kéunen zum Theil aufgehoben werden, wenn man 
soleche Unstetigkeiten im Monodromiegebiet zuliisst, welche die Giiltig- 
keit der zu Grunde gelegten Integralformel nicht beeintriichtigen *). 

Aber auf solche Eiuzelheiten werde ich hier nicht weiter eingehen. 


Theorie der vollstindigen Differentiale. 


Die oben bewiesene Formel bildet den wahren Kernpunkt einer 
ebenso strengen wie einfachen Theorie der totalen Differentiale **). 
In der That, wenn die Integrabilitiitsbedingungen 
ox, 6X, 
Of, 08; 


iiberall im Monodromiegebiete erfiillt sind, schliesst man bei geeigneter 


Wahl des Fliicheustiicks 2: 
sae Xi ax; 


Das Integral 
verschwindet jederzcii, wenn es lings einer in sich zuriicklaufenden 
Linie des Monodromiegebietes erstreckt wird. 

Nun nehmen wir im Monodromiegebiete zwei Werthsysteme 


2), 2, ..., 2, 
a, 2, 2. ., af, 


und denken uns auf irgend eine Weise innerhalb des Monodromie- 
gebietes eine stetige Werthfolge zwischen den beiden Werthsystemen 
x, 2 ausgewiihlt, dann ist der Werth des lings dieser Werthfolge 


erstreckten Integrals 
a\) 
} es X; dx; 


2 


unabhingig von der getroffenen Auswahl, oder, in geometrischer Sprach- 
weise ausgedriickt, unabhdngig vom Integrationswege. 


*) S. z. B, Riemann’s Inauguraldissertation (Ges. math. Werke, 8. 16). 
**) Vgl. Lipschitz, Lehrbuch der Analysis, Bd. II, 8, 567 und ff.) 
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Wenn wir daher die x als fest betrachten und die x!) als ver- 
anderlich, so erfordert die Integration des vollstiindigen Differentials 


> X; dx; nur die Integration von a X; da; lings eines im Mono- 


drenlegsbicts willkiirlich gewdhlten Ween, der von 2 ausgeht und in 
x) endet, d. h. es ist nur nothig nach einem eineigen verdnderlichen 
Parameter zu integriren. 

Diesen ganz elementaren Sinn hat das erwihnte Theorem von 
Mayer fiir den in Rede stehenden Fall. 

Nehmen wir z. B. an, dass die Werthfolge 
(@) x, = XZ + (al) — 2) t 


fiir alle Werthe von ¢ zwischen 0 und 1 im Monodromiegebiete liegt. 
Das gesuchte Integral hat dann den Werth 


{> X;| (ai — a) dt, 


wobei mit |X;| derjenige Ausdruck bezeichnet ist, welcher aus X; 
durch die Substitutionen («) hervorgeht. 

Man kann ohne Schwierigkeit diesen Satz auch direct nachweisen, 
falls die X; als analytische Functionen der 2; gedacht werden. 

Wir setzen 


1 
v0= v(a), a peers ai) = {21% (a —_ x) dt. 
Y i 


Durch Differentiation erhalten wir: 


i f {>| say | 2? —20)¢ + 1 Xuil a 


Nun aber ist 
ax, 

| Om, 
und ausserdem 
0|\X| y a 


i da, | — *%”)- 





In Folge dessen kommt: 
1 


= X, (a, a, ..., a), w. z b. w. 
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Ist das Gebiet, innerhalb dessen die X, eindeutig und stetig bleiben, 
mehrfach zusammenhiingend, so kann man nach Riemanns Vorgang 
durch Legung von Querschnitten ein Monodromiegebiet herstellen. In 
diesem Falle besitzt das Integral Periodicitiitsmoduln. Aber bei diesen 
hauptsichlich in der mathematischen Physik (fiir n = 3) tiblichen Be- 
trachtungen kann ich mich hier nicht aufhalten. 


Die unbeschrankt integrablen Systeme von totalen Differential- 
gleichungen. 
Es sei ein System von totalen Differentialgleichungen zur Integra- 


tion vorgelegt 
= -2 x! ax, 
ay, — > xP an, 
é==1 
Ym = Ps Xy" da;, 


] é(=1 





wo die X; solche reellwerthige Functionen der reellen x und y sind, 
welche den ee eee 


xf oy xf F) x) 
ae PSH ap HP ae) 


pinideuk ah k == 1,2,..., m) 
Geniige leisten. 
Ausserdem seien noch gewisse Anfangsbedingungen vorgeschrieben, 

nimlich dass fiir 

©, = 2, t= 2,2. oe 
werden soll: 

= ”, haa 0, i y,, = ¥. 
Nach der vorangeschickten Auseinandersetzung iiber die Integration 
der explicite gegebenen vollstindigen Differentiale kann das Problem 


aufgefasst werden, als eine gléichzeitige Ausfiihrung von m gewohn- 
lichen Integrationen 


fdxa Geni, & .... 00, 


«x 
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indem man von den Anfangswerthen ausgeht und die unter den Inte- 
gralzeichen vorkommenden Unbekannten y nach und nach zugleich 
mit dem Fortschreiten der Integrationen bestimmt. 

Diese Vorstellungsweise ist heutzutage bei der Integration der 
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung sehr iiblich, und 
auf ihr beruhen die Beweise fiir die Existenz der Integrale bei reellen 
Veriinderlichen *). 

Wire ein n-dimensionales Werthgebiet der Verinderlichen x be- 
kannt, wo alle durch die Integration bestimmten y durchweg eindeutig 
und stetig bleiben, ein Gebiet, welches ich als das Monodromiegebiet 
bezeichnen will, so wiirde man in demselben die y dadurch berechnen 
kénnen, dass man die implicite gegebenenen vollstiindigen Differentiale 
lings eines beliebigen Weges integrirt. Nach dieser Ueberlegung ist es 
einleuchtend, dass man die Integration der vorgelegten totalen Dif- 
ferentialgleichungen in unendiich vielen Weisen auf die Integration 
gewohnlicher Differentialgleichungen im Monodromiegebiete zuriick- 
fiihren kann. 

Diese Bemerkung giebt das angefiihrte Mayer’sche Theorem in 
seinem vollen Umfange. 

Die Hauptfrage ist nun die nach der Bestimmung des Monodro- 
miegebietes; in Betreff desselben werde ich den folgeuden allgemeinen 
Satz beweisen. 

Sind die Functionen X{\ durchweg eindeutig und stetig in einem 
(n-+-m)-dimensionalen Werthgebiete der Verdnderlichen x;, yx, wo die 
partiellen Ableitungen 

ax!” 

oY, 
iiberall endlich bleiben, und in welchem ausserdem das Anfangssystem 
(2, y) sich befindet, so definiren die totalen Differentialgleichungen 
(B) innerhalb eines gewissen einfach susammenhingenden Werthgebietes 
m stetige und eindeutige Functionen yx. 

Eine definitive Abgrenzung des Monodromiegebietes kann desshalb 
nicht a priori angegeben werden, weil die Mannigfaltigkeiten, welche die 
Integrale darstellen, die Grenzen des genannten (m--n)-dimensionalen 
Gebiets nicht iiberschreiten diirfen. 

Denken wir uns irgend einen Weg, welcher im Gebiete der x 
vom Anfangspunkt («) ausgeht, und leiten wir die Integration auf 
demselben hin. Dann sind die 2; als functionen eines einzigen Para- 


*) Lipschitz 1. c. und ,,Erérterung der Méglichkeit ein gegebenes System 
gewohnlicher Differentialgleichungen vollstiindig zu integriren“, Bonn 1868. Kine 
italienische Uebersetzung davon befindet sich in ,,Annali di matematica“, serie 2°, 
t. 2, p. 288. 
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meters aufzufassen und die totalen Differentialgleichungen (8) gehen 
daher in ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen tiber. Aber 
bei unseren Voraussetzungen sind nach einem bekannten Satze diese 
Differentialgleichungen nur auf eine einzige Weise integrirbar, so lange 
die x und y die angegebenen Grenzen nicht tiberschreiten*). 

Es bleibt also nur der Beweis durchzufiihren, dass das Resultat 
der Integration in einem einfach zusammenhingenden Gebiete vom 
Integrationswege unabhingig ist. 

Im Gebiete, wo die 2; die von unserem Satze vorgeschriebenen 
Grenzen nicht iiberschreiten, betrachten wir ein einfach zusammen- 
hiingendes Flichenstiick 2, welches den Anfangspunkt 2 enthilt. 

Um die Punkte in 2 durch die Werthe von zwei unabhiingigen 
Veriinderlichen p, q eindeutig darzustellen, nehmen wir ein System 
von krummlinigen Coordinaten, welche den Charakter der gewdhnlichen 
Polarecoordinaten besitzen, und zwar so, dass die Linien p(q = const.) 
alle vom Anfangspunkte ausgehen und die Linien q(p = const.) um 
denselben herum in sich zuriicklaufen**). 

Dabei kénnen wir annehmen, dass der Pol dem Werthe Null des 
Parameters p entspricht; dann ist 

ox; 
(Fe) =°- 
p=0 
Wird nun die Integration lings solcher Integrationswege ausgefiihrt, 
welche in 2 liegen, so erfordert die Bestimmung der Functionen 
Y,-++Ym die Integration der folgenden totalen Differentialgleichungen: 


(B’) dy. = Ppdp+ Q dq, 
(k—=1, 2, 3,..., m), 


n Oa. 
sae (ky nt 
P, = >’ x! op”? 


s‘=1 


Ld 5 
> Ou; 
Qi —_= x!” oq 


wo 


gesetzt ist. 
Ausserdem erkennt man leicht, dass die Integrabilititsbedingungen 


oP, @Q “ / oP, 0° ) 
pases ee | ot ae. | ont 
oq op + 2 ( oy, Qi ey, P, ( 


*) S. die schon angefiihrte Arbeit von Herrn Lipschitz ,,Erérterung der 
Miglichkeiten“, oder auch die Abh. von Herrn Volterra ,,Sui principii del calcolo 
integrale.‘‘ Giornale di matematiche, Vol. XIX. 

**) §. Riemann — Ueber die Fliche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Be- 
grenzung — Ges. math. Werke, 8S. 283. 
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wegen der friiheren befriedigt sind. Denken wir uns die Integration 
lings der Linien p ausgefiihrt, so werden in einem gewissen einfach 
zusammenhingenden Theil von 2 m endliche und eindeutige Func- 
tionen y; ...Y, bestimmt, welche den Gleichungen 


CEE 

op 

geniigen. Nun kann leicht gezeigt werden, dass diese Functionen 

wirklich den Differentialgleichungen (6’) Geniige leisten und ausserdem, 
dass es sonst keine anderen Functionen giebt, welche dies thun. 

Um dies zu beweisen setzen wir in den P und Q statt der y die 

eben gefundenen Functionen ein, was wir durch Einklammerung an- 

deuten wollen. Aus den Integrabilitiitsbedingungen ergiebt sich dann: 


BLP _ 9101 12% | (2% _ 194) 
0q op | Oy, oq , 
und ausserdem aus der Definition der y: 
0 Oy  O|P) 


dp Og oq’ 


= P, 


daher folgt 


a ( °% ) | OP,| (om ) 
by (Ga 1G —2)\ ay, | Ge — 11): 


Also befriedigen die Functionen (e- Ql) m lineare Differential- 
gleichungen, welche ihrerseits, nach einem schon benutzten Satze, 


sobald die Anfangswerthe gegeben sind, diese Functionen auf eine 
unzweideutige Weise bestimmen. Nun ist im Pole 


) 
(28) <0, | 


Oo”, 
oq = | Qe| 


folglich muss immer 


sein, d. h. 
dye =| Pil dp + | Q| dq =>) | XP day. 


Wenn die Integration in & auf einem beliebigen Wege ausgefiihrt wird, 
so sind die Functionen y nach den gemachten Voraussetzungen vollstiindig 
definirt, also kénnen sie keine anderen sein als die schon gefundenen. 
Durch geeignete Wahl der Fliiche 2 ergiebt sich also, dass man lings 
eines willkiirlichen Weges integriren kann. w. z. b. w. 

Um mit etwas Fertigem zu schliessen, werde ich noch den folgen- 
den Satz aussprechen, welcher aus den obigen Betrachtungen ohne 
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Weiteres folgt, und welcher eine einfache und dabei symmetrische 
Integrationsmethode angiebt: 

»Das System der totalen Differentialgleichungen (A) sei 
unbeschriinkt integrabel. In einem (n-+ m)-fach ausgedehnten 
Gebiet der x und y, innerhalb dessen das Anfangswerth- 
system 

210, 20),..., 2, ¥, YW, -- 
liegt, seien ausserdem die Functionen 
X® (i—=1,2,...,m, k—=1,2,...,m) 
durchweg eindeutig und stetig und zugleich ihre Ableitungen 
nach den y iiberall endlich. 

Unter diesen Voraussetzungen ergeben sich die Func- 
tionen ¥, ... Ym im einer gewissen Umgebung des Anfangs- 
werthsystems durch Integration eines Systems von m ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen, welches folgendermassen 
zu bilden ist: 

’ Setzt man 

(y) Xj = 2) + ayt (t=1,2,...,m), 
wo die «; willkiirliche Constanten bedeuten, und bezeichnet 
man mit | X{"| das Resultat der Substitutionen (y) in X!, 
so hat man die Differentialgleichungen zu bilden: 

St AD) os |X| (k—=1,2,...,m). 

i=1 

Man integrirt dieselben unter Zugrundelegung der Anfangs- 
werthe: 


t=0, "¥= y\’; Y= yf”, 209 In = we, 
was immer auf eine einzige Weise geschehen kann, solange 
t zwischen gewissen Grenzen bleibt. 
Die so erhaltenen Integrale geben dann die Werthe der 
gesuchten Functionen y fiir die durch (y) dargestellten 
Werthe der z;.“ 


Dieser Satz entspricht dem Kalle, wo die Integrationswege die vom 
Anfangspunkte ausgehenden Radii vectores sind. 


Pavia, im Februar 1886. 


Mathematische Annalen. XXVII. 





Kine katoptrische Eigenschaft des Ellipsoides. 


Von 


Orro SraupeE in Breslau. 


Die gewohnliche Focaleigenschaft der Ellipse lisst bekanntlich eine 
physikalische Deutung zu, welche in den drei Sitzen) zum Ausdruck 
gebracht werden kann: 

1. Alle von einem Brennpunkte der Ellipse in die Ebene derselben 
ausgehenden Lichtstrahlen werden nach Reflexion an der inneren Seite 
der Curve in dem anderen Brennpunkte vereinigt. 

2. Die Liingen der Wege aller dieser Lichtstrahlen von dem ersteren 
Punkte zum letzteren sind unter einander gleich. 

3. Ihre gemeinsame Linge ist kleiner als die Linge irgend eines 
anderen Weges, der von dem einen Brennpunkte zum anderen fiihrt 
mit der Bedingung der Ellipse selbst zu begegnen. 

Diese drei Momente der katoptrischen Eigenschaft der Ellipse 
finden sich nun wieder bei einer entsprechenden Eigenschaft des 
Ellipso‘des, welche sich auf meine Theorie der gebrochenen Focaldistanzen 
der Fliichen 2, Grades*) griindet und im Folgenden entwickelt werden 
soll. Es sind zuvérderst in § 1 und § 2 einige Folgerungen aus der 
ebengenannten Theorie als Hiilfssiitze der ferneren Entwicklung ab- 
geleitet, alsdann in § 3 die zu benutzenden Gesetze der einfachen und 
conischen Lichtreflexion aufgefiihrt, und ist endlich in § 4 und § 5 
die angezeigte Eigenschaft des Ellipsoides dargelegt. 


§ 1. 
Erster Hiilfssatz. 


Von einem beliebigen Punkte H des einen (ersten) Zweiges der 
Focalhyperbel eines Ellipsoides E ziehe man eine Gerade HG nach 
einem beliebigen Punkte G der Focalellipse; an dieselbe schliesse man 


*) Ueber neue Focaleigenschaften der Fliichen 2. Grades, Math. Annalen, 
Bd, XXVII, 8. 253. Diese Abhandlung ist im Text unter ,,F.“ citirt, 
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eine zweite Gerade GH’ an, die von G nach einem beliebigen inner- 
halb des Ellipsoides EF gelegenen Punkte H’ des zweiten Zweiges der 
Focalhyperbel fiihrt. Im Punkte H’ setze man eine dritte Gerade H’ P 
an, die auf dem Gegenkegel des von H’ aus tiber der Focalellipse zu 
errichtenden Kegelmantels liegt und in ihrem Endpunkte P das Ellipsoid 
E erreicht; die begrenzte Gerade H’ P gehért hiernach einer gemein- 
samen Transversale der beiden Focalkegelschnitte des Ellipsoides an, 
ohne selbst der Focalellipse zu begegnen. 

Die jetzt entstandene zweimal gebrochene Linie PH’ GH ist nach 
ihrer Construction eine Gleichgewichtsdistanz der Punkte P und H iiber 
die Focalhyperbel und die Focalellipse (vgl. F. § 8, 8. 266). Ihre Linge 
driickt sich durch die elliptischen Coordinaten 4, u, v und 4, , B 
der Punkte P und H (nach F. § 8, 1) also aus: 


0) SPP wys—lise es ee eek 

wo alle Wurzeln positiv gelten und ¢ =- 1 oder — 1 ist, jenach- 
dem P und H gleichseitig oder ungleichseitig in Bezug auf die Ebene 
der imaginiiren Focalellipse gelegen sind. 

Da PH’ einen Focalstrahl (vgl. F. § 1, 8. 254) des Punktes P be- 
zeichnet, der, von P aus auf die Focalellipse zulaufend, vor der Focal- 
ellipse bereits der Focalhyperbel, in H’, begegnet, so ist (nach IF’, § 5, III) 
der betreffende Focalstrahl der in F. § 4 als F’, oder der als F’, benannte 
Focalstrahl, und zwar (nach F. § 5,1V) F, oder F’,, jenachdem P mit 
H’ ungleichseitig oder gleichseitig d. i. P mit H gleichseitig oder 
ungleichseitig liegt. 

Zieht man daher von P aus denjenigen Strahl, welcher mit PH’ 
und der inneren Normale des Ellipsoides FE in einer Ebene liegt und 
mit dieser Normale denselben Winkel bildet, wie PH’, so ist dies 
(nach F. § 5, VI) beziehungsweise der Focalstrahl F'; oder F’, nach 
der in F, § 4 eingefiihrten Bezeichnung. Derselbe liiuft somit von P 
aus (nach F. § 5, III) direct gegen die Focalellipse hin, die er in 
einem beziiglich G, oder G, zu nennenden Punkte treffen mag. Die 
Lingen PG, oder PG, sind (nach F. § 4, 12) 

PG, =Va —1—YVa—p—VYa—v+on, ~ao—, 
PG, =Va —A’—Ya—p+Va—v— on, Va—v, 
wo 7,7,¥, und y,y, v, die elliptischen Coordinaten von G, und G, 
bedeuten und 4, (resp. @y,)—=-+ 1 oder — 1 ist, jenachdem P und 
G, (resp. G,) gleichseitig oder ungleichseitig sind. Da die Auswahl 
zwischen der ersten und zweiten dieser Formeln der Auswahl des 
Werthes «+1 oder e——1 in der Formel (1) entspricht, so folgt: 

HGH’ PG, =2Va —14+ypa—4,+ on, Va—, 

HGH’ PG,=2Va —1+/ypa —A, — on, Va — %, 

28* 


(2) 





414 O. Sraupe. 


wo wieder die erste oder zweite Formel gilt, jenachdem P und H 
gleichseitige oder ungleichseitige Lage haben. In der ersten ist daher 
any, = + 1 oder — 1, jenachdem G, mit H gleichseitig oder ungleich- 
seitig liegt, in der zweiten — my, = -+ 1 oder — 1, jenachdem G, 
mit H gleichseitig oder ungleichseitig liegt. Es ist daher, wenn 
G, = y, Y, Vy als Collectivbezeichnung fiir G, und G, gebraucht wird, 
immer : 
HGH’ PG,=2Ve —i4+pa—4,+eVa— wy 

und dabei ¢ = + 1 oder — 1, jenachdem H und G, gleichseitig oder 
ungleichseitig. Das Resultat dieser Entwicklung mag in folgender 
Weise formulirt werden: 

I. Man ziehe von einem beliebigen innerhalb des Ellipsoides E = a 
gelegenen Punkte H = i,, 8B, B des einen (ersten) Zweiges der Focal- 
hyperbel einen Strahl nach einem beliebigen Punkte G, der Focalellipse, 
fiihre ihn von hier nach einem beliebigen innerhalb des Ellipsoides ge- 
legenen Punkte H,,, des zweiten Zweiges der Focalhyperbel fort und 
lasse thn von hier auf dem Gegenkegel des von Hy,» tiber der Focal- 
ellipse zu errichtenden Halbkegels geradlinig nach einem auf jenem Gegen- 
kegel gelegenen Punkte P,,»,. des Ellipsoides hinlaufen. Setzt man jetat 
an die Strecke Hy» P,o,, des Strahles eine weitere Strecke derart an, 
dass beide Strecken die innere Normale des Ellipsoides in thre Ebene 
aufnehmen und mit ihr gleiche Winkel bilden, so fallt die neue Fort- 


setzung des Strahles von P,,5,. aus direct auf einen Punkt Gov. =7,7,% 
der Focalellipse. Die Gesammilinge des dreimal gebrochenen Strahles 
betrigt alsdann: 


(3) HG, Hy, Pa,b,¢ Gabe = 2 Va —A +V«a es Ay + é Va —_ Vo» 


wo e=-+ 1 oder = — 1, jenachdem Anfangs- und Endpunkt gleich- 
seitiy oder ungleichseitig (gegen die Ebene der imagindren Focalellipse 
des Ellipsoides) liegen. 


§ 2. 


Zweiter Hiilfssatz. 


Von dem Anfangspunkte H der Construction des § 1 ziehe man 
wiederum eine Gerade HG@ nach einem beliebigen Punkte G der Focal- 
ellipse; dieselbe gehért dem einen Mantel des von G@ iiber der Focal- 
hyperbel errichteten Kegels an. Man setze sie nun liings einer Er- 
zeugenden des anderen Mantels dieses Kegels, welche im Inneren des 
Ellipsoides der Focalhyperbel nicht mehr begegnet, bis zum Durch- 
schnitt P mit dem Ellipsoide fort. Da die Strecke PG dem bezeich- 
neten Kegel angehdrt, liegt sie auf einem Focalstrahl des Punktes P, 
und zwar, da sie von P aus gegen die Focalellipse hin und bis zum 
Punkte G derselben verfolgt, der Focalhyperbel, wie angenommen, 
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nicht begegnet, auf dem Focalstrahl F'; oder F’, des Punktes P nach 
der Bezeichnung von F. § 4, 

Fiihrt man jetzt den gebrochenen Strahl HG P iiber P derart 
weiter, dass die geradlinige Fortsetzung mit der Normale des Ellipsoides 
in P und der Geraden PG in einer Ebene liegt und mit der Normale 
denselben Winkel einschliesst, wie PG, so liegt diese Fortsetzung 
beziehungsweise auf dem Focalstrahl Fy oder F, des Punktes P in 
der Benennung von F. § 4. Diese Fortsetzung trifft daher von P 
aus direct auf die Focalhyperbel, etwa im Punkte H’, von welchem 
aus man die Strecke PH’ nach einem beliebigen Punkte G, der Focal- 
ellipse weiterfiihre. 

Es ist nun die gebrochene Linie PGH die Gleichgewichtsdistanz 
der Punkte P und H iiber die Focalellipse allein (nach F. § 8, 8. 267) 
und somit ihre Liinge (nach F, § 8, II): 


HGP =ya —i— fa—p—epya —v+Yya—A,, 


wo ¢=-+ 1 oder =—1, je nachdem P und H gleichseitig oder 
ungleichseitig liegen oder, was dasselbe heisst (I’. § 8), jenachdem die 
Strecke PG dem Focalstrahl F, oder F, des Punktes P angehort. 
Diesen beiden Méglichkeiten entsprechend, gehért aber PH’ beziiglich 
dem Focalstrahl F’, und F’, an, sodass H und H’ nothwendig auf 
verschiedenen Zweigen der Focalhyperbel liegen (vgl. F. § 5, IV) und 
iiberdies (nach F. § 4,12) mit der schon benutzten Bedeutung von ¢: 


PH’ =fa—i+ypa—u+e~a—v—ya—V 
wird; es sind dabei 4’, B, B die elliptischen Coordinaten von ’. Hier- 
nach folgt: 
(1) HGPH' =2ya—i—ypa—’+ya—A. 
Es ist ferner (nach F. § 3, I): 
(2) H'G, =a —V+eVa—wn, 
wo é=-+1 oder —1, jenachdem G, und H’ ungleichseitig oder 


gleichseitig, also jenachdem G, und H gleichseitig oder ungleichseitig 
liegen. Somit hat man in der letzteren Bedeutung von é: 

HG PH'G, =2V~a—i+Vypa—’4,+eVa—y. 
Das gewonnene Resultat liisst sich also zusammenfassen: 

Il. Man ziehe von einem beliebigen innerhalb des Ellipsoides E=d 
gelegenen Punkte H = 4,, B, B des einen (ersten) Zweiges der Focal- 
hyperbel einen Strahl nach einem beliebigen Punkte G, der Focalellipse, 
fiihre ihn von hier bis 2u einem iibrigens beliebigen Punkte P.» des 
Ellipsoides derart geradlinig fort, dass die Strecken G,H und G, Pay» 
verschiedenen Ménteln des von G, tiber der Focalhyperbel gu errichten- 
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den Kegels angehiren und die letetere Strecke der Focalhyperbel nicht 
begegnet. Setzt man jetzt an die Strecke G. P.» des Strahles eine weitere 
Strecke an, so dass beide Strecken die innere Normale des Ellipsoides 
in ihre Ebene aufnehmen und mit ihr gleiche Winkel bilden, so fiillt 
die neue Fortseteung des Strahles von P,, aus direct auf einen Punkt 
Hy, des zweiten Zweiges der Focalhyperbel, von wo aus man thn bis zu 
einem beliebigen Punkte Gaye = y, y, Vv, der Focalellipse weiterfiihre. 
Die Gesammtliinge des dreimal gebrochenen Strahles betrdgt alsdann: 


(3) HG, Pap Hap Ga,v, =2 Va - A + Va — A, + é Va — M%) 


wo é=-+ | oder — 1 ist, jenachdem Anfangs- und Endpunkt gleich- 
seitig oder ungleichseitig liegen. 


§ 3. 
Gesetze der Lichtspiegelung an Flaichen und Curven. 


Zur terneren Verwerthung der Sitze | und II nehme man die 
innere Seite eines Ellipsoides als spiegelnde Flaiche und zugleich die 
Focalellipse und den in das Innere des Ellipsoides fallenden Theil der 
Focalhyperbel als spiegelnde Curven (etwa sehr diinne Driihte mit 
spiegelnder Oberfliche) an und benutze die beiden Reflexionsgesetze: 

A. Wenn ein Lichtstrahl auf eine spiegelnde Fliche trifft, so wird 
er als einfacher Strahl reflectirt, so dass reflectirter und einfallender 
Strahl die Normale der Fliche im Einfallspunkte in thre Ebene auf- 
nehmen und mit ihr gleiche Winkel einschliessen. 

B. Wenn ein Lichtstrahl auf eine spiegelnde Curve trifft, so wird 
er als Strahlenkegel (conisch) reflectirt, so dass je ein reflectirter und 
der einfallende Strahl je eine der Normalen der Curve im Einfalls- 
punkte in thre Ebene aufnehmen und mit ihr gleiche Winkel ein- 
schliessen. 

Die reflectirten Strahlen bilden, mit anderen Worten ausgedriickt, 
einen Rotationskegel, dessen Spitze der Einfallspunkt, dessen Rotations- 
axe die Tangente der Curve im Einfallspunkt und von dessen Gegenkegel 
der einfallende Strahl als einziger Bestandtheil vorhanden ist. 


§ 4. 
Verlauf der Lichtstrahlen im Innern eines Ellipsoides. 


Von einem beliebigen innerhalb des Ellipsoides 4 gelegenen Punkte 
H = 4,, 6, B des einen (ersten) Zweiges der Focalhyperbel, lasse man 
Lichtstrahlen S, gegen alle Punkte G, der Focalellipse hinlaufen. 
(Man kann dies beiliufig in folgender Weise bewirken: man lisst 
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durch eine kleine Oeffnung der Ellipsoidfiiche einen Strahl in das 
Innere derselben eintreten und auf den Punkt HA der Focalhyperbel 
unter solechem Winkel auftreffen, dass der Strahl dem Gegenkegel des 
von H iiber der Focalellipse errichteten Kegels angehért. Dann 
wird der Strahl nach § 3, B durch conische Reflexion an der Focal- 
hypeybel in unendlich viele Strahlen aufgelést, die alle ihren Weg 
nach der Focalellipse hin nehmen). Jeder der Strahlen S, wird nun 
in G, an der Focalellipse conisch reflectirt und in unendlich viele 
Strahlen S, aufgelést. Ein Strahl S,5 aber trifft in seinem weiteren 
Verlaufe entweder auf den zweiten Zweig der Focalhyperbel, etwa im 
Punkte H,,, oder auf die Flaiche des Ellipsoides, etwa im Punkte P,,». 

Im ersteren Falle wird der Strahl S, in Hy, an der Focalhyperbel 
conisch reflectirt und in unendlich viele Strahlen S,,, aufgelést; ein 
Strahl S.5. fillt hierauf direct auf die Innenfliiche des Ellipsoides, 
etwa im Punkte P,,-, und nimmt von hier, einfach reflectirt, 
seinen Weg direct nach der Focalellipse, die er etwa in einem Punkte 
Gabe =) Y, Mo trifft. Der Weg eines jeden solchergestalt entstehen- 
den, dreimal gebrochenen Strahles HG, Ho» Pao Gao, entspricht genau 
der nach § 1, I ausgefiihrten Construction, daher auch seine Linge 
durch die Formel § 1, 3 gegeben ist. 

Im zweiten Falle wird der Strahl S,5 in P,, an der Fiche des 
Ellipsoides einfach reflectirt und trifft darnach direct auf den zweiten 
Zweig der Focalhyperbel, etwa im Punkte H,,. Hier wird er conisch 
reflectirt und in unendlich viele Strahlen S,»,. aufgelést; jeder Strahl 
Sas, wendet sich nach der Focalellipse hin, die er etwa in einem 
Punkte Ga. = 7; Y, ¥» trifft. Der Weg eines jeden solchergestalt ent- 
stehenden, dreimal gebrochenen Strahles HG, Poy Has Ga,o,< entspricht 
genau der nach § 2, II ausgeftihrten Construction, daher auch seine 
Lange durch die Formel § 2, 3 gegeben ist. 


§ 5. 
Die katoptrische Eigenschaft des Ellipsoides. 


Aus der in § 4 ausgefiihrten Beschreibung des Verlaufes der vom 
Punkte H kommenden Lichtstrahlen, geht nun durch einfache Zusam- 
menfassung der Satz hervor: 

1. Die von einem beliebigen im Inneren des Ellipsoides gelegenen 
Punkte H eines ersten Zweiges der Focalhyperbel gegen die Focalellipse 
hinlaufenden einfach unendlich vielen Lichtstrahlen losen sich, indem sie 
in ihrem Verlaufe zuerst an der Focalellipse und dann an dem zweiten 
Zweige der Focalhyperbel conisch reflectirt werden, in dreifach unendlich 
viele Strahlen auf; werden aber nach den zwei erwihnten conischen 
Reflexionen an den Focalkegelschnitten und einer dritten gewdhnlichen 
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Reflexion an dem Ellipsoide in den einfach unendlich vielen Punkten 
der Focalellipse vereinigt. 

Ferner zeigen die Formeln § 1, 3 und § 2, 3 unmittelbar, dass 
die Linge eines jeden der dreifach unendlich vielen Strahlen allein 
abhiingt von dem Parameter des spiegelnden Ellipsoides, den elliptischen 
Coordinaten des Anfangs- und Endpunktes und der Lagebeziehung 
dieser beiden Punkte gegen die Ebene der imaginiren Focalellipse. 
Es folgt somit: ; 

2. Alle die zweifach wnendlich vielen Strahlen aus der dreifachen 
Mannigfaltigkeit der geschilderten Strahlen, welche in einem und dem- 
selben Punkte G der Focalellipse endigen, haben von ihrem gemeinsamen 
Ausgangspunkte H bis zu ihrem gemeinsamen Endpunkte G die niim- 
liche Léinge. 

Kin Riickblick auf die in F. § 9 gegebene Charakteristik der end- 
lichen Gleichgewichtsdistanzen zwischen einem beliebigen Punkte des 
Raumes und einem Focalpunkte tiber den ungleichnamigen Focalkegel- 
schnitt fiihrt endlich unmittelbar noch zu dem folgenden Ergebniss: 

3. Die gemeinsame Liinge der Wege aller in demselben Punkte G 
der Focalellipse endigenden Strahlen ist kleiner als die Lénge irgend eines 
anderen Weges, der den gemeinsamen Anfangspunkt dieser Strahlen mit 
ihrem gemeinsamen Endpunkte G verbindet und dabei die Bedingungen 
erfiillt, sowohl dem Ellipsoid, als auch der Focalellipse und dem zweiten 
Zweige der Focalhyperbel zu begegnen. 

In diesen Resultaten*) erkennt man die Analoga der drei Siitze, in 
welche oben in der Kinleitung die katoptrische Eigenschaft der Ellipse 
eingekleidet worden war. 


Breslau, im Februar 1886. 


*) Man vergleiche die wesentlich verschiedene katoptrische Eigenschaft des 
Ellipsoides bei Pliicker, System der Geometrie des Raumes (Diisseldorf, 1846), 
§ 14, Art. 274. Eine Vermittelung zwischen den Siitzen des § 1 und des § 5 des 
vorliegenden Textes kénnte man in einer leicht herzustellenden katoptrischen 
Deutung der Dupin’schen Focaleigenschaft der Ellipse (vgl. F. § 3) erblicken, 





Ueber Fourier’sche Entwickelungen im Gebiete der Theta- 
functionen zweier Verianderlichen*). 


Von 


Martin Krause in Rostock. 


Im Folgenden soll das Problem behandelt werden, die Potenzen 
und Producte der Thetafunctionen zweier Veriinderlichen in Fourier’sche 
Reihen zu entwickeln. Es hat dasselbe eine weittragende Bedeutung, 
da es richtig gestellt das Transformationsproblem in sich schliesst, 
In der That das letztere kann in folgender Weise formulirt werden: 

Es sollen die Potenzen und Producte n*” Ordnung der urspriing- 
lichen Thetafunctionen als lineare Functionen der Griéssen: 


TF ig @natotuto tadt+9 ney’ +9%t9' ta] 
, Ba (MY AIT AG T2, MY +9. 

FG Taq) MT 1, NT, NT 9) 
dargestellt werden, so zwar, dass die Coefficienten sich aus denselben 
Grissen fiir die Nullwerthe der Argumente darstellen lassen. 

Da nun die Fourier’schen Entwickelungen der eingefiihrten trans- 
formirten Gréssen als bekannt angesehen werden kénnen, so gelangen 
wir in der That zu dem urspriinglichen Probleme, nachdem es in 
bestimmter Weise begrenzt ist. 

Im folgenden soll nun ein Verfahren angegeben werden, welches 
das zuletzt gestellte Problem lést, wenn die Annahme fallen gelassen 
wird, dass die in den Coefficienten auftretenden transformirten Gréssen 
zu demselben Transformationsgrad gehéren. 


§ 1. 


Definition der in der Folge gebrauchten Functionen. Haupteigenschaften 
derselben. 


Als grundlegende Functionen dienen diejenigen, deren Charakte- 
ristiken sich aus gebrochenen Zahlen zusammensetzen. Wir definiren 


*) Vergl. eine Note Zur Transformation der elliptischen Functionen in den 
Berichten der math, phys, Classe d. k. siichs, Gesellschaft der Wissenschaften, 
Sitzung vom 8. Februar 1886. 





420 Martin Krause. 


wie es in einer friiheren Arbeit geschehen ist,.zuniichst fiir beliebige 
Werthe von g und h in folgender Weise: 


(1) @e [g ¢] (Mp5 y's Tit» Ties Toe) = Fe g 4 ((%, t)) 


ik H (Mp5 1's Try Tie» Too) = Fa [Z| (x, 7)) 


niw - - p 
* 9, (», rs Sut stot : o + fats +h 


> Tr Tha» tn); 


=e 


2h 


r( “ gh 1 gt 
wma (tnt +t) te nt 85t +S) 


Hierbei kann « den Index einer beliebigen Thetafunction bedeuten. 
Es empfiehlt sich, alle diese Gréssen unter einem Gesichtspunkt zu 
betrachten, weil dieselben, wenn die Gréssen g und h ganze Zahlen 
oder die Hilften von ganzen Zahlen sind, simmtlich zu Thetafunc- 
tionen n‘* Ordnung fiihren und ferner Anlass zu einer grdésseren 
Mannigfaltigkeit von Beziehungen geben, als es die Function, welche 
« = 5 entspricht, allein thun wiirde. Zum einfachsten Falle einer 
Thetafunction erster Ordnung gehért nicht allein die fundamentale 
Thetafunction , sondern noch fiinfzehn andere, deren Charakteristiken 
sich aus halben ganzen Zahlen zusammensetzen und es pflegen ja auch 
in diesem Falle die 16 Thetafunctionen zusammen betrachtet zu werden. 

Wir denken uns nun in der Folge immer h = kh’ = 0 gesetazt, 
wir denken uns ferner an Stelle der Gréssen 1,,, T,., T.. die Gréssen 
NT,, NT, NT, eingefiihrt. Dann médgen die auf diese Weise ent- 
stehenden Functionen bezeichnet werden durch 


(2) PalG GF] (Oy, Oy), My, MEQ, MTyq) = Fa lJ] (My, Vy, MTjy, MTyy, MT») 
= O.[9 91] ((v,, mt)) = Fa[g] ((v,, m7) 
nia 
=e" Da(V AGT AGI Te, My FIT AG Top» WT), MT 9, MT), 
oo = 9(20, +99 Ti) + 9 (20 +9 T 249 T22)- 
Die fundamentalen Eigenschaften dieser Functionen folgen dann un- 
mittelbar. Fiir den Fall @ = 5 lauten sie (3): 


2g ni 
F, [g](O, +1, v1), My, MTyy, NT) = € " +O; [g]((%,; mt), 
2g’ mi 
FH [9] (1, M1 +1, Mt,,, NT.) MT.) =e” + [9] ((v,, mz)), 
5 (9) (Opi, Oy Ty 2, MT yy, MT p94 M Typ) — EW TAH HEW.H, [g]((v, mT), 


By [9] (Oy Ht y2) Vy Tq, MTyy MT qq, MT 2) — CE TH’ +E). H; [g] ((v,,"T)), 





Fourier’sche Entwickelungen von #-Producten. 


8 (9) (Or A GTA Tis My HIT G) Top, MTs, NTqq, NT») 
- at 29, 2 gy’ Oy’ +9? ta +291 71 Tags * tm) 
9 [9+9]((%, 27); 
9; [9+-n.9']((o,, "t)) = O5[9, +n] ((v,, mt) = 4, [g]((v,, m7)). 

Fiir die iibrigen Thetafunctionen sind die fundamentalen Beziehungen 
ebenso einfach zu entwickeln. Es sollen nun in der Folge lediglich 
die Fille ins Auge gefasst werden, dass die Zahlen g, g’ ganze Zahlen 
oder die Hilfte ganzer Zahlen sind. Setzen wir unter dieser Voraus- 
setzung in der Definitionsgleichung an Stelle von v,, v,: v,, mv, 80 
erhalten wir diejenigen Thetafunctionen, welche als Triger der Trans- 
formation der Thetafunctionen zweier Veriinderlichen angesehen werden 
kénnen. 


§ 2. 
Ableitung eines allgemeinen Additionstheorems zwischen Thetafunctionen 
mit verschiedenen Moduln. 
Es soll jetzt der Versuch gemacht werden, Additionstheoreme 


zwischen Thetafunctionen mit verschiedenen Moduln aufzustellen. Wir 
legen dazu das Product zu Grunde: 


n 
(1) P=f.J,v., n, Tit) Ti0) Ty). 
1 


Dann ist P als Function von v,, v, aufgefasst eine Thetafunction 
erster Ordnung mit der Charakteristik Null, welche iiberdies den Dif- 
ferentialgleichungen Geniige leistet: 


> oP 4. aP 

= dv Ot ’ 
n 

> _eP . OP 
' v Ot,’ 


OP 
‘= 
Kine jede Function, die dieselben Eigenschaften besitzt, kann sich von 
P nur um eine numerische Constante unterscheiden. Es soll versucht 
werden, derartige neue Functionen mit Hiilfe der von uns definirten 
Gréssen wirklich herzustellen. 
Wir setzen dazu: 

(3) Wa = On + Vy + Gnas Vp +++ + Aun* Uny 

Wx = Axi 0 + Axe * Vo + os -+ Ayn * Un) 


” 








‘ 
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wobei die Gréssen a,, einstweilen véllig willkirliche ganze Zahlen 
bedeuten sollen und bilden fiir weitere beliebig gewihlte ganze Zahlen 
Ju; Ju» My Aas Product: 


ET: [Ox9x] ((w, » Ny t)) . 


Es fragt sich dann zuniichst, welche Bedingungen miissen die ein- 
gefiihrten Gréssen erfiillen, damit dieses Product bei der Vermebrung 
der Gréssen v,, v, um Vielfache der Moduln in ein analog gebildetes 
Product iibergeht, multiplicirt mit der Exponentialgrésse, welche bei 
dem urspriinglich zu Grunde gelegten Producte auftritt. Man iiber- 
zeugt sich leicht, dass die hinreichenden und nothwendigen Bedingungen 
hierfiir lauten: 


a3, 2 


a2 
——- 2 | — =], 5 a 


Ny Ng Ny 


go | 


Giy 3; yy a a 


tt et, ERe, 


Ng n 


Diese Bedingungen kénnen auch geschrieben werden: 


(5) Ani + xe + oer + Gun = Nx, 

ir * Axi Aig* Axa + + + + Gin Cen = 0. 
Legen wir nun dasjenige Product zu Grunde, bei welchem siimmtliche 
Gréssen g,, g, der Null gleich sind, so folgt leicht, dass der Ausdruck: 


n 


Ja] 5 los 92) (ex, me) 


94° Ix 1 


bei Vermehrung der Gréssen v,, vz, um Vielfache der Moduln den Be- 
dingungsgleichungen der Thetafunctionen erster Ordnung mit der 
Charakteristik Null Geniige leistet, wenn die Summe erstreckt wird, 
tiber alle g,, gz die den Congruenzen Geniige leisten: 


Jy = Gy, + $y HF Aya + Sy +++ + + Gin: Sn mod. n,, 
Jo = Gq + 8, + Agy  8, + +++ + dan + Sn Mod. Ny, 


Jn == Anis 8; + Anes 8 + +++ + dan* Sp mod. n,, 
(6) . 
Dy yy + Sy HE Gyy © So + + + in +s S, mod. n,, 
Jo, Ay, + $1, + Gyn + So +--+ + den+ 5, mod. N,, 





Jn == Anis 8) + Anes So + +++ + Gan + Sq mod. Ny. 


Die Gréssen s, s’ sind véllig willkiirliche ganze Zahlen. 
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Aus diesen Congruenzen folgt dann, dass die Gréssen: 





91° %, 92° %% In* *nx 

— ee eee 

fi Me Sai tn oo In nx 
™ Ne n, 


simmtlich ganze Zahlen sind. Hieraus wiederum folgt, dass die vorhin 
definirte Summe sich nicht indert, wenn man die Veriinderlichen v,, v, 
um ganze Zahlen vermehrt. Jedenfalls also ist die Summe als Func- 
tion von v,, v, aufgefasst eine Thetafunction erster Ordnung mit der 
Charakteristik Null. 

Bezeichnen wir sie durch S, so ist aber tiberdies: 


es wes , ws @s 
ov? H dw? * rx + 2> dw, dw, * Ore’ Asx- 
r,s 
Hieraus folgt: 
n n 
as _ Sy as, 
> Ov, a Ow ** 
1 1 . 
Hieraus schliessen wir, dass die Summe S denselben Differentialglei- 
chungen Geniige leistet, wie das urspriingliche Product, sich also von 
demselben nur um eine numerische Constante unterscheiden kann, 
Der Werth derselben ergiebt sich aber, wie die Einsetzung der Reihen- 


eutwickelungen zeigt, gleich 1, mit andern Worten wir finden das 
Additionstheorem : 


(7) [-]*: (Vx, Ves Try» Tras Ta2) =>) L-[* [Gus Ju] ((Wx, Met)), 


wobei die Summe auf der rechten Seite iiber alle diejenigen Werthe 
von gy, g, auszudehnen ist, welche den Congruenzen Geniige leisten: 


Ju = Ayr 8; + Aya + Sy + +++ + Gyn Sp MoOd. Nx, 

Gu S Ani + 8 + de + 85 + ++ + Gen + Sp MOU, Ny. 
Das soeben entwickelte Additionstheorem kann als specieller Fall eines 
allgemeineren angesehen werden, dessen Ableitung im Principe die- 
selbe ist: 

Seien m,...m, n beliebig vorgelegte ganze Zahlen, migen ferner 
zwischen den Verdnderlichen v und den Verinderlichen w die Relationen 
bestehen : 

(8) Wy = Ay1°V, + Axa*V, + -+-- + Gen'Vn, 
Wy = in r'Vy, HE ney +++ + den Une 


Geniigen dann die ganzen Zahlen ay, den Gleichungen: 
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a2 a2 a2 


% 


@) 5° Ny 


Mg 5° 4x 
ae ee ee ee 
oder was dasselbe sagt, den Gleichungen: 


a, 








-* &. 
t nx = 0, 
n, 


2 2 
(10) ages + M,.Ax2 +++ + my. din = Ni, 
M, Qi» Ax + Me - Aig + Axe + is + My. Qin + Aen = 0, 


so gilt das allgemeine Additionstheorem : 


(11) E-[*: (Vy Vx Mx T yy) Mx Typ, Mx Tr.) 


1 


= > FF] e%t0e, 941 (0, 2) 
9° 9% 1 


wobei die Congruenzen bestehen: 


(12) gx = ur My *S, + Aye M+ Sy + +++ + Ayn: Ma*S, MOd, N,, 
Gu = Me1- My +S," + Ay2+My* So + + - + + Aen: My+S, MO. Ny. 
§ 3. 


Herleitung eines zweiten Additionstheorems zwischen Thetafunctionen 
mit verschiedenen Moduln. 


Bei den Betrachtungen, die im vorigen Paragraphen angestellt 
worden sind, war die Annahme gemacht worden, dass die Zahlen 
ax» ganze Zahlen seien. Wir wollen diese Annahme jetzt fallen lassen 
und die allgemeinere Festsetzung treffen, dass sie die Héilften ganzer 
Zahlen sind. Wir wollen dazu setzen: 


(1) 2We = nr + Vy + Aye + Vy f+ +++ Gen: Un, 
2 Wye = nr - Vy + Axe + Ve +++ + Gen Un, 
wobei die neuen Gréssen a,, jetzt wieder ganze Zahlen sind. 
Wenn dann die Zahlen a,, den Bedingungsgleichungen Geniige 
ae Ox Wx 
et Bt + as, 
(2) 


5° % x *@ 


ie», See =r Bani ny =, 








% Ng n, 


oder was dasselbe sagt den Gleichwngen: © 
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(3) nadia Seah icc 
Aj, + Aer +++ + Gin: Aen =O, 
so gilt das Additionstheorem: 


(4) 23" en 9; ((vx, T)) = 
S Folge a) 


Dabei ist die Summe erstens iiber alle ¢, &,... &, & & «+. &n 
ausgedehnt, welche den Werth 0 oder 1 besitzen, und zweitens tiber 
alle gx, gz, die den Congruenzen Geniige leisten: 

















g -8 ~ a om} 
J =e | & mt 4% + mod. ”,, 

©) Ix Gy1° 8; a, ° 8, Gyn° 8, 
— oz ; aa 3 + eee + 3 mod. Nx. 


Es ist klar, dass auch hier ein allgemeines Additionstheorem aufgestellt 
werden kann, welches das obige als speciellen Fall in sich enthilt, 
indessen sehen wir von seiner Aufstellung ab. 


§ 4. 

Die Fourier’schen Entwickelungen der Potenzen und Producte n‘* Ord- 
nung der gewohnlichen Thetafunctionen auf Grund des ersten 
Additionstheorems. 

Gehen wir zu dem ersten Additionstheorem zuriick, so wollen wir 


die ganzen Zahlen a;, jetzt der weiteren Bedingung unterwerfen, dass 
sie die Gleichungen erfiillen: 


(1) a es +s + an=—N, 
Axi + dex + +++ den=0, x> 1. 
Dann ist klar, dass, falls die Bestimmung miglich ist, sich fiir den 
speciellen Fall: 
Vy = Uy = Op, VY) HV, He Oy 


die Formel ergiebt: 
(2) 3, ((v, t))" -»>, [91] ((mv,m r)). 5 [92] (0, m.7))-- 5 [Gn] (0, %nt)), 


wobei die Summe in der vorhin angegebenen Weise zu nehmen ist. 
Damit ist aber das Problem gelést. Zu gleicher Zeit folgt das analoge 
fiir simmtiiche ne Potenzen von Thetafunctionen, ferner fiir alle Pro- 
ducte zu je n, da diese Gréssen aus dem Producte 
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] [*: ((vx, 7)) 


durch Substitution halber Perioden abzuleiten sind » wenn nach statt- 
gefundener Substitution 


UW, SH Un SH + + + = Uy, Vv, = 0, = ++ =v, 
gesetzt wird. Ehe wir nun den allgemeinen Fall behandeln, nehmen 
wir einige specielle Fille. 


l. n=2. 

In Bezug auf diesen midge auf eine Arbeit von Herrn Kénigs- 
berger und eine solche von Herrn Caspary aufmerksam gemacht, 
werden, die sich resp. im 64'** und 94'" Bande des Crelie’schen Journals 
befinden. Die Zahlen a,, ergeben sich unmittelbar und zwar wird: 

a, =1, a,—1, 
a,=1, a,.——1. 
Wir erhalten demgemiiss das Additionstheorem: 
(3) 9; ((e%,7)) - B; (02,7) = 95 ((0 + 2, 27)) . B; ((v; — vg, 27)) 
+ 4, [10]{(e, +0, 24)) . 9,[10]((v, — v, , 24) 
+ 9,[01] ((r,+0,,22)) . [01] ((0, — v», 2)) 
+ 4 [11] ((o +2, 27)).9; [11] (eo, —22,27)), 
Setzen wir jetzt v, = v,, so erhalten wir die bekannte Formel: 
(4) 4, ((v,t))? = 4 ((20, 2t)). 8; ((0,27)) +, ((2 0, 2r)). 4, ((0,2)) 
+ Foy ((2 0, 27)) . By ((0,27)) +B; ((20, 27) .B,,((0, 27)). 
Ganz analog erhalten wir die Formeln (5): 
95, ((v, 7)? = , ((20, 2r)) . 8 ((0, 27)) — &, (20, 2t)) . , ((0, 21) 
+ F,((2v, 24) « Fo, ((O, 24)) — Hy5((20, 2t)) . 3 ((O, 24), 
91((v, 7)? = Os ((20, 2t)) . B (0, 27)) + O, ((2v, 2z)) .  ((0, 2r)) 
— Bo, ((20, 2t)) . By, ((O, 27)) — By ((20, 27)) . ,((0, 24), 
9, ((v, t))? =  ((20, 21).  ((0, 2t)) — , ((20, 2r)) . &, (0, 2t)) 
— 4 ((20, 21) . Bo, ((O, 27)) + A; ((2e, 27)) . 5 ((0, 2). 
Ganz analog kénnen die simmtlichen Quadrate und ferner die simmt- 
lichen Producte zu je zwei der urspriinglichen Thetafunctionen bestimmt 
werden. Es ergeben sich dann die bekannten Resultate. Jedenfalls 
ist klar, dass wir, indem wir das specielle Problem der Fourier’schen 
Entwickelungen gelést haben, zugleich die allgemeine Transformation 
zweiter Ordnung villig zu Ende gefiihrt haben. Die Ausdriicke, die 


sich hierbei ergeben haben und ferner die Ausdriicke, die sich hieraus 
fiir die transformirten Functionen herstellen lassexi, sind so einfacher 
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Natur, dass wir fiir héhere Transformationsgrade das Problem als 
vollig gelést werden ansehen kénnen, wenn die Moduln 21;,, 21; 
neben den Moduln 1;,, mt;, in den fertigen Formeln vorkommen 
sollten. Es ist hiermit eine wesentliche Erleichterung fiir die spiiteren 
verbunden. 


Il. » = 3. 
Indiesem Falle haben wir zu setzen: 
4=1a,—= 1,a,;— 1,0, =—3, 
A, = 9, Oo= 1, 4,—=—1,n, =—2, 
Qs, = 2, dy. = — 1, a3 = — 1, mn, = 6. 
Mithin erhalten wir das Additionstheorem: 
(6) 4; ((v,, T)) - 85 ((e, t)) « 8 ((05, 7) 


= > [91] ((% + 2+ 03, 3)). 4; [g_] ((20, —v, —v3, 6) 
. 95 [93] ((2— v3, 2)) 


wobei die Summation iiber alle Werthe von g, g’ zu nehmen ist, die 
den Congruenzen Geniige leisten: 


9: + 95 =O mod. 3, g, + 9, =O mod. 3, 
92 + 93 =O mod.2, g.’ +g, =O mod. 2. 
Setzen wir der Einfachheit halber: 


Aggy = 9;[99']((32, 3t)) + 4; [9g] ((—32, 3t)), 
so erhalten wir, wenn wir v,=v,==2, setzen, die folgende Fourier’sche 
Entwickelung der dritten Potenz von @,((v,, v2)): 


(7) 4; ((v,1))° 
= Ay (4; ((0,2r)). 8; (0, 6r)) + 4; [10] (0, 2x). 8; [30] (0, 6r))) 
+ Ay (8; ((0, 2)) ., [40] ((O, 6r)) +, [10] ((0,2r)) . 8, [10] ((0, 6r))) 
+ Ay, (9 ((O, 2r)). 8; [04] (0, 6r)) + 4; [01] (0, 2r)). 8, [01] (0, 6r))), 
+ A,, (4; (0, 2r)).; [44] ((0, 6r)) 4+ 4; [11] (0, 2x). [11] (0, 6r))) 
+ Ay, (#;,[01] ((0, 2z)). 8, [21] ((O, 6r)) + 4, [10] (0, 2r)). [54] (0, 6r))) . 
Diese Entwickelung kann auch geschrieben werden: 
(8) 8, ((v,2)) 
= Ayy (4; ((0,2r)) ,; (0, 6r)) +9), ((0, 2t)). Fp, (0, 6r))) 
+ Ajo (#; ((0,2r))., [40] (0, 6r)) +-F, ((O, 2z)) . %, [40] ((0, 6r))) 
+ Ap, (85 ((0,2r)) . 8; [04] ((0, 6r)) + 4, (0, 2z)). , [04] ((0, 6r))) 
+ Aj, (9; ((0,2r)). & [44] ((0,6r)) + 83 ((0, 2). 3 [44] (0, 6r))) 
+ Ax, (Fo ((O, 2r)) . Hp, [4,2] ((0,6r)) + , ((0,2r)) . [42] ((0, 6r))). 
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Durch Substitution halber Perioden kénnen aus dem Additions- 
theorem die Fourier’schen Entwickelungen eines jeden Productes: 


Ba((v, t)) . He ((v, t)) . By ((, 7)) 
in tthnlicher Weise dargestellt werden, Damit ist das Problem der 
Fourier’schen Entwickelung vollig gelést, mit thm aber auch das Problem 
der Transformation 3 Ordnung, denn vermége der vorhin gemachten 
Bemerkungen lassen sich die Thetafunctionen mit den Moduln 21;, 
und 67;, unmittelbar durch die ‘Thetafunctionen mit den Moduln 1;, 
und 372;, ausdriicken. 

Setzen wir v, =v, = 0 so erhalten wir eine Fiille einfacher und 
eleganter Beziehungen zwischen den Wurzeln der Modular- und Multi- 
plicatorgleichungen. Der Verfasser glaubt von ihrer Aufstellung ab- 
sehen zu diirfen, da die Methoden véllig gegeben sind und bei ihrer 
Anwendung keinerlei Schwierigkeiten eintreten. 


Tl. n= 4. 
In diesem Falle ist zu setzen: 
@,=1, a= 1, a= 1, ay=— 1, n, —4, 
Q@,=1, dy= 1, a3—=—1, ay=—1, m—4, 
Q5,=0, ay—= 0, Gy—= 1, ayy—=—1, ny =—2, 
@,—=1, @&——1, a;=—= 0, ayg= OO, ny—2. 


Wir erhalten demgemiiss das Additionstheorem: 


4 4 
(9) [-[2.(@, 9) ->' Je] 909) (wx, ner). 
1 1 


Hierbei ist: 

W=%1+%+%+%,, 0 = 4, 

(10) W, =U, +, — 1, —%y, MQ = 4, 
Ws = V3 — VU, » y= 2, 
W,= 1, — » m= 2; 


ferner ist die Summation auszudehnen iiber alle Werthe von g, g' die 
den Congruenzen Geniige leisten: 


9; = 8, +5,+8,+58, mod. 4, g,'=s,'+5,'+8,'+s, mod. 4, 


1) 2#= S,-+s,—S,—s, mod. 4, g, = s, +s,'—s,—s, mod. 4, 
(11) 93 = 83 —58, mod. 2, g; = s, —s,’ mod. 2, 
I, = 8,— 8, mod.2, g,=s,—s, mod. 2. 


Jedenfalls ist klar, dass hiermit auch fiir den Fall » = 4 das Problem 
der Fourier’schen Entwickelung vollig gelést ist, es ist aber ferner 
klar, dass damit auch die Transformation vierter Ordnung ihre villige 
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Erledigung gefunden hat, da ausser den Moduln t;, und 41;, nur noch 
die Moduln 27;, in den fertigen Formeln enthalten sind. 

Fiir die beiden folgenden Fille beschrinken wir uns darauf, die 
Werthe der Zahlen a,, und n, anzugeben. 


IV. n=5. 
4=1lha,.—= 1a@=—= 1la,=—= las= 1, n=—5, 
@y, = 4, dy =— 1, a= —1, ay=—1, a, = — 1, n, = 20, 
a;,=0, d= 1, a3—= 1, a,—=—1, a,——1, n, =—4, 
a, =0, a= 0, a= ) = laz,=——1, n,—2, 
As, = 0, Ase 1, 4;,=—1, 4,=—= 0, a,—= 0, n= 2, 

V. n=6. 
Q,=1,a4.= Ia3;= lay= 1 a,— 1, a,— 1, n,=6, 
A 4=1,4,.—= 1,4 ;—= 1, dy=—1, 4,—=—1, ay=—1, n=6, 
a3,=0, d= 0, A= 0, a= 2, a3,=—1, a=—1, m—=6, 
A4,=0, Ap>—= 0, = 0, y= 0, a= 1, ag=—l, n—2, 
A;,=2, Ay>—=—1, as3—=—1, a= 0, ay; 0, ag—= 0, n,—=6 
A,=9, Ag—= 1, Agg—=—1, ay—= 0, ag—= 0, ay—= 0, ny=2. 


Jedenfalls ist auch in diesen Fiillen die Fourier’sche Entwickelung 
thatsiichlich gefunden, ferner die Transformation 6% Ordnung villig 
zu Ende gefiihrt. Die Transformation 5‘ Ordnung freilich kann nicht 
als vollig erledigt angesehen werden, da in den hierauf beziiglichen 
Formeln noch die Moduln 41;, und 20t;, enthalten sind. 

In diesen speciellen Formeln tritt aber das Gesetz, mit dessen 
Hiilfe im allgemeinen Falle die Constantenbestimmung gegeben werden 
kann, klar hervor. 

In der That, nehmen wir an, dass eine ungerade Zahl sei, so 
setzen wir: 


Qy, =A. = +++ = a,—1, 
lg, = — 1... Ugg = Aggy = +++ = A, = — 1, 
Gy, = Gy, = + >> = On = O- 


Man iiberzeugt sich leicht, dass die Bedingungsgleichungen, mit deren 
Hiilfe die tibrigen Gréssen zu bestimmen sind, dieselben sind wie fiir 
den Fall » — 1, so dass die Bestimmung damit auf den Fall einer 
geraden Zahl zuriickgefiihrt ist, welche kleiner ist als die urspriinglich 
vorgelegte. 

Ist dagegen m eine gerade Zahl gleich 21, so setzen wir: 

Ay HQ Ss Kaan 1, 

Ay, = Ag+ ++ Ar = 1, Geri = Aer+2 = * ++ = A2,—>— 1 

29* 
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Ueberdies nehmen wir an, dass in den folgenden r — 1 Horizontal- 
reihen die r ersten Glieder der Null gleich sind, wahrend die r andern 
Glieder mit Hiilfe der Bedingungsgleichungen bestimmt sind, die fir 
den Fall r bestehen, dass endlich in den letzten » — 1 Horizontal- 
reihen die r letzten Glieder der Null gleich sind, wiihrend die iibrigen 
zu dem Falle » =r gehérig angesehen werden kénnen. 

Damit ist aber das Problem villig gelést und die Fourier’schen 
Entwickelungen sind fiir ein beliebig vorgelegtes » thatsichlich in der 
verlangten Form aufzustellen. 


§ 5. 
Die Fourier’schen Entwickelungen der Potenzen und Producte »** Ord- 
nung der gewohnlichen Thetafunctionen auf Grund des zweiten 
Additionstheorems. 


Das im 3' Paragraphen aufgestellte Additionstheorem wird zu 
der Lésung derselben Aufgabe fiihren, wenn wir die Zahlen a,, derart 
bestimmen, dass 


yy HF My. + +++ + Gin = 2m 


Gzit Geet: +++ ayn = 0 ist fir x > 1. 
Dass diese Bestimmung immer mdglich ist, braucht nicht niher aus- 
einandergesetzt zu werden. Der Vorzug dieser zweiten Art der Dar- 
stellung vor der ersten besteht darin, dass in einer Reihe von Fiillen 
die Mannigfaltigkeit der Moduln eine geringere ist als bei der ersten 
Art der Darstellung. Nehmen wir z. B. den Fall » = 5, so erhalten 
wir die Werthe: 


und 


@y,;=2, Gyo= 2, Gy—= 2, Qy= 2, a,— 2, n=—d, 
G,=4, dy=—1, a,—=—1, a,——l1, a,——1, n,=—5, 
Q3,=0, dy= 1, dy—= 1, ay=—l, a,—-—-1, n—1, 
A,=9, Gy= 9 y= 0, Qy= 2 a,3—=—2, ny —=2, 
a5,=0, Gy= 2, Gs35==—2, a, 0, a= 0, ny =2. 


Es treten also in den fertigen Formeln ausser den Moduln 1,;, und 57;, 
nur noch die Moduln 2t;, auf. Das heisst aber vermége der friiheren 
Bemerkungen nichts anderes als dass vermége unserer Methode auch die 
Transformation fiinfter Ordnung thre villige Erledigung gefunden hat. 


Rostock, den 15. Februar 1886. 

















Ueber hyperelliptische Sigmafunctionen. 
Von 


Fevix Kxiew in Gottingen. 


§ 1. 
Begriff der o-Functionen. 


Wenn man versuchen will, die neueren Fortschritte der Theorie 
der elliptischen Functionen auf die Theorie der hyperelliptischen Func- 
tionen (zuniichst zweier Variabler) zu iibertragen, so scheint es in 
erster Linie néthig, statt der 16 Thetafunctionen der gewéhnlichen 
Theorie 

B01, Voy Ty, Tre» To9) 
solche 16 Functionen einzufiihren, die sich bei linearer Transformation 
der Perioden ohne Zutritt irgendwelcher Factoren einfach permutiren. 

Man nihert sich diesem Ziele in einer fiir viele Zwecke aus- 
reichenden Weise, wenn man mit Weierstrass die geraden Theta- 
functionen durch ihre Nullwerthe, die ungeraden durch die Nullwerthe 
gewisser (hernach noch genauer zu definirender) Differentialquotienten 
dividirt*), Die so entstehenden Functionen permutiren sich niimlich 
bei linearer Transformation der Perioden bis auf einen bei allen ge- 
meinsam auftretenden, von den Coefficienten der Transformation ab- 
hingenden Exponentialfactor: 


(1) C0 +2 C91 Patra Oa” 


so dass also irgendwelche fiir die Functionen aufgestellte homogene 
Relationen sich so umsetzen, als hitte eine reine Permutation der 
Functionen stattgefunden. Dies Verhalten wird der Art nach nicht 
geindert, wenn man die in Rede stehenden Functionen von vorne- 





*) Man vergl. insbesondere die Ausfiihrungen bei Staude im 24" Bande 
der mathematischen Annalen. 





‘ 


432 F, Krew, 


herein noch mit einem gemeinsamen, beliebig anzunehmenden Ex- 
ponentialfactor : 


(2) EA O° +2 Aja) P+ An 0,” 


multiplicirt, so dass also alle auf solche Weise entstehenden Func- 
tionen zuniichst gleichberechtigt erscheinen. Ich werde die so de- 
finirten Functionen voriibergehend mit 

O(Y Mp5 Ty Tro» Te) 
bezeichnen. 

Wenn es sich jetzt darum handeln soll, statt der #-Functionen 
solche einzuftihren, die sich bei linearer Transformation der Perioden 
glatt permutiren, so kann es von vorneherein keinem Zweifel unter- 
liegen, dass derartige Functionen unter den © mitenthalten sind. Unser 
Problem kann also dahin specialisirt werden, dass win verlangen, den zu- 
niichst willkiirlichen Factor (2) so festeulegen, dass die bei linearer Trans- 
formation der Perioden im Allgemeinen auftretenden Factoren (1) iiberhaupt 
in Wegfall kommen. Ich werde im folgenden Paragraphen zeigen, dass 
es in der That in einfacher Weise gelingt, dieser Forderung zu ent- 
sprechen. Indem ich fortwihrend die Analogie mit Weierstrass’ Theorie 
der elliptischen Functionen festhalte, bezeichne ich die neuen, so ent- 
stehenden Functionen als o-J'unctionen (wiihrend Hr. Weierstrass 
selbst im Falle der hyperelliptischen und Abel’schen Functionen vor- 
zuziehen scheint, den Factor (2) tiberhaupt unbestimmt zu lassen und 
siimmtliche Functionen, die wir gerade © nannten, als o-Functionen 
zu bezeichnen *)). 

Ich will hier gleich einer anderen Ausdrucksweise gedenken, die 
ich gelegentlich gebrauche. Es handelt sich um eine gemeinsame 
Benennung aller derjenigen Functionen, welche aus Thetafunctionen 
ve Ordnung durch Zufiigung irgendwelcher Factoren der folgenden 
Form 

K « cane? +2400 + ane? 


(wo die K, a, @»5 @,». ganz beliebige Constante sind) entstehen. 
Ich werde dieselben, wie dies auch anderweitig schon geschehen ist, 
als Jacobische F'unctionen der v. Ordnung bezeichnen. — Meine sonstige 
Terminologie ist die allgemein iibliche. Unter Charakteristik einer 
#- Function verstehe ich ausschliesslich einen gewissen Complex vou 
halben ganzen Zahlen, so dass also die Verallgemeinerung, die in 
der Einfiihrung beliebig gebrochener Charakteristiken liegt, hier einst- 
weilen ausgeschlossen bleibt. 


*) Man vergl. Sitzungsberichte der Berliner Akademie von 1882 oder auch 
die einleitenden Paragraphen bei Schottky: Abriss einer Theorie der Abel’schen 
Functionen von 3 Variabelen (Teubner 1880). 
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§ 2. 
Aufstellung der zehn geraden o-Functionen. 


Wir beschriinken uns jetzt zuniichst auf gerade Functionen. In- 
dem wir den Nullwerth eines geraden #(v,, v,) kurz mit @ bezeichnen 
und der Einfachheit halber jede Charakteristikenbezeichnung bei Seite 
lassen, setzen wir dem eben Gesagten zufolge: 


(3) O(v, »%) = E42 +2 Aint 2+ Ane.” , Feu te) v2) i. 


Um hier die A, in solcher Weise zu bestimmen, dass o-Func- 
tionen resultiren, betrachten wir das Product siimmtlicher gerader 0: 


10 10 
, 2 2 av >» U9) 
(4) | | O(v, . Vo) == o10(An m7 +2 42%, 0 -+ 4g") , | | —j- 
1 1 


Wenn sich bei linearer Transformation der Perioden unsere 0 bis 
auf einen bei allen gemeinsam zutretenden Factor (1): 


E00 M1? $F 2 C12 M1 Oa Coa 02” 
vertauschen, so wird dies Product bis auf den Factor: 
E106 M1? +2 C120) Cat Cn 2") 
ungeiindert bleiben: sollen also die © speciell in o tibergehen, so muss 


das Product tiberhaupt invariant sein. Aber auch der Riickschluss 
lisst sich machen: Ist unser Product invariant, so folgt 


Ch, = Cy = Cop = 0. 


Wir werden uns also zuniichst ausschliesslich mit dem Producte (4) 
beschiiftigen. 

Wir wollen unser Product insbesondere in eine nach Potenzen von 
v,, v, fortschreitende Reihe entwickeln. Indem wir die Terme gleicher 
Ordnung in leicht verstiindlicher Weise zusammenfassen, haben wir 
(da es sich um eine gerade Function handelt): 


(5) TT =) 4 be eh + bo eh +s 
wir haben gleichzeitig: 
ellener +8 eneeahenee) =e 1 10 (64, 0,7 + 2¢,,0, 02 + C220”) 
+ 50 (6,1 0,? + 2e420, 02 + Cy90,")? 
+ ° 
Wir kinnen also (€,,0,? + 2¢,.0, 0. + Cy» 0) definiren als den zehnten 


Theil derjenigen Aenderung, welche die Terme zweiter Ordnung [v,, V2]. 
der Reihenentwickelung (5) bei linearer Transformation der Perioden 
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erfahren*). Wollen wir jetzt statt der © speciell o-Functionen haben, 
so geniigt es, besagte Terme zweiter Ordnung gegeniiber linearer 
Transformation der Perioden invariant zu machen; die Invarianz der 
hdheren Terme und also unseres Productes folgt dann von selbst. 

Hiermit nun haben wir eine bestimmte, aber noch unendlich vieler 
Lisungen fihige Aufgabe.. Da wir niimlich die Aj, in (3), (4) ganz 
beliebig annehmen diirfen, so kénnen wir [v,,v,], in (5) jeder be- 
liebigen quadratischen Form von v,,v, gleich machen, und es giebt 
also so viele verschiedenartige o-Functionen, als es quadratische Formen 
von v,,V, giebt, die bei linearer Transformation der Perioden un- 
geiindert bleiben. Auf die hiermit beriihrte Frage nach der all- 
gemeinsten Bestimmung von 6-Functionen werde ich erst spaterhin 
zuriickkommen. An gegenwiirtiger Stelle kommt es nur darauf an, 
der aufgestellten Forderung in irgend einer (méglichst einfachen) Weise 
zu geniigen. Das evidente Princip, dessen wir uns zu dem Zwecke 
bedienen, ist dies, dass [v,, v,], bei linearer Transformation jedenfalls 
ungeindert bleibt, wenn es von vorneherein identisch verschwindet. 
Wir wollen also in der Folge Functionen (3) dann und nur dann als 
6 -Functionen bezeichnen, wenn in der Reihenentwickelung (5) die Terme 
zweiter Ordnung einfach wegfallen. Der Erfolg wird zeigen, dass die 
specielle Festsetzung, die wir hiermit getroffen haben, in der That zu 
den einfachsten Functionen hinfiihrt, die unserer anfanglichen Forderung 
geniigen. 

Die Bestimmung der A,, in (3) geschieht jetzt folgendermassen. 
Ich will die Nullwerthe der zweiten Differentialquotienten 


OF (Y%, V2) GD (Y4, Ue) GF (V4, Ue) 





0v,? ? OM,0%, ”’ ove 


der Kiirze halber mit #,,, 4,,, 4. bezeichnen. Dann ist fiir ein be- 
liebiges gerades # dem Taylor’schen Lehrsatze zufolge: 


F(Y%, Vz) 1/4 a a 
— = 145 (4-024 24. 0,0, + 52-02) 4... 
Dies in (5) eingesetzt, erhalten wir sofort vermége unserer Forderung: 
10 10 
1 a, 1 v 
a-—-Gga se? “~~ tae 
1 1 
10 
1 On 
4n——-H ae” 


*) Man vergesse hier nicht, was ich der Kiirze halber im Texte nicht 
weiter hervorhebe, dass bei linearer Transformation der Perioden die 1, v, selbst 
lineare Umsetzungen erleiden. Dagegen bleiben die spiiter einzufiihrenden wu, , u, 
bei linearer Transformation der Perioden ungeiindert. 
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(wo die Summation iiber alle geraden @ zu erstrecken ist). Wir finden 
also fiir die geraden 6 folgende Definition, die fernerhin zu Grunde zu 
legen ist: 





ee ws es 
-3(3 Yow ZY Hoot ¥ Y-~) 
1 1 1 F (V4, Vg) 


(6) G(v,, V) =e Fy 


Bezeichnungen. 


Ehe wir weiter schreite:, wird es zweckmiissig sein, gewisse 
Bezeichnungen zu verabreden, bez. die in ihnen liegende, fiir unsere 
weiteren Entwickelungen fundamentale Bedeutung hervorzuheben. 

Zuniichst: fiir die Auffassung, die ich zu entwickeln habe, ist es 
der wesentlichste Punkt, dass die ganze Function sechsten Grades, 
welche bei den hyperelliptischen Integralen unter dem Quadratwurzel- 
zeichen vorkommt, in keinerlei kanonischer Form vorausgesetzt wird, 
wihrend gleichzeitig méglichst iibersichtlich sein soll, welchen Erfolg 
jeweils irgend eine lineare Substitution hat, der die Integrationsvariable 
unterworfen wird. Dementsprechend bedienen wir uns durchweg ho- 
mogener Variabler z,: 2, etc., so dass die genannte ganze Function in 
eine bindre Form sechsten Grades iibergeht: 


(7) f(@,, 4), Oder f(%,, %) ete...., 


(was wir dann freilich der Kiirze halber meist wieder mit f(z), f(«), ... 
bezeichnen), wihrend die einfachsten beiden zugehdérigen itiberall end- 
lichen Integrale die folgende Form gewinnen: 


(8) * &(2d2) : (edz) 


1 Vien?  ~ S Vitton) 
y y 


Hier steht (2dz) abkiirzend fiir (2,dz, — ¢,dz,), ~ und y in den 
Grenzen fiir 2: 2, oder, was genauer ist, fiir g2,, 9%, o°? f(x) 
2 
und @y,, 0%, @*Vf(y), unter @ einen Proportionalitiitsfactor ver- 
standen, dessen Werth vollig gleichgiiltig ist und der nur der Symmetrie 
wegen eingefiigt wurde. Als Function der 2,, 2, wie der ¥,, ¥, 
sind «,, #, von der nullten Dimension, indem die unter den Integral- 
zeichen stehenden Ausdriicke, wie ‘selbstverstiindlich, nur von dem 
Quotienten 2,: 2, abhiingen. Als Functionen der Coefficienten von f 


‘ , 1 , , 
sind sie aus dem entsprechenden Grunde von der (— 3) Dimension. 


Wir fixiren jetzt auf der zur Irrationalitit /f gehérigen Rie- 
mann’schen Fiche ein System kanonischer Querschnitte A,,A,, B,, B,, 


——— 


SO 


a 


















a 


a 
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bei deren Ueberschreitung u,, u, beziehungsweise die folgenden Perioden 
darbieten mégen: 








| 4, | 4, | B, | B, 
(9) Uy | My | Mp | iz | O14 
Uy | Oo, | Pra | M23 | Ory 


| 
Die eigentlich wichtigen Gréssen der weiteren Theorie sind dann 

die Unterdeterminanten: 

(10) Uy, @2~ —- Uy @jx, G14 @2~ — Wy; @4x, 

von denen ich die letzteren mit p,, bezeichne: 

(10b) Pik = @1; Woy @2; O1~ = — Pri- 

Zwischen ihnen bestehen wohlbekannte Relationen; von denen ich hier 

nur diejenigen hinschreibe, die sich auf die p,, beziehen, niimlich 

erstens die Gleichung: 


(11) TT = py + Pay = 9, 
ferner die Identitiit: 
(12) P = Pyx P3g + Pig Pay + Pig Pos = 0 


Unsere eigentliche Tendenz muss sein, unter den Cirdssen (10) 
diejenigen, welche gleichberechtigt sind, auch formal in gleichférmiger 
Weise zu benutzen. Da wir aber bei unseren Entwickelungen an die 
Theorie der #-Functionen ankniipfen, so haben wir hier zuniichst in 
unsymmetrischer Weise vorzugehen. Die Grissen v,, V), tT), T2) To 
welche als Argumente der #-Functionen fungiren, sind einfach fiinf 
von einander unabhdngige Quotienten der Unterdeterminanten (10). 
Man hat: 


My Gogg — Mg Dig 


(13) oii Pre . 
eae 2a 3 
. Pa 
und hierzu das Periodenschema: 
|4,|4,| B, B, 
' as 2 = 28 
(14) ” 1/9 ae Pre "12 Pr 


v,| O11 |e, — 2 | 2,, mn Pe 
: - Pr | * Pre 


wo nun, in Folge von (11), t,, = 1, ist. 

Wir gedenken jetzt gleich derjenigen Eigenschaft der Unterdeter- 
minanten (10), die in der Folge zumeist in Betracht kommt und die 
sich auf ihr Verhalten gegeniiber linearer Substitution der Integrations- 
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variabelen 2,: 2, bezieht. Um schon hier diejenige Ausdrucksweise 
zu benutzen, die wir fernerhin immer gebrauchen, wollen wir sagen, 
dass unsere Unterdeterminanten transcendente Covarianten, bez. trans- 
cendente Invarianten der Form f sind. Unterwerfen wir nimlich die 
homogenen Variabelen z,, 2, und ebenso die 2,, 2, bez. y,, y,, welche 
in den Grenzen der Integrale auftreten, einer und derselben iibrigens 
beliebigen linearen Substitution: 


a= ae, + Be, «= an, + Bx,, 


15 , , ’ , 
(18) f= ye, +02,; 2, = yx, + Ozx,; etc., 
setzen ferner: 

ji? is : a; (2 dz’) a * a (eds') 
J VE (as a)” ; VF (a's %)’ 
y y 

so kommt: 

16 uy, = r(auy’ + Bry), 
(76) Uy = r(yu, + du,), 


wo r die Determinante der Substitution (15) bezeichnet: 
(17) r=ad — By, 


und ebenso fiir die zu irgend einem Querschnitte der Riemann’schen 
Fliiche gehdrigen Perioden: 


@14 = 1 (@ WO}, + Bass), 

34 = 1(y Ox + I wx). 

Daher kommt fiir die p,,: 

(19) Pik = 1+ Pir; 

und ebenso fiir die anderen Unterdeterminanten, was eben die In- 
varianteneigenschaft ist. Wenn wir speciell die p,, als Invarianten, 
die anderen Unterdeterminanten als Covarianten bezeichneten, so sollte 
dies ausdriicken, dass erstere nur von den Coefficienten von f abhiingen, 
letztere ausserdem Variable, nimlich die u,, u,, enthalten. Die Quo- 
tienten 0, V2, 714, Ty2, T22, die bei (15) durchaus ungeiindert bleiben, 
wiirde man absolute Covarianten, bez. Invarianten von f nennen kénnen. 

Bemerken wir noch, dass die Unterdeterminanten (10) in den 
Coefficienten von f von der Dimension (— 1) sind. 

Wir gedenken jetzt der zweierlei Zerlegungen von /, die wir 
fernerhin gebrauchen. Es handelt sich erstens (den 10 geraden Theta- 
functionen oder Sigmafunctionen entsprechend) um die auf zehn Weisen 
moégliche Zerlegung von f in zwei cubische Formen: 

(20) f= p:y, 
dann aber (den 6 ungeraden Functionen entsprechend) um die auf 


(18) 




























ee 
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sechs Weisen migliche Zerlegung von f in eine Linearform p und 
eine Form fiinften Grades y: 

(21) f=p-%- 

Die Coefficienten von f sind bilineare ganze Functionen der Coeffi- 
cienten yon » und y~, beziehungsweise von p und x, ausserdem hiingen 
sie von » und » symmetrisch ab. Wir schliessen riickwiirts, dass eine 
homogene Function der Coefficienten von g und wp (oder von p und 4), 
die in jeder der beiden Coefficientenreihen vom v'*" Grade ist und die 
iiberdies im ersteren Falle von g und ~ symmetrisch abhiingt, in eine 
homogene Function v'" Grades der Coefficienten von f umgesetzt 
werden kann. 


§ 4. 
Die Definition der sechs ungeraden o. 
Die Covarianteneigenschaft der o-Functionen. 


Um zuniichst die Definition der ungeraden 6 nachzutragen, be- 
nutzen wir den von anderer Seite bekannten Satz, dass bei der Reihen- 
entwickelung einer ungeraden #-Function nach Potenzen von u,, u, 
die Terme erster Ordnung folgendermassen lauten: 


C( p,m, + pt), 
WO p,%, + p.%, =p die Linearform ist, die in der zum ungeraden @ 


gehérigen Zerlegung (21) auftritt, und wir fiir C die Doppelformel 
anschreiben kénnen: 


ot ot 
- om Lim ducnnno _ Cia )ucanee , 


Pr Pe 
Nach dem Verfahren, welches wir in § 1 andeuteten, haben wir jetzt, 
um zur entsprechenden o-Function zu gelangen, nur folgendes zu 
thun: wir haben erstens durch C zu dividiren und dann mit dem in 
§ 2 bestimmten Exponentialfactor zu multipliciren. Wir setzen also 
im Falle einer ungeraden Charakteristik : 


10 lo 


10 
Fin a, Pn 
, (4, & 

(23) 6(v,,v%) =e . C sat 


wo die Summen im Exponenten nach wie vor iiber die geraden Charakte- 
ristiken zu nehmen sind. 

Es wird niitzlich sein, an die nunmehr gewonnenen Definitionen 
der geraden und ungeraden o noch eine Bemerkung zu schliessen. 
Die geraden o sind vermége (6) unmittelbar Functionen der 9, ¥,, 
T115 Tia) To2, Wahrend sich die ungeraden nach (23) erst in solche 
verwandeln, wenn man sie mit p,u, + p,u, dividirt. Nun sahen wir 
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aber, dass sich bei der linearen Substitution (15) die v,, v,, tix gar 
nicht indern, wihrend gleichzeitig, nach Formel (16), p,u, + p.u, 
in r(p,'u,' + p,'u,’) tibergehen wird. Dementsprechend haben wir 
fiir das Verhalten unserer o- Functionen der Substitution (15) gegen- 
iiber, wenn wir uns noch gestattet, die u,, u, als Argumente der 
o-Functionen zu betrachten, die Formeln: 

; { bei gerader Charakteristik: o(u,, u,) = 6(u,’, u,’), 

(24) \ bei ungerader Charakteristik: o(u,, u,) = 1 - 6(uy’, u,’). 

Wir kénnen die 6 also wieder als Covarianten bezeichnen: die geraden 
6 sind absolute Covarianten, die ungeraden haben den Index 1. Ausser- 
dem hingen die geraden o in einer fernerhin noch genauer anzu- 
gebenden Weise zehnwerthig von den Coefficienten von f allein ab, 
die ungeraden o aber von den Coefficienten von f und p, — wobei 
zwar das Verhiiltniss p, : p, aus der Gleichung f = 0 sechswerthig be- 
stimmt werden kann, aber die absolute Fixirung der p,, p, selbst der 
Willkiir iiberlassen bleibt. Die geraden 6 sind Covarianten von f 
allein, die ungeraden 6 simultane Covarianten von f und p. 


§ 5. 
Umgestaltung des in § 2 eingefiihrten Exponentialfactors. 

Der in § 2 eingefiihrte Exponentialfactor kann noch wesentlich 
vereinfacht werden, wie jetzt geschehen soll. Vermige der partiellen 
Differentialgleichung der #- Functionen haben wir fiir die Nullwerthe 
der geraden @: 

0@ oe 

@,, = 4iz , ag 
Daher kénnen wir den in Rede stehenden Exponentialfactor jedenfalls 
folgendermassen schreiben: 


-(3 Ses. 02+ > Sete. an +4 eae a) 


- OF 
o,. = 2iz en”? 9,. = 4in —— 


(25) e 

Hier nun tragen wir fiir das einzelne @ seinen von anderer Seite be- 
kannten Werth ein. Ist f= g-w diejenige Zerlegung, welche dem 
in Betracht genommenen # im Sinne von (20) entspricht, und be- 
zeichnen wir die Discriminanten von » und y mit Ag, bez. Ay, so 
hat man die Formel*): 


*) Vergl, Thomae im 71'" Bande von Borchardt’s Senuend. Fiir die Con- 
stante C (Formel (22) des ene entnehmen wir derselben Abhandlung den Werth: 
—17/_Po , 
C= Q Qin) -V/ Ax 
wo Ay die Discriminante der i fiinften Grades ist, die in der Zerlegung 
f=p-,x (Formel (21)) vorkommt. 
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_ a, .yxocae 
ilo V (22) Vdg: Av. 
Ziehen wir zusammen, so erhalten wir schliesslich statt (25), unter 
D die Discriminante von f selbsé verstanden: 

_ in Clog D 0? Olog D - Olog D - 

1X Ox, ot On, atta Otm «') 

eé ’ 

oder auch, wenn wir die rt durch ihre Werthe in den p,;, ersetzen: 


é log D d os) 


_ Apa Clog D “a? OlogD 
Oru 


(26) “Drader - 

Die hiermit gefundene Formel bedarf noch einer gewissen Er- 
liuterung. Die Discriminante D ist, wie jede rationale Invariante 
von f, eine homogene Function der Unterdeterminanten pj, (hyper- 
elliptische Modulfunction) und zwar, wie ich beiliiufig bemerke, vom 
(— 10)" Grade (da ja das einzelne p,, in den Coefficienten von / 


+O 0+ 


von der Dimension — 1 ist). Nun kann aber jede soleche Function 
vermége der unter (11), (12) mitgetheilten Relationen: 
T=-0, P=—0 


in sehr verschiedene Gestalten gesetzt werden. In Formel (26) ist, 
der Entstehung dieser Formel entsprechend, D in der Weise aufzu- 
fassen, dass (p,.)'®. D nur von 1,,, T, T2. abhiingt, D erscheint also 
als Function allein von pj», Py2, P42» Pig4- Dies ist eine unsymmetrische 
Einfiihrung der »;,, welche man, allgemein zu reden, durch Ver- 
mehrung von D um irgend welche Multipla der Ausdriicke TT und P 
zu corrigiren bestrebt sein wird. Ich will dem hiermit angeregten 
Gedanken an vorliegender Stelle nur so weit Rechnung tragen, dass 
ich fiir D den gleichwerthigen Ausdruck 


(27) sands =e. 2 
= OP 
einfiihre. Es ist dann 
ao _ dA _1 aD 


(28) 


OVas “— OPx 2 Opie 


und unser Exponentialfactor nimmt folgende Gestalt an, in welcher 
die Differentiation nach p,, ohne Weiteres durch eine Differentiation 
nach p,, ersetzt werden kann: 


—itp, (Ologd , 


(29) € 


or+2 oma om ones -e)- 


10 Opn CPa Ors 
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§ 6. 
Verhalten der o bei Vermehrung der Argumente um Perioden. 


Wir suchen nunmehr die Functionalgleichungen, denen unsere 
6 bei Vermehrung der w,, u,, oder der v,, v,, um Perioden unter- 


liegen. Indem wir fir’s Erste nur die Charakteristik 001 in Be- 


tracht ziehen und diese der Einfachheit halber nicht weiter zusetzen, 
beginnen wir mit der Formel 


B(v, + 1, v.) = F(v,, v). 

Aus ihr ergiebt sich durch directe Umrechnung vermige (29): 
G(U, + 1, Uy + Oy) = B+ 6(u, uy), 
wo E den folgenden Exponentialfactor bedeutet: 
—in @logd _ wy, 21084 Ologd _ w,,0 1084 a 1 
(FARE HOF ENC) 
E s=¢ . 
Jetzt ist, da A, zufolge (27), das p,, gar nicht enthiilt: 


aa ad 0h. 
bas i OPis @o1 + ODse M22 
oA PAN 

fa ee OE 


Daher wird unsere Formel: 


-% O lord, nt + Olena we 
(30) o(u,-+@,,, U+@,,)—e 5 (Gar (« ) ~~} *)) 


wo wir hinterher A durch irgend eine Combination 
(31) O+M-P 
ersetzen kinnen, indem der Ausdruck P (Formel (12)) nicht nur selbst 


identisch verschwindet, sondern auch nach irgend einer Periode 
(@,,, @., ete.) differentiirt identisch verschwindende Differentialquo- 
tienten liefert. 

Die Rechnung fiir die zweite Periode verliuft selbstverstindlich 


ganz entsprechend; wir finden: 
eG wt 2 +2084 (1 “t?)) 
(32) 6(U,+ O49, M+ O)) =e = 
Aber auch fiir die dritte und vierte Periode kéunen die Formeln 
gleich hingeschrieben werden. Vertauschen wir niimlich, fiir i= 1, 2: 


6 (U,, Uy), 


+6 (Uy, Uy). 


@i1, @i2, @i3 » @i4 


mit 


3, Dis, — Mir, — We, 
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so ist dies eine lineare Transformation der Perioden, bei welcher die 


wean). } 
Charakteristik 100) und also unsere 6-Function ungeiindert bleibt 


und A nur insoweit modificirt wird, als es in einen Ausdruck von 
der Form (31) verwandelt wird, — in der That kann A nicht noch 
um ein Multiplum von TT geiindert werden, indem die Bedingung, 
durch welche wir A urspriinglich einfiihrten (Formel (28)): 

a4 _ @A 

OP = OPs2 
bei der vorgelegten Vertauschung ungeindert erhalten bleibt. Die 
hiernach allein mégliche Modification von A ist aber, wie wir eben 
sahen, fiir unsere Formeln:ohne Belang. Wir schliessen, dass wir 
die Functionalgleichungen fiir die dritte und die vierte Periode erhalten, 
indem wir in den Formeln (30), (32) einfach die vorgenannte Perioden- 
vertauschung ausftihren. 

Ich will, um den Vergleich mit den elliptischen o-Functionen 

auch fusserlich nahe zu legen, die folgenden Bezeichnungen einfiihren: 














= Jlogd x log a — Clog a — 2logd 

(33) mie, °° =” ta, '* = do, 7? a= Das 
is _ dlogh | _ dlogd _ _— BlogA eee 
eS eh Ure dm, ? Wa Ot, ” 


wo A durch irgend eine der Functionen (31) ersetzt werden kann. 
Dann lauten die’ Functionalgleichungen fiir Zutreten eines beliebigen 
Peviodenpaares : ' 
mr (wcb=3*)-+taa(uet 5") 
(34) G(u, + @iz, Uy 2x) =e * G(Uy, Uy). 
, , a 00) 
Soll hier noch statt der bisher festgehaltenen Charakteristik 00! 


eine beliebige | i: f: 





eingefiihrt werden, so ist rechter Hand fiir 
k=1, 2, 3, 4 beziehungsweise 

iP, >, Pr. 
als Factor zuzusetzen. — 

Die Gréssen mix, joe nennen wir, der Weierstrass’schen Bezeich- 
nung folgend, die Perioden zweiter Gattung der 6-Functionen. Zwischen 
ihnen und den @;;, @g; bestehen die bekannten bilinearen Relationen, 
auf welche ich hier nicht weiter einzugehen brauche. Das Wichtige 
an den Entwickelungen, die ich hier beabsichtigte, ist nicht die Form 
der Gleichung (34) (die ja bei allen O-Functionen mutatis mutandis 
wiederkehrt), sondern die unter (33) gegebene Werthbestimmung der 
Mik, Nex, die sich genau entsprechend in der Theorie der elliptischen 
o-Functionen wiederfindet. 
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§ 7. 
Zur Theorie der Integrale dritter Gattung. 


Unser ferneres Ziel soll sein, die hyperelliptischen o-Functionen 
unabhingig von der Theorie der Thetafunctionen durch Integrale dritter 
Gattung zu definiren, woraus dann weiterhin das Gesetz fiir ihre Ent- 
wickelungen nach Potenzen von u,, u. abgeleitet werden wird. Zu 
dem Zwecke schicke ich hier einige Bemerkungen iiber Integrale dritter 
Gattung voraus, die ihrem allgemeinen Inhalte nach sich selbstver- 
stiindlich unter die Siitze subsumiren, die in dieser Hinsicht ander- 
weitig gewonnen worden sind*), die aber vermége ihrer besonderen 
Form und der durch sie vermittelten Beziehung zur Invariantentheorie 
neu sein diirften. Ich benutze dabei dieselbe Abkiirzung wie friiher 
bei den Integralen erster Gattung, indem ich niimlich die beiden 
Grenzen des Integrals wie seine Parameter, je durch einen Buchstaben 
(x, y, bez. a, y’) bezeichne, Ausserdem bediene ich mich derjenigen 
Schreibweise der Integrale dritter Gattung, bei welcher die Gleich- 
berechtigung der Grenzen und der Parameter am klarsten hervortritt, 
nimlich der Darstellung durch Doppelintegrale. 

Wir haben oben (Formel (7)) die biniire Form sechster Ordnung 
f(#,, 22) in ganz allgemeiner Gestalt vorausgesetzt. Mein Ausgangs- 
punkt ist jetzt der, dass wir ein zugehériges Integral dritter Gattung 
mit den Grenzen y und x und den Parametern y' und z’, welches 
iiberdies directe Vertauschung der Parameter und Argumente gestattet, 
unmittelbar anschreiben kénnen, ohne irgendwelche Irrationalitiit zu 
Hiilfe zu nehmen. Mit F(z, 2’) bezeichne ich die durch 120 dividirte 
dritte Polare: 

oe 
(35) F(z, ¢) = _—_ (-* 4/2 +4.- ‘) 
(wo der Zahlenfactor so gewihlt ist, dass vermége des Euler’schen 
Theorems F(z, 2) = f(z) wird). Dann ist das fragliche Integral dritter 
Gattung durch folgende einfache Formel gegeben: 


o7" = On” — (ede) (ede) | Vie) VP) +F(2) 
yy 


wo (2dz), (2 dz’), (22’) wieder Abkiirzungen zweigliedriger Determinan- 





*) Man vergleiche, was allgemeine Abel'sche Integrale angeht, insbeson- 
dere Néther: Ueber die algebraischen Differentialausdriicke, zweite und dritte 
Note (in den Berichten der Erlanger physic. medicin. Gesellschaft von 1884). 
Ueber Weierstrass’ Behandlung der hierher gehdrigen Fragen speciell fir 
hyperelliptische Integrale werde ich sogleich noch Genaueres zufiigen, 
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Dass Q wirklich ein Integral dritter Gattung mit den angegebenen 
Eigenschafien ist, ist theils unmittelbar evident, theils in der tiblichen 
Weise durch Reihenentwickelungen zu beweisen*). Fiir das allgemeinste 
Integral dritter Gattung P, mit den Argumenten x, y und den Para- 
metern z’, y’, welches unmittelbare Vertauschung der Argumente und 
Parameter gestattet, ergiebt sich dann ferner der Ausdruck: 


(37) PP? = traf Tei Hetty ty! BCU, the’ thy hy’) HY hg te’ 

Hier bedeuten «,’, wu. die zwischen den Grenzen y' und 2’ hinerstreck- 
ten Integrale erster Gattung und a, 6, y sind irgendwie anzunehmende 
Constante. Als specieller Fall subsumirt sich das von Clebsch 


und Gordan in ihrer Theorie der Abel’schen Functionen gewiihlte 
Normalintegral : 


zy 
(38) LL 
dasselbe ist dadurch ausgezeichnet, dass die Periodicitiitsmoduln, die 
es an den Querschnitten A,, A, besitzt, verschwinden, mégen wir nun 
z oder 2° auf der Riemann’schen Filiiche als variabel betrachten. 


*) In einer Vorlesung téber hyperelliptische Functionen vom Winter 1881/82 
(von der ich eine Ausarbeitung besitze) hat Herr Weierstrass Betrachtungen 
gegeben, die auf die Formeln (35), (36) des Textes unmittelbar Anwendung finden. 
Seine weitere Durchfiihrung wird dann freilich von der unsrigen verschieden, 
indem er von vorneherein eine Wurzel von f=0 nach z= o verlegt und bei 
seinen Rechnungen immer an der hierdurch gegebenen speciellen Voraussetzung 
festhilt. Schreiben wir der letzteren Annahme entsprechend, indem wir zugleich 
gz fiir 2, und 1 fiir 2 substituiren: 


f (2) = Ay 4+- A, 2 + Age? + A,2? + Aye! + A, 25, 


so wird unser F(z, 2’) gleich: 


F(e, #) = Ay+ 4! (e+ 2) + At tt sed $2 


+ 4s (28+ 9282’ + 9222+ 23) 
+ as (32 + Bete’? + g2'3) + As (232°2 + 2%2'3), 


wiihrend der von Herrn Weierstrass benutzte Ausdruck folgendermassen lautet: 
R(z, 2) = Ay + Agee’ + A, (22')? 
+A ete) +S eteyed + A 4s) ery, 
und also mit unserem F(z, 2’) durch die Formel zusammenhingt: 


R(s, 2’) = F(z, 2) — (e—2)? (4+ Ae (g+2')+ + sf), 





die ihrerseits mit Formel (37), (89) des Textes stimmt, 
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Wir bemerken jetzt — und dies wird fiir unsere Theorie der 
Hauptpunkt —, dass unter allen Integralen P (38) das Integral Q durch 
eine besondere EKigenschaft ausgezeichnet ist. Um dieselbe bequem zu 
bezeichnen, will ich P in die Form setzen: 


SJ *(edz) (¢ de’) 
Vi@ Vile) 
. VE VEE) + Fle 2) + 2( Passi + Bla Bg +-Z_2,') + yeeze } 


~ Bez")? 


und den Ausdruck: 


als Ziéhler von P etiilliditn Der Ziihler von Q ist offenbar eine 
Covariante der Grundform f und zwar eine solche, die wir als rational 
und ganz bezeichnen diirfen, insofern es im Gebiete der hyperelliptischen 


Functionen naturgemiiss ist, die Quadratwurzeln /f(2), /f (2) zu den 
rational bekannten Gréssen zu rechnen. Auch den Zihler von P 
kénnen wir als Covariante von f einfiihren: wir haben nur dafiir zu 
sorgen, dass die quadratische Form 


(40) a2,> + 2B2,2, + v2,” 

(deren erste Potenz in dem Zihler von P auftritt) eine Covariante von 
f ist, deren Dimension in den Coefficienten von f der Homogeneitiit 
wegen gleich + 1 zu nehmen sein wird. Nun ist es in der That 
leicht, eine rationale quadratische Covariante von f aufzustellen, die 
diesen Grad in den Coefficienten von f besitzt. Ich komme an dieser 
Stelle zum ersten Male dazu, was in der Folge immer wieder geschehen 
muss, auf die vollen Formensysteme zu verweisen, welche Clebsch in 
seiner Theorie der biniiren Formen auf Grund der Untersuchungen von 
Gordan mittheilt. Das volle Formensystem speciell der Form sechsten 
Grades f, um welches es sich hier zuniichst handelt, ist auf p. 296 
daselbst abgedruckt. Um eine Covariante der in (40) postulirten Art 
zu finden, genitigt es, von den dort mitgetheilten rationalen und ganzen 
quadratischen Covarianten von f irgend eine zu wihlen und diese durch 
eine der eben dort aufgefiihrten Invarianten, deren Dimension in den 
Coefficienten von f um eine Hinheit niedriger ist, zu dividiren. Da- 
gegen findet sich in dem genannten Formensysteme keine einzige 
quadratische Covariante, die an sich die Dimension + 1 in den Coef- 
ficienten von f besiisse (wie ja auch a priori klar ist, dass eine solche 
Covariante nicht existiren kann)*). Daher haben wir, mdem wir 
sussmanentnanen: 


*) Die einzige rationale ganze Covariante einer allgemeinen binaren Form /, 
die in den Coefficienten von f linear ist, ist immer nur f selbst. 


30° 
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Es giebt unbegrenat viele Integrale P, deren Zihler eine rationale 
Covariante von f ist, aber unter ihnen ist Q das einzige, bei dem der 
Ziihler zugleich eine ganze Covariante von f ist. 

Uebrigens ergiebt sich aus dem Grad in den Variabeln und in den 
Coefficienten von f, dass die Zihler der Integrale P, wenn sie itiber- 
haupt Covarianten von f sind, auch absolute Covarianten von / sind. 
Nun werden diese Zihler unter dem doppelten Integralzeichen einer- 
seits mit den beiden Determinanten (z dz), (2 dz’) multiplicirt, anderer- 
seits durch (¢2’)’ dividirt. Daher sind die Integrale P, von denen wir 
handeln, und insbesondere das Integral Q, selber absolute Covarian- 
ten von /. 


§ 8. 
Definition der Thetafunctionen durch Integrale dritter Gattung. 


Ehe ich weiter gehe, kehre ich noch einmal wieder zur Theorie 
der Thetafunctionen zuriick und gebe eine Definition dieser Functionen 
durch Integrale dritter Gattung. welche fiir den Fortgang unserer Be- 
trachtungen zweckmiissig ist. Ich werde dabei die fernere Abkiirzung 
gebrauchen, solche Stellen des hyperelliptischen Gebildes, welche zu 
“,Y,... conjugirt sind, d. hb. sich von 2, y,... nur durch das Vor- 
zeichen der Quadratwurzel /f(x), Vf(y),... unterscheiden, mit x, y,... 
zu benennen. 

Wir bezeichnen jetzt mit #(v,, v,) irgend eine gerade Thetafunction 
und mit f=q.w die zugehdrige Zerlegung von /. Die Wurzeln 
% 


C= 


der Gleichungen yp = 0, ~=( benennen wir voriibergehend 


2 
mit k,, k,, k, und k,, kj, kj. Wir haben dann jedenfalls folgende 
fundamentale Gleichung: 


° (J f /) “(f-f- f) 


y ky == ay’ zy" 
(41) log = , 9 , # is 4 + wae : 
Sf Nf ff 
i, ky & ky ky 3 


wo die Bezeichnung der Argumente der #-Function wohl ohne niihere 
Erliuterung verstiindlich ist und TT das unter (38) erkliirte Clebsch- 
Gordan’sche Normalintegral ist. In dieser Gleichung kénnen k,, k,, k, 
sofort durch k,,k,,k, ersetzt werden, so dass die Bevorzugung der 
Form g, die vorzuliegen scheint, thatsiichlich nicht statt hat. 

In (41) bedeuten x, 2’, x”, y, y’, y” zuniichst beliebige Stellen des 
hyperelliptischen Gebildes. Wir wollen jetzt 2, x” von « und y’, y” 
von y durch die Gleichungen abhiingig machen: 
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ax 


few ~| du; +fadw, 
ah ik 


ky 


y y y" 
Jaw =fdu+f du;, 
4 ts i 


in denen wieder k,, k,, k, durch k,, k,, k, ersetzt werden kénnen. Wir 
bringen diese Formeln in (41) zuvérderst linker Hand in Anwendung. 
Indem wir zusammenziehen und schliesslich beiderseits von den Loga- 
rithmen zu den Zahlen tibergehen, kommt: 


. (J ) 3 (n° 4m 4 ) 
(43) y ng wy 
o : 


















(42) (i= 1, 2) 








Nun aber kénnen wir auch rechter Hand vom Abel’schen Theoreme 
Gebrauch machen, Gleichung (42) sagt aus, dass die Punktgruppen 


a, x", 2, 
und 
¥, 959, 
k,, hy, by 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit 
ky, ks, he 
,corresidual“ sind. Daher kommt, indem wir die Bezeichnung g, w 
wieder aufnehmen: 


mit 


re pe — TF 4 8 tog wf 
ay + May ny 1 2 10g Voep(x) Vol(y) + Vo@ Voy) 
und also: 


*(f) 23 
(44) Bae Vo (@) Voy) + Vola) Vow) gimee. 
2Vf(a).fty) 

Diese Formel, welche wir fortan als Definition der linker Hand stehen- 
den Grisse betrachten wollen, gilt selbstverstindlich fiir jede gerade 
Thetafunction, sofern wir unter gy, nur die jedesmal zugehdrigen 
cubischen Formen verstehen wollen: sie hat den Vortheil, dass Alles, 
was auf die Charakteristik der Thetafunction Bezug hat, auf den alge- 
braischen Theil geworfen ist, wihrend der hinzutretende Exponential- 
factor bei allen Thetafunctionen derselbe ist, 

Um fir die ungeraden 4-Functionen eire ahnliche Definitionsformel 
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zu erhalten, beziehe ich mich hier der Kiirze halber auf Rosenhain’s 
Parameterdarstellung der Quotienten je zweier #-Functionen. Indem 
wir dieselbe in unsere Bezeichnung iibertragen, insbesonhdere die Formeln 
(21), (22) heranziehen, kommt: 


x 


o( J — 
( ) _ (wy) Vp (x) . p(y) 3 4 
(45) ater * “e 
2V fle) . fw) 
§ 9. 


Definition der o-Functionen durch Integrale dritter Gattung. 


Die Quotienten, welche in (44), (45) linker Hand stehen, sind 
specielle Fille der Functionen, die wir in § 1 mit © bezeichneten: 
um zu den allgemeinen © tiberzugehen, brauchen wir nur mit irgend 
einem Exponentialfactor 


eAu 01° 2 Aja? 02+ An 0? 


zu multipliciren. Dies aber kommt augenscheinlich darauf hinaus, das 


Integral TT ’ in (44), (45) durch irgend ein anderes Integral dritter 


Gattung P./ eu ersetzen. In der That, aus der Nebeneinanderstellung 

der Formeln (37), (38) folgt, dass TI*’” mit P*’” durch eine Relation 
x,y xy 

verbunden ist, die wir, unter Heranziehung der v,, v, statt der u,, %., 

so schreiben kénnen: 

1 y' 1 a’, y' , , , ’ 

z = —— Was — Ay, 0,04) — Ajo (V, V2 + 020;') — Agy 0) 0’. 
Nehmen wir nun insbesondere 2’ =z, y =y, so wird v,) = — »,, 
v, = — v, und es kommt: 

1 pty! py 246 2 
zr fa = My + Ants? + 24120 % + Ag, 0,”, 
worin unsere Behauptung liegt. 
Es miissen sich also auch unsere 6-Functionen durch Formeln vom 


Typus (44), (45) definiren lassen; es gilt nur, das Integral TT)’ ” durch 
ein anderes zweckmiissig gewihltes Integral dritter Gattung zu ersetzen. 
Ich will hier gleich das Resultat aussprechen, welches man nach dem 
bisherigen Gange unserer Entwickelung bereits erwarten wird: Das 
Integral dritter Gattung, welches wir bei den 6 benutzen miissen, ist 
einfach das Normalintegral Q (Formel (36)), die Definitionsformeln der 
6 lauten: 
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1) im Falle gerader Charakteristik: 








setae eae es iain uieectarien 1 yey 
(46) 6 (ts, 4) — Y2@-VOW+VO@ Vow . = %,y 


2Vi(@). fw) , 
2) im Falle ungerader Charakteristik: 


(47) 6 (Uy, Uy) = en Ve(@)-py) : e Cary, 
2V/f(«) .f(y) 


Ich habe dabei die Argumente der 6-Functionen gleich wieder mit 
u,, U, (und nicht mit v,, v,) bezeichnet, da wir in der Folge nur noch 
von ersteren Gebrauch machen werden. 

Der Beweis der Formeln (46), (47) wird in Uebereinstimmung mit 
§ 2 darin zu liegen haben, dass in der Potenzentwickelung, die wir 
aus (46) fiir das Product der geraden 6 ableiten kénnen, die Glieder 
zweiter Ordnung identisch ausfallen (wobei es augenscheinlich auf 
dasselbe hinauskommt, ob wir, wie in § 2 geschehen, nach v,, v,, oder, 
wie wir spiter thun, nach w,,#, ordnen). Da die Principien dieses 
Nachweises dieselben sind, die ich bei Aufstellung der Reihenentwickelung 
fiir die einzelnen 6 gebrauche, so will ich hier in der Weise verfahren, 
dass ich zuniichst letztere Reihenentwickelungen erbringe, indem ich 
einstweilen (46), (47) als Definition der 6 gelten lasse, um dann den 
in Aussicht genommenen Beweis kurz nachzutragen. Beides soll in 
den folgenden zwei Paragraphen erledigt werden. 





§ 10. 
_ Allgemeines zur Reihenentwickelung der o-Functionen. 


Wir haben bereits oben (§ 7) darauf aufmerksam gemacht, dass 
der ,,Ziihler“ des Integrals Q eine ganze und in gewissem Sinne rationale 
Function der Coefficienten von f ist. Andererseits treten in den alge- 
braischen Theilen der Formeln (46), (47) nur solche Irrationalitiiten 
auf, die mit den Zerlegungen f= » . y und f= p. x oder mit f selbst 
einfach zusammenhingen. Hierin liegt, dass die Coefficienten der 
Reihenentwickelungen nach Potenzen von uy, Uy 

beim geraden 6: ganze rationale Functionen der Coefficienten von 

gp und w, 
beim ungeraden 6: ganze rationale Functionen der Coefficienten von 

p und x 

sind. Was den Beweis dieser Behauptungen angeht, so vergleiche 
man die neueste Arbeit von Wiltheiss (im 99'" Bande des Journals 
fiir Mathematik): durch Uebertragung der dort gegebenen Rechnungen 
kénnte man geradezu das recurrente Gesetz finden, dem die in Rede 
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stehenden Entwickelungscoefficienten geniigen (Partielle Differential- 
gleichungen der 6-Functionen, ein Gegenstand, der in enger Verbindung 
mit den sogleich zu entwickelnden invariantentheoretischen Siatzen be- 
handelt werden sollte)*). — Wir wollen gleich noch zufiigen, dass bei 
der Entwickelung der geraden 6 die zugehérigen Formen g, y selbst- 
verstindlich symmetrisch betheiligt sind. 

Wir setzen jetzt fiir das gerade o: 


(48) G (Uy, Mp) = L + (ty, thy)y (Uys Ma)y oes 


und fiir das ungerade o entsprechend: 


(49) (26, thy) = (Dy Hy Dy the) HE (Uy, Mads (Uy » Me)s re 

Die Anfangsterme dieser Reilhenentwicklungen stehen nach den 
friiheren Bemerkungen von vorneherein fest; die héheren Terme, die 
zu bestimmen bleiben, sollen weiterhin kurweg mit (w, , %#))2,, beziehungs- 
weise (t,, %)ex41 bezeichnet werden. Indem wir uns erinnern, dass 
u,,u, in den Coefficienten von f von der Dimension — '/, sind, ferner 
die Schlussbemerkungen von § 3 herannehmen, folgt betreffs ihrer der 
weitere Satz: 

Die Coefficienten von (u,, Uy) in (48) sind in den Coefficienten 
von pm und w je vom Grade v; 

Die Coefficienten von (u,, Uy)ar41 i (49) sind in p,, p, vom Grade 
(v+1), dagegen in den Coefficienten von x vom Grade v. 

Hieriiber hinaus erinnere man sich jetzt der Formeln (15), (16), 
(24). Wir sahen damals, dass bei einer linearen Substitution von der 
Determinante r, der die Integrationsvariabelen z, , 2, unterworfen werden : 

= ae, + Be, 
y= ye, + 02, 
die Integrale u,, #, die Umsetzung erfahren: 
u, = r(au,’+Bu,), 
u, = r(yu +du,’), 
wihrend das gerade 6 ganz ungeiindert bleibt und das ungerade o 
den Factor r erhilt. Das Verhalten der o muss aus dem Verhalten 
jedes einzelnen Terms (u,, t,)o,, bez. (%,, ¢o)or41 resultiren. Daher 
schliessen wir: 

Die Terme (u;, U2)2v in (48) sind simultane Covarianten der Formen 
y,¥, im denen die Variabelen durch u,, u. ersetet sind; 

Die Terme (u,, U)2r41 in (49) sind ebensolche simultane Covarianten 
der Formen p und x. 

Dass die (t,, %))2y bei den in Rede stehenden linearen Substitu- 


*) Die Reihenentwickelungen der hyperelliptischen 0-Functionen sind neuer- 
dings von Brioschi weiter verfolgt worden; vergl. die Rendiconti della R. Acca- 
demia dei Lincei vom 21. Mirz und 4. April 1886. 
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tionen iiberhaupt ungeiindert bleiben, wihrend die (w,, t#))er41 den 
Factor r erhalten, giebt keinen neuen Satz, ist vielmehr eine Folge 
dessen, was eben tiber den Grad dieser Terme in den Coefficienten 
von @, ~, beziehungsweise p, x, bereits gesagt wurde. 

Die hiermit aufgestellten Siitze ergeben nun, wie ersichtlich, fiir 
die Aufstellung der Reihenentwickelungen der 6 ein allgemeines Princip: 
wir werden damit beginnen, die vollen Formensysteme der rationalen, 
ganzen Covarianten von und w, besiehungsweise von p und x auf- 
zustellen und setzen hernach die Terme (u,, tt.)oy bez. (Uy, Uy)angzi aus 
geeigneten Formen dieser Systeme mit Hiilfe zunichst unbestimmter 
numerischer Factoren zusammen, Genau so werden wir Eutwickelungen 
verwandten Charakters aufzusuchen haben. Wenn wir uns z. B. so- 
gleich mit der Reihenentwickelung des Productes der geraden 6 be- 
schiftigen, so werden wir in demselben Sinne das volle Formensystem 
der biniiren Form sechster Ordnung f selbst heranziehen miissen. 

Die theoretische Grundlage unseres Princips rubt ersichtlich auf 
dem Gordan’schen Satze, demzufolge bei irgend gegebenen biniiren 
Formen endliche Formensysteme der in Rede stehenden Art jedesmal 
existiren: die practische Brauchbarkeit hinwieder auf dem gliicklichen 
Umstande, dass wir die von uns postulirten lormensysteme in den 
Untersuchungen der Invariantentheoretiker thatsiichlich bereits auf- 
gestellt finden (siehe tiberall Clebsch’s Theorie der binéren alge- 
braischen Formen), so dass wir die fertig vorliegenden Formeln nur 
heranzunehmen brauchen, wie dies nunmehr fiir die niedrigsten Terme 
der Reihenentwickelungen geschehen soll. 


§ 11, 


Specielle Durchfiihrung der Reihenentwickelungen. Erledigung des 
noch ausstehenden Beweises. 


Das simultane Formensystem zweier biniirer cubischer Formen 
», ¥ findet sich bei Clebsch |. c. auf p. 224 behandelt. Ich theile 
hier die niedrigsten demselben angehérigen Formen in nachstehendem 
Schema mit. Dasselbe ist nach dem Grade der Formen in den Coef- 
ficienten von gm sowie nach dem Grade in den Coefficienten von » 
geordnet; die iiber die einzelne Form gesetzte Zahl bedeutet den Grad 
in den Variabelen, die an die Klammerausdriicke rechts unten an- 
gefiigten Indices den Grad der Ueberschiebung. Wir haben*): 


*) Die Buchstaben », », A, V, 9 habe ich ohne Weiteres bei Clebsch ent- 
nommen, die anderen (A und 2) der besseren Uebersichtlichkeit halber von mir 
aus hinzugefiigt. Statt (p,w),—A giebt Clebsch (py, w), als von O und (g, w), =Q 
verschiedene in den Coefficienten von g und yw bilineare Formen an, was ein offen- 
barer Druckfehler ist. 
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Ordnung in 

















0 1 2 
; SS sane ee eer 
0 = Pp (9, v). aaa 
| (p, ¥), = Q | | 
Ordnung | ‘ — P 
in 1} & |@,%,=90 | 
y , 0 
| (P,¥)3 =A 
2\(w, Y), = Vv 


Diesem Schema entsprechend ergiebt sich nun folgende Reihenent- 
wickelung der geraden 6 bis zu den Termen vierter Ordnung inclusive: 


(50) o(u,, wm) = 1 +e. O(u,, ue) + (cA. Q(u, » Uy) 
+ ¢’.O(u,, wu)? 
+> ce Au, Uy) V (uy , Us) sie 


unter c, c, c’, &” mumerische Constante verstanden, die auszwwerthen 
bleiben. 

Um die Reihenentwickelungen der ungeraden 6 zu finden, miissen 
wir zuerst das volle Formensystem einer einzelnen biniren Form fiinften 
Grades x ins Auge fassen. Nach Clebsch, p. 277, sind die niedrigsten 
Formen: 

Ordnung in den Variabelen 


| 2 | 5 6 








Ordnung in den 8 - a SRA! 
Coeff. von v4 9 (x, Us angt (4,2%)2= H 


Die simultanen Formen von x und »p erwachsen nun nach invarianten- 
theoretischen Principien, indem man alle méglichen Potenzen p” mit 
den Formen des vorstehenden Schemas durch v-fache Ueberschiebung 
verbindet. 

Solcherweise kommt fiir das ungerade 6 bis zu den Termen fiinfter 
Ordnung inclusive: 


(51) 6 (uy, %) =p +e. (4,2 +(¢.p. (Hypo + ¢'-p®-i) +e, 


wo c, ¢, ¢’ auszuwerthende Constante sind. 
Selbstverstiindlich hat man in die hier auftretenden Covarianten 
statt der Variabelen wieder u,, wu, zu substituiren. 
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— Uebrigens vergegenwiirtige man sich den Fortschritt, der hin- 
_ sichtlich der Berechnung definitiver Reihenentwickelungen der 6-Func- 
tionen durch Heranziehen der invariantentheoretischen Resultate ge- 
wonnen ist. Wollte man z. B. bei der Reihenentwickelung eines 
geraden 6 nur die Dimension der einzelnen Terme in den Coefficienten 
von g und ~ und die Symmetrie hinsichtlich m und yw heranziehen, 


so hatte man die Terme zweiter Ordnung mit : a == 24 und die Terme 
5 . 36 


vierter Ordnung mit — — = 90 unbestimmten Coefficienten anzu- 
schreiben. — 

Wie jetzt die Reihenentwickelung des Productes der geraden_ 6 
zu finden ist, wurde bereits angedeutet. Wir setzen: 





10 
[[om: Up) = 1+ [e, Uy], + (ty, eg tees, 
i 


bestimmen den Grad in den Coefficienten von /, den [t,, «Je» besitzt, 
zu v und setzen schliesslich die einzelnen Terme als ganze Functionen 
geeigneter Formen des bei Clebsch auf p. 296 mitgetheilten vollen 
Formensystems von / zusammen. Dass nun [%,, #], identisch ver- 
schwindet, dass also unsere jetzigen 6 mit den in § 2 eingefiihrten 
iibereinstimmen, ergiebt sich sofort aus dem Umstande, der schon ein- 
mal (in § 7) fiir uns von Wichtigkeit war: dass niimlich eine quadratische 
Covariante von f, ersten Grades in den Coefficienten von f, nicht 
existirt. — Wir erfahren zugleich, dass [w,, «,.], bis auf einen Zahlen- 
factor mit (f, f), tibereinstimmt, etc. ..., was wir hier nicht weiter 
verfolgen. 

Wir wollen jetzt auch noch die Frage zum Abschluss bringen, 
die in § 2 entstand, inwieweit niamlich die Fixirung der o-Functionen, 
die wir damals wihlten und auf die wir nun zuriickgefiihrt worden 
sind, unter allen méglichen die zweckmiissigste ist. Offenbar ergeben 
sich die allgemeinsten o-Functionen aus den hier betrachteten durch 
Zufiigung eines Exponentialfactors 


eter +2 Buy tab us” 


wo (a@u,?-+ 2Bu,u.+ yu") eine in den u,, u, als Variabelen geschriebene 
eindeutige, oder sagen wir gleich, da wir unnéthige Transcendenten 
jedenfalls vermeiden wollen, rationale Covariante von f ist, deren 
Dimension in den Coefficienten von f der Homogeneitit wegen gleich 
-+ 1 genommen werden muss. Nun sahen wir aber schon in § 7, dass 
eine solche Covariante nothwendig eine gebrochene Function der Coef- 
ficienten von f ist. Wenn wir die Coefficienten von f hinterher durch 
die Coefficienten von g und w oder von p und x ersetzen, wird sie 
immer noch eine gebrochene Function der in Betracht kommenden 
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Coefficienten bleiben. Unsere o sind daher die einzigen, deren Reihen- 
entwickelungen nicht nur nach rationalen sondern auch nach ganzen 
Covarianten der Formen gp und w, bez. p und x fortschreiten. Uebrigens 
wiirde die Einfiihrung allgemeinerer 6 darauf hinauskommen, statt des 
Normalintegrales Q bei der Definition der 6-Functionen eines der an- 
deren in § 7 erwihnten covarianten Integrale P zu benutzen. 

Ich habe dabei als selbstverstindlich vorausgesetzt, dass wir nur 
mit Covarianten von f operiren wollen. In der That, wiirden wir 
unseren Exponentialfactor nicht als Covariante von f einfiihren, so 
hiesse dies, dass wir in die Definition der o-Functionen iiberflissige 
Parameter, die mit der Form f in keinem nothwendigen Zusammen- 
hange stiinden, mit aufnihmen — ein Verfahren, welches Niemand 
wiirde gut heissen kénnen. 


§ 12. 
Excurs tiber elliptische Functionen. 


Um die nunmehr gewonnenen Resultate beurtheilen und in geeig- 
neter Richtung weiterfiihren zu kénnen, erscheint es niitzlich, die 
Grundformeln von Weierstrass’ Theorie der elliptischen Functionen zum 
Vergleich heranzuziehen. Indem ich an der durchgiingigen Verwendung 
invarianter Bildungen festhalte, werde ich dieselben hier in einer Form 
hersetzen, bei welcher keinerlei besondere Voraussetzung iiber die 
Gestalt der zu Grunde liegenden Quadratwurzel oder die Wahl der 
Integralgrenzen gemacht ist. Ich denke mir /(2,, 2.) als irgend eine 
biniire biquadratische Form, und uw durch die Formel definirt: 


52 ~— i (2 dz) ‘ 
(62) ¥ Vf) 


was sind g(u), g’(u), was insbesondere die vier Sigmafunctionen 6(u) 
und 6,(u) [i=1, 2,3]? Dies ist die Frage, die ich hier zunichst 
beantworte. Ich will dabei wieder in der Weise vorgehen, dass ich 
die in Betracht kommenden Formeln zuerst hinschreibe und hinterher 
verificire. Man findet folgende Resultate: 

1) Um g(w) zu definiren, bilden wir uns die durch 12 dividirte 
zweite Polare: 


2 ‘i 
(53) F(x, y) = ty (GEO «yy? +--+) 


Dann ist einfach: 


aa) Vie + Fle, 
(54) p(u) = Vie) Vig) Fe ”. 
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« 2) Bei der Definition von g’(w) haben wir nur erste Polaren von 
f in Betracht zu ziehen, wir haben: 


Viw ( ee owt — wm) +Vi @ (Zo say Sf -) 
(55) 9" (uw) = —— Mics. ee 


3) Wir bilden uns ase das Integra) dritter Gattung: 


z',y ,. (edz) (#'dz’) Vie) VEZ) + Fee, 2’) #) 
(56) Vas -{f Vi iz) Vie) 2(e2')? 


wo unter dem Integralzeichen derselbe Ausdruck steht, nur in z und 
2 statt in 2 und y geschrieben, den wir eben gleich g(u) gesetzt 
haben. Fir o(u) finden wir dann folgenden Ausdruck: 

1 2, % 
(ay) * wee. 
Viw@).ty) 


4) Jeder geraden o-Function 6;(u) entspricht eine bestimmte Zer- 
legung von / in zwei quadratische Factoren: 


(58) f= - V- 
Fiir 6;(u) erhilt man die Formel: 


(67) 6(u) = 


68) ow — VHD VAD LV AO VAD 6 Oy, 
oVi@).fy 

Was den Beweis der hiermit mitgetheilten Formeln betrifft, so 
bemerke man, dass selbige simmtlich ihrem Bildungsgesetze nach vollig 
ungeindert bleiben, wenn man ¢,, 4, etc. irgend einer homogenen , 
linearen Substitution von der Determinante 1 unterwirft. Wir werden 
jetzt voraussetzen, dass f(z,, ¢,) durch eine solche Substitution, wie 
bekanntlich stets méglich, in die Weierstrass’sche Normalform ver- 
wandelt sei: 


(60) f (81) &) = 42,2, — G_% 2° — 95 %,', 
werden an ihr unsere Formeln ausrechnen und zusehen, ob dieselben 


dann mit solehen, die man anderweitig mitgetheilt findet*), iiberein- 
stimmen. Um den Vergleich zu erleichtern setze ich noch: 


Feds) _ Feds) _ 
Vie = VE@ 


also unser friiheres w: 


*) Vergl. tiberall: H. A. Schwarz: Formeln und Lehrsiitze zwm Gebrauche 
der elliptischen Functionen. Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn 
K. Weierstrass, 
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u=w—v . 
und substituire dementsprechend in unsere Formeln fiir: 


: @, Xs, Via); Yi» Yo» VEY) 
der Reihe nach: 


(rv), 1, 9%); p(w), 1, ww). 
1) Formeln (54), (55) verwandeln sich durch die angegebene Sub- 
stitution in folgende: 


gv .g'w+ 20v gw (gv+ow) — oe (evt+ew) — gs 








ss ainda 2po—puy 
yw [oe - *h QU — 9g + 3Ev Ew — e. pw| 
nile + ev [ 108 — 2% Qw— J+ 3p wor — ve pr | 
at (gv —ew)* 7 , 


was bekannte Formen des Additionstheorems fiir g und g’ sind*), 
womit (54) und (55) bewiesen sind. 
2) Um Formel (57) zu priifen, setze ich noch: 


*(eds) Weds) _*y 
J Via ? J VF 


Dann wird das Doppelintegral (56) nach dem gerade Bewiesenen: 


er=ff dt. dt’. p(t—t) 
’ oder in bekannter Weise: 
r= log o(v — v) .6 (w—w’) 


o(v—w').o(w—v)? 

also 

zy o(2v) . 6(2w) 

q>-"-ase 
Formel (57) besagt hiernach: 

—») = 22 ew , Vor). 62) 

+. ae, ' 
was sich sofort als Identitiit zu erkennen giebt**). 
3) Wir schreiten jetzt zu Formel (59). Wir zerlegen (60) mit 

Weierstrass in folgender Weise: 


(61) f (25 &) = 482 (@, — 6:22) (2; — Ce %q) (2, — C129) 





*) Schwarz 1. c. pag. 14, Formel (4) und (11). 
**) Schwarz, |. c. pag. 13, N. 11 Formel (1), pag. 14, Formel (16). 
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und wihlen dementsprechend : 
Pi = 42,(2,—C;2,), Vi = (%, — Ce 42) (2, — 41 2) 
oder, vermége der verabredeten Substitutionen: 


———s ae 2.6,(v) —— - 
Voie) =2V90— GT, Vie) Vou. pO a 
6,(v) . 6, (v) 
— * 


—-. ———— 3.¢,(#) —-. 
Voy) =2V 9w—e————, V vily) =/pw—e. gw —e, 
__ 6, (w) . 6, (w) 
o(w)? 











Setzen wir noch 
o(w)* . 6,(v)* — o(v)*® . 6;(w)® 
pv — pw=(~v—e)—(pw—e) = 6(v)* , o(w)? ' 





so verwandelt sich (59) nach Division mit der bereits bewiesenen 
Gleichung (57) in folgende Formel: 

6;(v — w) (60 .6;,0 , 6,0. 6,0 + GW .6;W. 6... 6,0) 

“ee—w) (ow* . o,0* — ov® .o,0%) ’ 





die eine einfache Folge des gewdhnlichen Additionstheorems der o- 
Functionen ist*). — 

Ich gebe tibrigens diese Formeln (54)—(59) nur insofern als neu, 
als in ihnen in Folge der Verwendung homogener Variabler die Be- 
ziehung zur Invariantentheorie der Form f explicit hervortritt. Jeden- 
falls die Formeln (54), (55) sind aus Vorlesungen von W eierstrass**), 
wie aus einer Abhandlung von Scheibner***) wohl bekannt. Sie 
erscheinen dort als Lésungen des Problems, ein beliebig vorgelegtes 
elliptisches Integral: 


x 
¥ (edz) 
VF (@) 
y 
durch rationale Transformation in die Normalform: 
Viv — no — 
7) 


iiberzufiihrent). — 





*) Schwarz, l. c. pag. 51, [D.8] und [D. 1}. 

**) Vergl. die erste Mittheilung der betreffenden Formeln in § 1—3 der 
Dissertation von Biermann: Problemata quaedam mechanica functionum ellipticarum 
ope soluta (Berlin 1865), 

***) Zur Theorie der Reduction elliptischer Integrale in reeller Form (Bd. 12 
der Abhandl. d. math. phys. Classe der k. siichs. Gesellschaft d. W., 1879). 

+) Es ist interessant, auch die eben dort mitgetheilten Umkehrungen der 

betreffenden Transformation in die homogene Form zu setzen. Betrachtet man 
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Zum Schlusse gedenke ich noch der Reihenentwickelungen von 
o(u), 6;(u). Wir haben zuniichst in bekannter Weise*): 


‘ 9: 9: 7 
(62) o(u)=u— wv —aaw ee 


wo alle Coefficienten ganze Functionen der beiden rationalen Invarian- 
ten g, und g, von f sind. — Die Reihenentwickelungen der 6;(u) sind 


noch erst neuerdings von Weierstrass selbst ausfiihrlich behandelt 
worden**), Man findet: 


das e; 
(63) 6; (u) = 1 — = Ur-- ‘; 


wo die Coefficienten der aufeinanderfolgenden Potenzen ganze Func- 
tionen von e; und (e,—e,) sind. Wir bemerken insbesondere, dass in 
Folge von (63) und der Relation 
Cj + ek a = 0 

in der Reihenentwickelung des Productes 6,u .6,u.6,u der Term mit 
u? wegfallt, Uebrigens aber wollen wir noch hervorheben, dass ¢;, ¢, ¢:, 
indem sie vermdge (60), (61) allein von g,, g, abhiingen, irrationale 
Invarianten von f sind. In allgemeiner Form kénnen wir dieselben 
definiren, wenn wir von der Zerlegung f= ;. ¥; ausgehen. Ls ist 


neben g(u), g'(w) die Grenze y als bekannt und bezeichnet mit H(y), T(y) in 
iiblicher Weise die Covarianten: 





| Ofly) fly) | Of(y) _é@fty) | 
1 | éy? OY | 1| @ OY. | 
Hy) =;\,| } ‘ bo ai Ty) =. % ; Ye , 
| @fy) a fiy) | 16 @H\y) @Hty) | 
| OY OYe dy? | | Oy Oe 


so hat man zuniichst fiir 2, bez. fiir a, und a, unter @ einen Proportionalitiits- 
factor verstanden: 





ot Fw) + 2 + 2m Vi) ¥ 
om — — FF ow) — 2 + om Viiv vw), 
und hieraus durch Differentiation und Benutzung von 
(a dx) a dy 
Vila) 


die Bestimmung der Quadratwurzel: 
Vie, %) = —16 Ty) . 9 (W) + 8H(y) V7Q) - 9" (w) 
+ 8fy) VFW) (2 ous — 2 ow) — oy). 


*) Schwarz l. c. pag. 6. 
**) Sitzungsberichte der Berliner Akademie von 1882. 
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niimlich e; gleich dem dritten Theile der zweiten Ueberschiebung von 9; 
und w;: 


1 
(64) gus (i, Vi)o- 
Zum Beweise geniigt es, die betreffende Ueberschiebung an den 
quadratischen Factoren der Weierstrass’schen Normalform auszurechnen. 


§ 13. 
Vergleich der elliptischen und hyperelliptischen Functionen. 


Wenn wir jetzt zwischen den Entwickelungen, die wir iiber hyper- 
elliptische Functionen gegeben haben, und den anderen, die wir nun 
betrefis der elliptischen Functionen hinzufiigten, einen Vergleich an- 
stellen sollen, so bemerken wir vor allem, dass die Definition, die 
wir in (46), (47) fiir die hyperelliptischen o hinschrieben, vollstindig 
iibereinstimmt mit der in (57), (59) fiir die elliptischen 6 aufgestellten. 
Das Gleiche kénnen wir auch von den _ beiderseitigen Reihenent- 
wickelungen sagen: wir miissen nur beachten, dass statt der zwei bei 
den hyperelliptischen Functionen vorhandenen Grissen u,, u, im Falle 
der elliptischen Functionen nur eine, «, vorliegt, dass es sich also 
nicht mehr um bindire Covarianten, sondern um undre handeln wird*), 
d. h. eben um Potenzen von u, die mit geeigneten Invarianten von f 
multiplicirt sind. Dem Satze, dass alle Entwickelungsterme der 
hyperelliptischen 6 sich als ganze Functionen aus den Covarianten 
gewisser voller Systeme zusammensetzen, entspricht bei den elliptischen 
6, dass die Coefficienten der einzelnen Potenzen von u jedesmal ganze 
Functionen von nur zwei Invarianten sind. — Ich verzichte darauf, 
die Uebereinstimmung der zweierlei 6 noch weiter zu verfolgen; man 
vergleiche iibrigens, was in § 6 tiber die beiderseitigen Functional- 
gleichungen und an anderen Stellen tber die Potenzentwickelung der 
Producte der jeweiligen geraden o-Functionen gesagt wurde. — 

Das hiermit Bemerkte ist eine Bestiitigung fiir die Zweckmiissig- 
keit unserer bisherigen Ueberlegungen. Aber ein fortgesetater Vergleich 
mit der Theorie der elliptischen Functionen fiihrt weiter, zu wesent- 
lich neuen Gedankenentwickelungen. Man beachte, dass die eigentliche 
Normalform der Theorie der elliptischen Functionen keineswegs die- 
jenige ist, welche sich auf die Nebeneinanderstellung der 6 (uw), 6;(u) 
stiitzt, vielmehr die andere, welche consequent mit o(u), p(w), 9’ (w) 


*) In der That, hitten wir statt hyperelliptischer Functionen zweier Variabler 
den niichst héheren Fall in Betracht gezogen, wo dann eine Grundform f vom 
achten Grade und drei iiberall endliche Integrale u,, u,, us vorgelegt sein wiirden, 
so miissten die Entwickelungen der o nach Covarianten mit drei Variablen u,, u,, us 
fortschreiten, d. h. nach simultanen Invarianten von f und einer quadratischen 
Form, in denen die Coefficienten der quadratischen Form hinterher durch u,, u,, ts 
ersetzt worden sind, 
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operirt. Das entscheidende Moment liegt in dem Verhalten der in 
Betracht kommenden Functionen gegeniiber linearen Transformationen 
der Perioden: wiihrend o(u), g(w), g (uw) bei allen linearen Trans- 
formationen ungeandert bleiben, ist dies bei den 6,(w) nur noch bei 
solehen linearen Transformationen der Fall, die modulo 2 zur Identitit 
congruent sind, — oder auch im Sinne der sonst von mir eingehaltenen 
Terminologie: die 6(u), p(w), p(w) sind Functionen erster Stufe, die 
6;(u) Functionen der zweiten Stufe. Wir werden den Sachverhalt noch 
besser bezeichnen, wenn wir g(u), g'(w) als Quotienten Jacobischer 
Functionen schreiben (wobei die Nenner Potenzen von o(u) selbst sind) 
und nun statt g(w), g’(w) neben o(u) nur die in den Ziahlern auf- 
tretenden Jacobischen Functionen nennen. Ich will eine Jacobische 
Function, welche der ersten Stufe angehért, fortan zur Unterscheidung 
mit 2(w) bezeichnen und ihr einen oberen Index geben, der ihre Ord- 
nung anzeigt. Wir haben dann 

2 (u , 2 (w 
(65) 6 (u) = E(u), p(u) = Sits 9’ (u) — Sie 
und kénnen sagen: dass die Normalform der Theorie der elliptischen 
Functionen durchweg mit &-Functionen operirt, insbesondere mit 2"), 
=, XZ, durch die sich alle anderen ausdriicken lassen. Verwenden 
wir statt 2“), 2, 2 die 6, 6;, so haben wir eine Theorie ,,zweiter 
Stufe“; an sie reihen sich, bei systematischer Behandlung der elliptischen 
Functionen, Theorieen der dritten, vierten Stufe etc.*). 

Unser Zielpunkt muss jetzt sein, eben jene Systematik die sich im 
Falle der elliptischen Functionen bewdhrt hat, auch im Falle der hyper- 
elliptischen F'unctionen durchzufiihren, vor allem sonach auch im hyper- 
elliptischen Falle X-Functionen zu construiren. Ich werde in der 
gegenwirtigen Darstellung nur noch auf letzteren Punkt eingehen, und 
kehre hier vorab, um die betreffenden Entwickelungen vorzubereiten, 
noch einen Augenblick zu den elliptischen 2-Functionen zuriick. 

Indem wir (65) mit (54), (55), (57) combiniren, erhalten wir 
folgende Definitionen der elliptischen Fundamentalfunctionen : 

20 (u) = (zy) - Z, 


2) (u) = Via) Vay) + F(a, y) | Zz, 


vrai fi w+- ee oe Vie (Ge at +e a) si 


(66) 


= (u) = 








*) Man vergl. die Erliuterungen, welche ich hieriiber in meiner Arbeit: 
Ueber die elliptischen Normalcurven der N'" Ordnung und zugehdrige Modul- 
functionen der N*” Stufe im 13’ Bande der Abbandlungen der math. phys, Classe 
der k. siichs, Gesellschaft d. Wiss. gegeben habe. 
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wo Z den folgenden ,,Zusatzfactor“ bedeutet: 


-losy 
67) pee 2 
Vr(2). fiw) 
Wir erkennen hier folgende Gesetze, denen simmtliche -Functionen 
unterliegen und die riickwirts zur Charakterisirung der 2-Functionen 
ausreichen: 

1) Eine 2-Function v'er Ordnung (2 (u)) ist gleich dem Producte 
von Z” in eine Covariante C,,, von f, die wir nach Adjunction der 
Gréssen /f(x), Vf(y) als eine rationale ganze Covariante von f be- 
zeichnen diirfen. 

2) In x und y hat diese Covariante denselben Grad v, so dass 
sie also bei festgehaltenem y, /f(y) fiir 2v Werthsysteme x, f(x), 
und ebenso bei festgehaltenem 2, /f(zx) fiir 2v Werthsysteme y, //f(y) 
verschwindet. 

3) Von den genannten 2v Werthsystemen 2x, f(z) fallen jedesmal 
v mit y (d. h. mit y, —/f(y)) und ebenso von den 2y Werthsystemen 
y, Vi(y) jedesmal v mit z (d. h. mit 2, — /f(x)) zusammen. 

Der letzte dieser drei Siitze ist offenbar besonders wichtig. Er 
ist nothwendig, weil der Zusatzfactor Z fiir y = x (oder, was dasselbe 


ist, fiir « = y) einfach unendlich wird, wihrend doch 2 endlich bleiben 
soll; er ist aber auch hinreichend, weil Z, wie leicht zu sehen, keine 
anderen Unendlichkeitsstellen als die hiermit beriicksichtigten besitzt, 
Indem das Unendlichwerden von Z die unter 3) genannten Nullstellen 
von C,,, compensirt, verschwindet 2®)(u) selbst bei festgehaltenem 
y, Vf(y) nur fiir v Stellen 2, /f(a) etc., wie dies von anderer Seite 
(aus der Theorie der Jacobi'schen Functionen) bekannt ist. 

Uebrigens erweist sich (uw) als eine gerade oder ungerade 
Function von w und bleibt also bei Vertauschung von 2 und y im 
ersteren Falle iiberhaupt, im zweiten bis auf das Vorzeichen ungeiindert. 
Es folgt dies aus Homogeneitiitsgriinden bei Betrachtung der nach 
Potenzen von wu fortschreitenden Reihenentwickelungen der 2 (deren 
Coefficienten durchweg ganze Functionen von g,, g, sein miissen), 
oder auch durch directe Aufstellung siimmtlicher zulissiger Covarian- 
ten C,,,. Was letzteren Punkt angeht, so kénnen offenbar alle 
homogenen Relationen zwischen 2-Functionen als Identitaéten zwischen 
Covarianten C,,, aufgefasst und bewiesen werden. Insbesondere, wenn 
alle (wu) ganze Functionen der drei fundamentalen 2“)(u), 2°) (uw), 
* Z)(w) sind, so heisst dies, dass alle C,,, ganze Functionen der in 
(66) auftretenden sind, ein Satz, den man durch directe Ueberlegung 
bestiitigt. ; 
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§ 14. 
Hyperelliptische 2-Functionen. 


Indem ich mich nunmehr zur Theorie der hyperelliptischen 
2-Functionen wende, beginne ich mit der Construction von Beispielen. 
Wir erhalten dieselben, indem wir geeignete symmetrische Verbindungen 
der hyperelliptischen 6 in Betracht ziehen. Von dem hierher gehérigen 
Producte der geraden 6 haben wir schon in § 2 und § 11 gehandelt. 
Aber ebensowohl gehdrt hierher das Product der ungeraden o, fiir 
welches sich aus (47), unter Z wieder den Zusatzfactor (67) verstanden, 
folgender Werth ergiebt: 


6 = slain 
6 . . 
(68) ] [o(u,, tt.) = 2 ie ZS, 


oder die Summe der Quadrate der geraden o*), fiir welche aus (46) 
der folgende Ausdruck resultirt, dessen hauptsiichlicher Bestandtheil 
uns im Laufe unserer Entwickelungen nun schon so oft begegnet ist: 


(69) So (ty, m)? = 5-(Vf@) VFM +F@y)-2, 


oder auch jede lineare Combination der Quadrate der ungeraden 6: 


6 
(70) D> Gi + Gilt, tHy)*, 
1 


bei der wir die C; mit Riicksicht auf die Dimension der 6; in den Coef- 
ficienten der zugehérigen Formen p; und y; in der Art als simultane 
Invarianten der p; und y; einfiihren, dass ihr Grad in den Coef- 
ficienten von p; um zwei Einheiten kleiner als ihr Grad in den Coef- 
ficienten von yz; ist. — Ausgerechnet ergeben die Summen (70) Werthe 
der folgenden Form 


(71) (22,9, +B (%Yo+ X.Y) +7 2242) - (zy)? . 2°, 
unter 
ax, + 26 2,x, + yx, 
je eine rationale, ganze, quadratische Covariante von f verstanden. 
Diese Beispiele, zusammen mit dem im vorigen Paragraphen iiber 
elliptische 2-Functionen Gesagten, werden geniigen, um den allge- 
meinen Begriff hyperelliptischer 2-Functionen erfassen zu lassen. Ein 


*) Die Summe der ersten Potenzen kommt nicht in Betracht, weil sie 
iiberhaupt keine Jacobische Function ist. 
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Punkt selbstverstiindlich bleibt den elliptischen Functionen bei diesem 
Vergleiche eigenthiimlich und ertheilt ihrer Theorie eine besondere 
Signatur, dass bei ihnen nimlich eine Jacobische Function 
6(u) = Dl) (uw) 

existirt, welche gleichzeitig ein 6 und ein Z ist. Im Uebrigen haben 
wir den folgenden Satz, der die Charakterisirung der hyperelliptischen 
X-Functionen enthiilt: 

Eine hyperelliptische &-Function v'" Ordnung hat die Gestalt: 
(72) 2) (u,, Uy) = Cry. 2, 
wo Cz,y eine im Rationalitiitsbereiche Yf(x), Vf(y) rationale, ganze 
Covariante von f ist, welche bei festgehaltenem y, V f(y) fiir 3v Werth- 
systeme a, Vf (x) verschwindet, von denen v mit y zusammenfallen, bei 
festgehaltenem x, V f(x) aber fiir 3v Werthsysteme y, V f(y) verschwindet, 
von denen v mit x coincidiren. 

Als Grad von C,,, in den # oder den y ergiebt sich * » woraus 


wir schliessen, dass v jedenfalls eine gerade Zabl ist. Wir zeigen 
ferner, dass C,,, bei Vertauschung von x und y ungeiindert bleiben 
muss. Es folgt dies schon aus der Reihenentwickelung von D”)(u,, u.), 
die nach den Formen des vollen Formensystems der Form f fort- 
schreiten muss, indem ja unter diesen Formen (deren Variable durch 
Uy, U, ersetzt werden) nur Covarianten geraden Grades vorhanden 
sind, die Reihenentwickelung also ungeiindert bleibt, wenn wir u,, u, 
durch — u,, — u, ersetzen*), 

Speciell als niederste 2-Functionen ergeben sich vier von der 
zweiten Ordnung, die ich durch obere Indices unterscheiden will : 

1) Es seien Lay xx, VOixexj,%,, Lexx, die niedrigsten drei 
rationalen, ganzen, quadratischen Covarianten von f. Dann sind die 
ersten drei in Betracht kommenden &-Functionen in Uebereinstimmung 
mit (71): 

Zi (uy 5 ta) = Zain aiys « (wy)® . 2%, 
(73) Z, 7) (Uy, Uy) = Lie ciyz . (wy)? . 2%, 
ZO) (Uy, Up) = Lee Diy, . (wy)? . Z*. 

2) Als weitere Function wiihle ich nach (69): 


(74) By (ay, th) = (VF@) -VFY) + F(a, 9). 2. — 
Die vorliegenden Untersuchungen mdgen hiermit ihr vorliufiges 
Ende gefunden haben. In welcher Richtung sie weiterzufiihren sind, 


*) Bei hyperelliptischen Functionen hiherer Art treten alternirend nur gerade 
-Functionen oder auch ungerade auf, je nachdem die Zahl der in Betracht 
kommenden Variabelen eine gerade oder eine ungerade ist. 
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und insbesondere: dass sie Uebertragungen auf allgemeine Abel’sche 
Functionen gestatten, diirfte ohne Weiteres deutlich sein. Das wesent- 
lich Neue meiner Betrachtungen erblicke ich in dem principiellen 
Auschlusse an die Processe und Begriffsbildungen der Invariantentheorie : 
uur hierdurch wird von vorneherein die Unterscheidung wesentlicher 
und unwesentlicher Constanten méglich und also ein wichtiges Hinderniss 
weggehoben, das sich bisher dem Fortschritte der Theorie entgegen 
stellte. Die elliptischen Functionen zusammen mit den hyperelliptischen 
Functionen beliebig vieler Argumente erscheinen dabei durch den Um- 
stand ausgezeichnet, dass bei ihnen die Betrachtung einer bindren Form 
zu Grunde zu legen ist (oder doch zu Grunde gelegt werden kann), 
wiihrend man zur Behandlung der allgemeinen Abel’schen Functionen 
zu Formen mit grésserer Variablenzah! wird fortschreiten miissen. 


Gottingen, den 10, April 1886. 

















Ueber die Herpolodie. 


(Aus einem Briefe an die Redaction.) 
Von 
W. Hess in Miinchen. 


Unter dem vorstehenden Titel erscheinen seit einiger Zeit in den 
Comptes rendus und anderen franzésischen Zeitschriften Abhandlungen, 
welche ihren Ausgang von einer in den Comptes rendus erschienenen 
Note de Sparre’s*) nehmen. de Sparre hat daselbst gezeigt, dass die 
von Poinsot in seiner théorie nouvelle de la rotation des corps ein- 
gefiihrte ebene Curve der Herpolodie, welche durch das Abrollen eines 
Ellipsoids auf einer festen Ebene erzeugt wird, (Spitzen und) Wende- 
punkte nicht besitzen kann. Sein Beweis stiitzt sich auf eine Formel 
von Hermite **), welche die Bedingung fiir das Auftreten von Wende- 
punkten in elliptischen Functionen der Zeit ausdriicken sollte, aber in 
Folge eines Zeichenfehlers nicht ganz correct ausfiel, so dass es 
Hermite nicht méglich ward, den vorstehenden Satz selbst zu finden. 
Abhandlungen von Mannheim***), de St. Germain}), Franke7;+) 
und Résalj}+) verfolgen nun weiterhin den Zweck, fiir das obige 
Theorem, welches sie als sehr wichtig und elegant bezeichnen, andere 
Beweise zu geben. 

Dieses ,,Theorem von de Sparre“ ist aber keineswegs neu. 

In meiner durch Anregung des Hrn. Brill vom Jahre 1879 auf 
1880 entstandenen Doctordissertation: das Rollen einer Fliiche zweiten 
Grades auf einer invariablen Ebene (Miinchen, 1880, 60 pp.) habe 
ich nicht nur die Frage nach den Wendepunkten der Herpolodie fiir 
die Flichen zweiten Grades allgemein gelést, sondern auch fiir die 


*) Sur l’erpolodie de Poinsot. Comptes rendus. Bd. 99. p. 906—909. 
**) Sur quelques applications des fonctions elliptiques, ibid. Bd. 86. p. 277. 
***) Sur la polhodie. ibid, Bd. 100. p. 938—940. — Sur l’herpolodie. ibid. 
Bd. 100. p. 963—966. — Sur l’hyperboloide articulé et l’application de ses pro- 
priétés & la démonstration de M, de Sparre. ibid. Bd. 101. p. 501—504. 
+) Sur Vherpolodie. Bd, 100. p. 1126—28. 
++) Sur la courbure de l’herpolodie. Comptes rendus. Bd. 100, p. 1573 — 1576. 
Nebst einer Bemerkung von Darboux. 
+++) Note sur la courbure de l’herpolodie. Journal de l’éc. polyt. Cahier 55. 
p. 275—285. 
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in der Mechanik wichtige Herpolodie des Ellipsoids eine Reihe anderer 
Theoreme gefunden. Zur ausdriicklichen Wahrung meiner Prioritit 
erlaube ich mir nun, meine Siatze an dieser Stelle noch einmal auf- 
zufiihren. Der Hinweis auf die betreffende Stelle meiner Arbeit ge- 
schieht dabei durch Angabe der blosen Seitenzahl (p. ...); fehlt die 
letztere, so ist der fillige Satz — meist dem Zusammenhang oder 
Uebergang dienend — neu hinzugefiigt. 

1 
VA’ 


1 1 > 
Den VE’ C= (a>b>c; C> B>A), der Abstand des 


Mittelpunktes O von der invariablen Ebene h = 


Die Halbaxen des rollenden Ellipsoids waren genannt a = 


1 ™ 
vA Durch die 


Folge aller Tangentialebenen h = h bestimmt sich auf dem Ellipsoid 
eine Raumcurve 4. Ordnung, die Poinsot’sche Polodie. Je nachdem 
der Abstand h grésser oder kleiner als die mittlere Halbaxe ist 
(H $ B), liuft diese Curve um die grésste oder kleinste Axe des 
Ellipsoids; ist h = b (H = B), so zerfallt die Polodie in ein Ellipsen- 
paar durch die mittlere Axe. 

Fiir die Gréssenfolge C > B > A wird das Ellipsoid ein Central- 
ellipsoid genannt, sobald C< A+ B; ist C> A+B, so kann 
dasselbe entsprechend als Nichtcentralellipsoid bezeichnet werden. 

Eine der ersten Fragen betrifft die 


I. Wendepunkte der Herpolodie des Ellipsoids. 
In meiner oben citirten Dissertation habe ich hieriiber bemerkt: 


1. In der Herpolodie kinnen niemals Wendepunkte auftreten, wenn 
das rollende Ellipsoid ein Centralellipsoid ist. (p. 32.) 

2. In der Herpolodie sind, auch wenn das Ellipsoid ein beliebiges 
ist, Wendepunkte ein- fiir allemal ausgeschlossen, wenn der 
Abstand der invariablen Tangentialebene vom Mittelpunkt des 
Ellipsoids kleiner ist als die mittlere Halbaxe. (p. 32.) 

3. In der Herpolodie miissen Wendepunkte auftreten, sobald das 
rollende Ellipsoid ein Nichtcentralellipsoid und der Abstand der 
Tangentialebene grésser ist als die mittilere Halbaze. (p. 32.) 

4. Die Vorstellungen, welche Poinsot und dessen Commentator 
Chelini*) von der Form der Curve hatten, waren demnach 
irrige (p. 33). Auch rein experimentelle Versuche, welche 
v. Obermayer*) nach einer von Mach*) gegebenen Anleitung 


*) Beziiglich der ziemlich ausgedehnten Literatur muss ich auf meine citirte 
Abhandlung selbst verweisen, von deren Inhalt, soweit er die Mechanik beriihrt, 
iibrigens in den Wiedemann’schen Beibliittern ein Referat erschien (Bd. VI, 
p- 326 — 327). 














Ueber die Herpolodie. 467 


anstellte, lassen deutlich die Abweichungen erkennen, welche 


in der Form der Curve auftreten, jenachdem derselbe ein Central- - 


oder beliebiges Ellipsoid in grésserem oder kleinerem Abstand 
von der festen Tangentialebene hat rollen lassen. (p. 33). 

Von den vorstehenden Siitzen wird der erste, wie gesagt, von 
allen erwihnten Autoren abgeleitet; der zweite findet sich bei Résal 
und in einer spiiteren Note de Sparre’s (s. u.). Der dritte Satz da- 
gegen findet sich nirgends richtig ausgesprochen: man hat sich be- 
gniigt, zu bestiitigen, dass fiir die Herpolodie eines Nichtcentralellip- 
soids Wendepunkte auftreten ,,kénnen“. Dies ist zu wenig gesagt: 
sobald das rollende Ellipsoid ein Nichtcentralellipsoid ist, ,,miissen“ 
Wendepunkte auftreten. 

Was nun die angewandten Beweisfiihrungen betrifft, so liegen 
denselben bei de St. Germain und Mannheim kinematische bezw. rein 
geometrische Betrachtungen zu Grunde. Franke und Résal untersuchen 
die Bedingung, es mége die in Polarcoordinaten gegebene Curve 
Wendepunkte aufweisen, analytisch, indem ersterer als Verindegliche 
die Winkelgeschwindigkeiten p, qg, r der Drehung um die Axen des 
Ellipsoids einfiihrt, letzterer den Ausdruck fiir den Kriimmungsradius 
mittels des Contingenzwinkels bildet. 

Doch scheinen mir diese Verfahren mehr oder minder nur dazu 
angethan, den bereits gefundenen Satz iiber das Fehlen von Wende- 
punkten in der Poinsot’schen Herpolodie noch einmal zu beweisen. 
Dieselben diirften sich ausser Stande sehen , tiber die weiteren gestalt- 
lichen Verhiiltnisse der Herpolodie etwas auszusagen, noch diirfte es 
den meisten derselben gelingen, die in der Wendepunktsfrage ge- 
wonnenen Resultate unmittelbar, ohne Neuanlage, auf die Herpolodie 
der beiden Hyperboloide zu iibertragen. Fiir diese Zwecke diirfte der 
sicherste Calciil derjenige sein, welcher mittels der elliptischen Func- 
tionen die Zeit ¢ einfiihrt, wie es auch neben Hermite von mir ge- 
schehen ist, 

Durch Aufstellung der Bedingung, dass der in Polarcoordinaten 
ausgedriickte Werth des Kriimmungsradius unendlich gross werde, fand 
ich eine cubische Gleichung fiir sin?am w (u = const. ¢), deren Wurzeln 
sofort erkennbar waren. Es ergaben sich nimlich (p. 31 und 32): 








fir H>B  sn*u, = sn?u, = a4 ‘i sn? us = 7-4 25 ? 
fir H< Bo smu sna Soe y= Go Sy 





2s=A+B+0C. 
Die Inflexionspunkte, definirt durch den Parameter u,, sind reell 
oder imaginiir, je nachdem sn?u, S$ ist. Ausser den oben gefundenen 
Theoremen 1, 2, 3 resultirt nun fiir die 
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II. Wendepunkte der Herpolodie der Hyperboloide: 


5, In der Herpolodie des einschaligen Hyperboloids kinnen niemals 
Wendepunkte auftreten, wenn der Abstand der invariablen Ebene 
vom Mittelpunkte grisser ist als die kleinere der reellen Halb- 
axen. (p. 46.) 

6. In der Herpolodie des einschaligen Hyperboloids kinnen, auch 
wenn dieser Abstand kleiner ist als die mittlere Halbaxe, Wende- 
punkte nicht erscheinen, wenn der absolute Werth der imagindren 
Halbaxe grisser ist als die Differene der reellen Halbaxen 
({C] > B— A), dagegen sind Wendepunkte miglich, sobald die 
imagindre Halbaxe kleiner ist ((C] << B— A). (p. 46.) 

7. Die durch das Rollen eines zweischaligen Hyperboloids erzeugte 
Herpolodie kann nur dann Wendepunkte besitzen, wenn die 
reelle Halbaxe grisser ist als die Summe der absoluten Grossen 
der imagindren Halbaxen (B > |A] + [C)), andernfalls sind 
Wendepunkte ausgeschlossen. (p. 46.) 

Diese Theoreme hat nachtriiglich auch de Sparre*) gefunden; die- 
selben lassen sich auch ohne Anwendung der elliptischen Functionen 
aus dem Résal’schen Ausdrucke des Kriimmungsradius nachweisen. 

Was die Werthe u,=w, anlangt, so wiirden dieselben auf das Zu- 
sammenfallen zweier Wendepunkte, also im allgemeinen auf einen 
Punkt mit vierpunktiger Tangente hinweisen. Da aber der Ziihler in 
dem Ausdrucke fiir den Kriimmungsradius gleichfalls fiir u, =u, ver- 
schwindet — indem niimlich der Radiusvector der Curve hierfiir selbst 
zu Null wird — so sind uw, und «, ausser Betracht zu lassen. 

Das Auftreten oder Fehlen von Wendepunkten ist charakteristisch 
fiir die Herpolodie eines Nichtcentral- oder eines Centralellipsvids; 
man kénnte, hierauf weiter fussend, auch Nichtcentral- und Central- 
hyperboloide unterscheiden, bedingt durch Ungleichungen zwischen den 
absoluten Gréssen der Halbaxen, welche den fiir die Ellipsoide geltenden 
ganz analog sind. 

Die Beantwortung der Frage nach den Inflexionspunkten der Her- 
polodie allein kann tibrigens nicht geeignet sein, tiber die Form dieser 
Curve genauer aufzukliiren. Es mégen desshalb die wichtigeren der 
in meiner Dissertation gefundenen Siitze, welche diese Linie betreffen, 
hier angereiht und hierdurch einer eventuellen Wiederauffindung ent- 
zogen werden, 


III. Weitere Eigenschaften der Herpolodie des Ellipsoids. 


Das Ellipsoid darf, wenn nicht ausdriicklich anders bemerkt ist, 
ein beliebiges sein. Bekanntlich ist die Herpolodie immer zwischen 


~*) Sur lherpolodie dans le cas d’une surface du second degré quelconque. 
Comptes rendus, Bd. 101, p. 870—373. 
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zwei concentrischen Grenzkreisen, ringférmig, eingeschlossen, deren 
Umfiinge sie abwechselnd beriihrt; wir nennen das Curvenstiick zwischen 
je zwei aufeinanderfolgenden Beriihrungen mit demselben Kreise eine 
ganze, dasjenige zwischen je zwei folgenden Beriihrpunkten mit ver- 
schiedenen Kreisen eine halbe Welle (p. 29). Die Kenntniss der 
letzteren zieht, da dieselben alle symmetrisch liegen, diejenige der 
Curve selbst nach sich. Es gelten die Siitze: 

8. In den Beriihrungspunkten mit den Grenskreisen erreicht die 
Geschwindigkeit, mit welcher das rollende Ellipsoid die Herpo- 
lodie erzeugt, einen extremen Werth: ein Maximum oder Mi- 
nimum fiir den dusseren Kreis, je nachdem der Abstand der 
invariablen Ebene vom Mittelpunkt des Ellipsoids kleiner oder 
grosser ist als die mittlere Halbaxe des leteteren. (p. 26). 

9. Treten Wendepunkte auf, ist also das Ellipsoid ein Nichtcentral- 
ellipsoid und der Abstand der invariablen Tangentialebene vom 
Mittelpunkt grisser als die mittlere Halbaxe, so riicken die- 
selben dem inneren Kreise um so niher, je mehr sich der Ab- 
stand der Grosse der mittleren Halbaxe niihert (p. 33), bis die- 
selben fiir die Erreichung des Grenefalls im asymptotischen Punkt 
der Poinsot’schen Spirale (s. u.) verschwinden. 

_  Fiir ein Centralellipsoid (C << A + B) treten in der Herpolodie 
niemals, fiir ein Nichtcentralellipsoid (C > A -+ B) jedesmal Wende- 
punkte auf: der Uebergang der einen Curvenart in die andere wird 
vermittelt durch die Annahme, es mége das Ellipsoid gerade anfangen, 
Centralellipsoid zu werden. Diess ist der Fall, wenn das _ grdsste 
Trigheitsmoment gleich ist der Summe der beiden kleineren, C=A-- B, 
d. h. wenn der rotirende Kérper in eine rotirende unendlich diinne 
Platte tibergegangen ist: 

10. Fiir ein Ellipsoid, welches gerade noch Centralellipsoid ist, sind 
die beiden Wendepunkte einer Welle auf den inneren Grenzkreis 
geriickt und daselbst’ in einen Punkt mit vierpunktiger Tangente 
susammengefallen. 

11. Der Polarwinkel ©, welcher durch eine Welle der Herpolodie 
am Centrum gespannt wird, ist fiir ein beliebig vorliegendes 
Ellipsoid und einen beliebig vorgegebenen Abstand der Tangential- 
ebene im allgemeinen mit x irrational, so dass sich die Curve 
nicht schliessen kann. Doch geniigt eine in gewisser Weise vor- 
zunehmende kleine Abdnderung, sowohl der Dimensionen des 
Ellipsoids, als auch des Abstandes der festen Ebene, wm die 
Curve in sich zuriicklaufen zu lassen. (p. 38, 39.) 

12. Niihert sich das rollende Ellipsoid einem Rotationsellipsoid da- 

durch, dass die grisste oder kleinste Axe der mittleren gleich zu 
werden trachtet, so wird 1. der Winkel © einer Welle immer 
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14. 
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grosser; 2. der Ring, innerhalb dessen sich die Curve schlingt, 
immer schmaler, indem der dussere Grenzkreis dem inneren niher 
und niher kommt. (p. 49, 51.) 


. Niihert sich das rollende Ellipsoid einem Rotationsellipsoid da- 


durch, dass die Liinge der mittleren Axe gegen diejenige der 
grossten oder kleinsten angeht, so kinnen die Winkel ® sowohl 
zu- als abnehmen, der Ring wird aber auch diesesmal wieder 
schmiiler, indem nunmehr der innere Grenzkreis mehr und mehr 
den dusseren zu erreichen sucht. (p. 49, 50.) 

Ist das Ellipsoid in einen Rotationskirper wirklich iibergegangen, 
so haben sich die beiden Grenzkreise erreicht, und die Herpolodie 


~ ist mit denselben in einen einzigen Kreis iibergegangen. Der 


15. 


16. 


Winkel © wird aber nicht etwa, wie erwartet werden kinnte, 
unbestimmt oder unendlich gross, sondern erlangt einen ganz 
bestimmten endlichen Grenzwerth. (p. 50.) 

Die absolute Breite des Ringes, innerhalb dessen die Herpolodie 
eines beliebigen Ellipsoids verliuft, erreicht ein Minimum, namlich 
den Werth 0, wenn der Abstand der invariablen Ebene vom 
Mittelpunkt gleich ist der grissten oder kleinsten Halbaxe, ein 
Maximum, wenn dieser Abstand gleich ist der mittleren Halbacxe. 
In den ersteren Fiillen reducirt sich die Curve auf je einen 
Punkt, im letzteren geht dieselbe tiber in die Poinsot’sche Spirale, 
erseugt durch das Rollen einer Halbellipse. (p. 18.) 

Construirt man zu dieser Spirale die symmetrische, durch das 
Abrollen der anderen Hiilfte der Ellipse entstandenen Spirale, 
so erhdlt man eine Doppelspirale, welche eine Flache einschliesst 
gleich dem Rechtecke aus den beiden linearen Excentricitiéten der 
um die zwei grissten und die zwei kleinsten Axen des Ellipsoids 
beschriebenen Ellipsen. (p. 42.) 


Zum Schlusse méchte ich noch erwiihnen, dass der Mangel an 
Riickkehrpunkten in der Herpolodie eines eigenen Beweises wohl kaum 
bedarf, indem der mechanischen Deutung zufolge das Bogenelement 
der Herpolodie als das abgewickelte Bogenelement der Polodie nicht 
verschwinden kann. 


Miinchen, im April 1886. 














Preisaufgabe der Firstlich Jablonowski'schen Gesellschaft. 
(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft, Leipzig im Mirz 1886). 


Fir das Jahr 1889. 


Obgleich durch die Untersuchungen von Borchardt iiber das arith- 
metisch-geometrische Mittel ein gewisser Zusammenhang der Theta- 
functionen mehrerer Variabeln mit mehrfachen Integralen nachgewiesen 
worden, und obgleich die Ausdehnung des Abel’schen Theorems auf 
vielfache algebraische Integrale schon Jacobi nicht unbekannt war*), 
so scheinen doch selbst die betreffenden Doppelintegrale noch keiner 
erschépfenden Betrachtung unterworfen worden zu sein. Da sich nun 
zeigen lisst, dass wenn z, B, # 4, 0, 4, 4, 0, gewisse einer sogenannten 
Rosenhain’schen Gruppe (Crelle’s Journal Bd. XL, 8. 342) angehorige 
Thetafunctionen zweier Variabeln « und v bedeuten, die Determinante 
° * 8 

0e 0% 0% 
ou Ou Ou 
02 0% 4% 
ov dv dv 
dem Product #, #, 4, proportional ist, so ergiebt sich daraus (Leipziger 


Berichte 1884, S. 187) fiir 2 = (3) * yen (3) eine Gleichung von 


_faS7.. Die Gesellschaft wiinscht 
V R (zx y) 
eine eingehende Untersuchung der allgemeineren Doppelintegrale 
von der Form —— , wo f eine rationale Function 
vy. 
sei, in threm Zusammenhange mit den Thetafunctionen zweier 
Variabeln. 


Preis 1000 Mark. 


der Form dudv = 





*) Siehe Crelle’s Journal Bd, VIII, S, 415, sowie Rosenhain in seinen an 
Jacobi gerichteten Briefen, .Crelle’s Journal Bd. XL, wo auch Integrale von der 
Form f red betrachtet werden, in denen F’'(tw) das Product von sechs 

u 
linearen Factoren A+ Bt-+ Cu ist. Vergl. ferner die Néther’schen Arbeiten in 
den Gdttinger Nachrichten, 1869 Nr, 15 und Bd. Il der Mathemat. Annalen, §, 293. 
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Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besonderen Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 
anderen Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzdsischer 
Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet 
sein, das auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trigt, inwendig 
den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Kin- 
sendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die 
Zusendung ist an den Secretiir der Gesellschaft zu richten. Die Resultate 
der Priifung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger 
Zeitung im Mirz oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 
Die gekrénten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 
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Ueber das Bildungsgesetz der héheren Differentiale einer 
Function von Functionen. 


Von 


Leo Kéniaspercer in Heidelberg. 


Bei verschiedenen analytischen Untersuchungen, welche die Reihen- 
entwicklung algebraischer Functionen oder der Integrale algebraischer 
Differentialgleichungen betreffen, ist es wesentlich, das Bildungsgesetz 
der Differentialquotienten implicite gegebener Functionen zu ermitteln, 
und es ist leicht einzusehen, dass wir die allgemeine Form derselben 
werden bestimmen kénnen, wenn wir die Ausdriicke fiir die héheren 
totalen Differentiale einer Function mehrerer Variabeln aufgestellt 
haben, die simmtlich wieder Functionen einer unabhingigen Variabeln 
sind oder, was dasselbe ist, fiir welche auch die héheren Differentiale 
beriicksichtigt werden miissen, Nun ist freilich die letztere Aufgabe 
von Herrn Hoppe in seiner Arbeit tiber die independente Darstellung 
der Differentialquotienten fiir den Fall einer abhingigen Function auf 
die Berechnung der Differentialquotienten der Potenzen dieser Function 
nach der unabhiingigen Variabeln genommen zuriickgefiihrt worden, 
und das allgemeinere Problem fiir beliebige Functionen von Herrn 
Most im 4‘ Bande der Annalen gelést worden; ich glaube jedoch 
mit Riicksicht auf die von mir angewandte und auch sonst benutzbare 
Methode sowie auf die iiberaus einfache und iibersichtliche Form der 
Resultate, welche auch in Wirklichkeit weitere Anwendungen ge- 
statten, die nachstehenden Ausfiihrungen verdéffentlichen zu diirfen, 

Sei 
(1) t=f(x,y,2,..-) 
gegeben, worin 2, y, ¢,... als Functionen einer Variabeln u betrachtet 
werden mégen, so sieht man leicht, dass 


tm oe dx + 2 iL dy +4 f de+- hi 
at = (2f ~de+ 5 F dy+-- "‘y4 Px + L @y+-. ), 


Mathematische Annalen, XXVII. 32 
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Bt = fo dat $f dy +-- » 
+9Ge dat $F dy+. (eet of @y ++) 
+ (7f 7 Pet at 7 yt: 


u. Ss, W., worin die wiaieie Bezeichnung so gewiihlt ist, dass stets 
statt der Producte der Differentialquotienten erster Ordnung der ent- 
sprechende héhere Differentialquotient zu substituiren ist. 

Setzen wir nun zur ~ ia 





(2) ef ae + Zi ary + - Lae +-.)=P,, 
und nehmen an, die durch den pith 

ef — a: | = i Ll Ny n 
(3) det Po My! Mg! .. mo! (1)™ (21™... (ol)"e P; P o“% e°> 


Myy May wey Lr) >0 
m+Im+S m+ +QMy=—e 
gegebene Differentialformel, in welcher x! = 1.2.3...%, und 
O! = 1 ist, gelte fir 9 —1,2,3,...,9, so soll gezeigt werden, 
dass sie auch fiir g@ + 1 besteéht und somit, da sie fiir @—1,2,3 
nach den obigen Ausdriicken erfiillt war, allgemein giiltig ist. 
Zum Zwecke des Beweises bemerke ich zuniichst, dass wie leicht 
einzusehen, die oben definirten Symbole die durch die folgenden Be- 
ziehungen ausgedriickten Differentiationseigenschaften besitzen , 


d- PP = Prt 4+mPr'P,, d-PP= PrP, + mPPP,., 
allgemein 
(4) d- Ph Pr... Pe= pce: Pr - ++ Poe + nm, Pi Prt Pp... Pee 
+n eel pee pM... . Pre as. 
+ gtr 2° - Poe Poss, 


dass also Symbole wie Potenzen differentiirt werden. 
Differentiiren wir nunmehr die als richtig vorausgesetzte Gleichung 
(3), so ergiebt sich nach (4) 


1e+1 fa oe! ay be 1 : mitt Dp e 
. 2 = My! Ml... mo! aym(2n... (e!)"@ {Pi 2 
m+ 2mrt +e mg =e + nm, Pi" Pr Pp... Ple+.-- 


+ my Pi Pr. - + Pee Possf, 


oder wie unmittelbar aus der Form der Indices zu sehen, 


aeht— >) A... 


Vis Voy s09%os Yo+1 >o0 
20+ %te-+e %ot+ +l) Yo+1= e+1 


*) Dp: % peti 
~topn Pr Pa! +> Pee Pay, 








~~ Gath 














Hohere Differentiale. 


worin 


1 
(1s (ay... (e!)"e 


e! 
Ayes rept = (% ies 1)! vq! eee v! 


a e! 1 
+ (+1) (MF 1)! (ma— 1)! mgt... Ot (aye t(an™ tat)”. .(el)%e 











@! 1 vo. 
+ (+1) Sie Fine,—Niegesal "Ca any! an an”... @nre + 








@ 
oe! . 1 
+ (%-1+ 1) % 7) v5! -(v e-1 + 1)! (%— 1)! “ay” | (21)... z o_ 1!y"e1t (e!)"e"" 
+ Mott, 
oder 


Anteater state. aes Sle t2my pS nyt Balt 


“GF ao eet eH 
_(e+1)! 1 
1 ay” (2 2... (ee(e+ invert ’ 


yi mgt eM! Mery! 
wenn beriicksichtigt wird, dass nur in einem Falle vermége der Glei- 


chung », + 27,+---+(@+1) m41=—e@+1 die Zahl vg, von 
Null verschieden ist und in diesem Falle den Werth 1 hat, wih- 
rend v,,%,...,% verschwinden, so dass 





deHtax (+1)! jt mm... pee 


V4! ql...” 1% (0) \% nehd ~1 78 eH 
Mis Yar soe» Monpes > 0 wi Yori! (1!)"* (21)... (o+1!)"et+ 
MA Bh et C+D 944 


wird, und somit die Giiltigkeit der obigen Formel fiir das g + 1 
Differential bewiesen ist. 
Wir erhalten somit fiir 


t= (x,y, 2,...) 
den Ausdruck fiir das 0 Differential in der Form 





am ii a en ¥ 
a p> mii ta! 702M! (1!)™ (2)™ ... (ove dats y yt ) 
m+ Bnet + OME= kL ot pet FPyt~ )" 


_(Glaet — Ae yt--- ‘" 


Nach Aufstellung dieser Formel ist es aber leicht, das Bildungs- 
gesetz fiir die Differentiale implicite gegebener Functionen zu ermitteln; 
denn sei 


(5) f(z, y) = 0 
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vorgelegt und soll diese Gleichung wiederholt nach x differentiirt 
werden, so braucht man in dem obigen Ausdrucke nur ¢=0O zu 
setzen, ferner d?4 = d'x4 —=--- = d¢x =( zu nehmen und die Glei- 
chung durch dz® zu dividiren, so ergiebt sich als o'** Differential von 
(5), wenn der Posten mit y® abgesondert wird, und zur Abkiirzung 





(6) en ; —A 


My! Mt... Ma! (LN AN”... (@—1!)"en1 Mn Ay —d 
gesetzt wird, 
or f am Oftrh mt +Me—a ae _"e-1 
(7) > An, mtg Ga toy Qytehmt tae y’ ‘my iiss ry@ “ 
Mry May omy MQ} >0 . ar 
$2 tgp +--+ (0-1) tp y= = yf?) = 
n n e—1=e@ oS Oy y'e 0. 





Um noch auf eine der Anwendungen hinzuweisen, welche von 
der Formel (7) gemacht werden kénnen, werde bemerkt, dass aus der 


fiir g==2 geltenden Beziehung, welche mit ($y — worden, 
of of ef of Of (y of 
Gy et iaay oy Y Stee aye Y 3) +E ty y=0 
zunichst ersichtlich ist, dass, weil of + : fy = 0 ist, fiir eine 


algebraische Gleichung f(z, y) = 0 der tinal (<r y” eine 


ganzzahlige, in 2, y und den Coefficienten der Gleichung ganze 
Function ist; man sieht aber auch weiter leicht ein, dass, weil 


4f, ‘ 4ch6 , aA in jedem ihrer Posten den Factor 2 enthalten, 
(ey 
oy +- 


auch 

eine ganze und ganzzahlige Function sein wird. Um nachzuweisen, 
dass diese Eigenschaft allen Differentialquotienten zukommt, werde 
angenommen, dass die Ausdriicke 


fy (yy OF Yes ye) | 
‘ Gy. Sr Bg) A GY aa 
ganze und — Functionen seien; dann wird, wenn die Glei- 
chung (7) mit (26 rye multiplicirt und 
x —= 29 —2— [m, + 3m, + 5m, +--+ (Ze — 3) mea] 


= 29 — 2 — [29 —n, — n, — nm, —--- — m1], 
oder 


x = (m+ M+ +++ + Mer) — 2 
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gesetzt wird, mit Benutzung der Gleichung my sich — 


orn ofym 
Q(x) DS aimtamat Gy) Ge + 3 


My, May ovry “o—17 


aching gaps e gurtet: “+%o—1 Ff 
ayer meh 7 (G5) i a 


29-3 y@—)) hae f\2e-1 a 
~{@ oa +¢ 3y) 
Da nun aber die durch das Symbol eingefiihrten Asad 


nm (m,—1) vce (m— a-+1) Grrbart bmi ¢ 
1:2---@ Oa * pytrhm tba he 7 





in welcher a jede ganze Zahl 0,1,...,, bedeuten darf, wie leicht 

durch Verschiebung von @! zu sehen, in jedem ihrer Posten durch 
14! (m, - ms + + ++ + M1)! 

theilbar sind, so wird jeder der Posten der in (8) stehenden Summe 

den numerischen Factor 


(Me + MF * My)! 
Ng! Ng!++- M_.! 
besitzen, welcher bekanntlich eine ganze Zahl ist, und da die eckigen 
Kiammern der Voraussetzung gemiiss ganzzahlige numerische Factoren 
besitzen, so erhalten wir den Satz: 

dass fiir jede durch die algebraische Gleichung f(x, y) = 0 definirte 

algebraische Function der Ausdruck 
( ef. 2@—1 y 
oy e! 
eine ganzzahlige, in x,y und den Coefficienten der Gleichung ganze 
Function ist. 

Hieraus kann man den von Hisenstein in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie (Juli 1852) aufgestellten wichtigen Satz von 
der Eigenschaft der Potenzentwicklung algebraischer Functionen, den 
Heine im 48'" Bande des Crelle’schen Journals und Hermite im 
7’. Bande der Proceedings of the London Mathematical Society (1876) 
bewiesen haben, leicht herleiten. 


Heidelberg, im Mai 1886. 











Ueber die rollende Bewegung eines Kérpers auf einer gegebenen 
Horizontalebene unter dem Einfluss der Schwere. 


(Aus den Ber. der Kgl. Siichs. Ges. d. Wiss. October 1885.) 
Von 


C, Neumann in Leipzig. 


Es sei gegeben ein starrer Kérper von iiberall convexer Oberfliche, 
wie z. B. eine Kugel oder ein Ellipsoid. Dieser Kérper mag, unter 
dem Einfluss der Schwere, in Bewegung begriffen sein auf einer festen 
Horizontalebene, der Art, dass er mit dieser Ebene bestiindig -in Con- 
tact bleibt. Wiahrend dieser Bewegung werden alsdann im Allgemeinen 
von Augenblick zu Augenblick andere und andere Oberflichenpunkte 
des Kérpers mit der Horizontalebene in Contact kommen; doch wird 
vielleicht auch der Fall eintreten kénnen, dass ein und derselbe Ober- 
flichenpunkt lingere Zeit hindurch mit jener Ebene in Contact 
verharrt. 

Sind ¢— dt, ¢, ¢-+- dé drei aufeinander folgende Zeitaugenblicke, 
und betrachtet man dasjenige Oberflichen-Molekiil A, welches zur 
Zeit ¢ mit der Horizontalebene in Contact ist, so wird dasselbe zur 
Zeit ¢— dt entweder oberhalb oder in dieser Ebene sich befunden 
haben, und zur Zeit ¢ + dt von Neuem oberhalb oder in dieser Ebene 
gelegen sein. Die vertikal nach Oben gerichtete Geschwindigkeits- 
componente des Molekiils A wird daher kurz vor dem Augenblick ¢ 

negativ oder Null, 
und kurz nach dem Augenblick ¢ 

positiv oder Null 
sein, Hieraus aber folgt (weil die Bewegung, ihrer Natur nach, eine 
continuirliche sein muss), dass die genannte Componente im Augen- 
blick ¢ nothwendig = 0 ist. 

Das Oberfliichen - Molekiil A kann daher in dem Augenblick ¢, wo 
es die Horizontalebene beriihrt, nur noch eine horizontale Geschwindig- 
keit, also nur noch eine lings dieser Ebene hingleitende Bewegung 
besitzen. Diese horizontale Geschwindigkeit des Molekiils A wird aber 
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ebenfalls — 0 sein, sobald man annimmt, dass gleitende Be- 
wegungen, in Folge einer gewissen zwischen Kirper und Horizontalebene 
stattfindenden Reibung niemals eintreten kinnen. 

Diese Annahme wollen wir in der That machen. Alsdann wird 
also das Molekiil A in dem Augenblick, wo es die Horizontalebene 
beriihrt, weder eine verticale, noch auch eine horizontale Geschwindig- 
keitscomponente besitzen, folglich in Ruhe sein. Die Bewegung des 
Kérpers selbst besteht daher in diesem Augenblick in einer Drehung 
um irgend welche durch A gehende Axe. Auch bedarf es kaum noch 
der Bemerkung, dass diese instantane Drehungsaze im Allgemeinen 
schrage liegen wird, dass sie nur ausnahmsweise vertical oder vielleicht 
auch horizontal sein kann. 

Wenn in der Ueberschrift dieses Aufsatzes von einer rollenden 
Bewegung des Kérpers die Rede ist, so soll dadurch angedeutet sein, 
dass zwischen dem Kérper und der Horizontalebene eine gewisse 
Reibung stattfindet, und dass in Folge dieser Reibung das Kin- 
treten irgend welcher gleitenden Bewegung als absolut wnmdglich zu 
denken ist. 


§ 1. 
Die anzuwendenden Coordinaten. 


Es seien 1, 2,3 die durch den Schwerpunkt o des Kérpers gehen- 
den Haupttrigheitsawen. Ferner sei A ein beliebiger Punkt auf der 
Kérperoberfliche, und @ die in A auf dieser Oberfliiche errichtete 
innere Normale. Ueberdies mégen die Coordinaten von A und die 
Richtungscosinus von e in Bezug auf das Axensystem 1, 2, 3 mit 
A,, A,, A; und @,, @, a, bezeichnet sein. 

Denkt man sich die Lage des Punktes A auf der Kérperoberfliche 
durch seine (Gauss’schen) Flichencoordinaten p, q bestimmt, so sind 
A,, A,, A, und @,, &, @, Funetionen von p, q: 


A, =F (p,q); a, =f,(p, 9), 
(1) A, = F,(p, 4); & =f, (Pp, 9), 
A, = F; (p,q), a, = /;(p, q). 


Und zwar werden diese Functionen villig bestimmte, gegebene Func- 
tionen sein. Denn wir nehmen an, dass der Korper selbst in be- 
stimmter Weise gegeben ist, und dass iiberdies auch das System der 
Flichencoordinaten p,q und die Richtungen der Trigheitsaxen 1, 2, 3 
in bestimmter Weise festgesetzt sind. 

Ist der Kérper eine homogene Kugel, also sein Schwerpunkt o iden- 


tisch mit dem Kugelcentrum, so werden als Axen 1, 2, 3 irgend drei auf- 
einander senkrechte Kugelradien zu wiihlen sein. In diesem Fall kann man 
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zu Flach dinaten p,q die gewdhnlichen Polarcoordinaten nehmen, 
indem man etwa unter p den Winkel des nach A gehenden Radius o A 
gegen die Axe 1, ferner unter gq den Winkel der Ebene 16A gegen die 
Ebene 162 versteht. Alsdann erhalten die Formeln (1) die Gestalt: 


A, = Roos p, a, = — cosp, 
A, = R sin pcos q, a, = — sin pcos q, 
A, = Rain p sin q, a, = — sin p sin q, 


wo R den Kugelradius vorstellt. 


Aus (1) folgt sofort, dass a a, . proportional sind mit 
den Richtungscosinus einer die Kérperoberfliiche im Punkte A(A,,A,, As) 
tangirenden geraden Linie. Demgemiiss ergiebt sich: 


0A A 
(2a) a, St + cry SA + a, S42 — 0, 
Desgleichen erhalt man: 
6 0A OA 6A 
(2b) @1 Fg + 2 Ge + Ge = 0. 
Hieraus folgt weiter: 
(2c) a, (+ ap +o dq) + a, * dp +". cA —* 74) 


a(t dp + 7 dq) =0, 





oder einfacher geschrieben: 

(2d) a,dA, + a,dA, + a,dA, = 0. 

Dabei reprasentiren dp, dq beliebig zu wihlende unendlich kleine 
Zuwiichse. 

Ausser dem mit dem Kérper verbundenen und mit ihm sich be- 
wegenden Axensystem 1, 2, 3 mag noch ein zweites, und zwar wn- 
bewegliches Axensystem x, y, 2 eingefiihrt sein. Die yz-Ebene mag 
zusammenfallen mit der gegebenen Horizontalebene, und die x-Axe 
vertical nach Oben gerichtet sein. Markirt man nun auf der Korper- 
oberfliche irgend einen Punkt (p,q), ferner auf der Horizontalebene 
irgend einen Punkt (y, 2), und verlangt man, dass diese beiden Punkte 
mit einander zusammenfallen sollen, und dass daselbst zwischen Kérper- 
und Horizontalebene Beriihrung stattfinden solle, dass mithin die in 
(p, q) auf der Kérperoberfliche errichtete innere Normale « parallel 
sein solle mit der w-Axe, — so wird hierdurch die Position des 
Kérpers bestimmt sein, bis auf eine noch migliche Rotation um die 
Normale «. Zur vollstindigen Positionsbestimmung wird daher, ausser 


der Angabe von p,q, ¥y, 2, noch die Angabe irgend eines /fiinften 
Argumentes erforderlich sein. 
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Ein solches fiinftes Argument bietet sich nicht gut dar. Gewisser- 
massen als Surrogat fiir dasselbe werden wir im Folgenden ein (noch 
niher anzugebendes) unvollstindiges Differential d® oder vielmehr den 


zugehorigen unvolistiindigen Differentialquotienten S° einfihren, und 


zwar der Art, dass dieses sh nichts Anderes ist als die augenblick- 


liche Winkelgeschwindigkeit des Kérpers um die Normale a, Dem- 


gemiiss wird z. B. die lebendige Kraft T des Koérpers nur abhingen 


d d d® 
von p, q; aa <t und ar? 


d d d® 

(3) T=T(p, 4, 4, St, TS) 
wie solches im dritten Paragraphen niher dargelegt werden soll. 

Was ferner die von der Schwere herriihrende Krtiftefunction U 
betrifft, so ist offenbar: 
(4) U = — Mga, 
wo g die Intensitaét der Schwere, M die Masse des Kérpers, und 2 
die «- Coordinate des Kérperschwerpunktes 6 vorstellen. Man tiber- 
sieht sofort, dass x, durch Angabe desjenigen Oberfliichenpunktes 
(p, q), der augenblicklich mit der Horizontalebene in Berthrung sein 
soll, vollstiindig bestimmt ist. Demgemiiss kann also z,, mithin auch 
U, nur von p, q abhiingen: 
(5) U=U(p, 9). 

Uebrigens ist diese Function U(p,q) sofort angebbar. Man er- 
hilt naémlich xv, = — (A,a, + A,a, + A,a@,), also auch (4): 
(5a) U = Mg(A,a, + A,@, + Aas), 
wo A,, A,, A, und a, a, a die in (1) genannten gegebenen Func- 
tionen von p, q vorstellen. 


§ 2. 
Allgemeine Formeln fiir die Bewegung des Korpers. 
Betrachtet man irgend ein Molekiil m des in Bewegung be- 
griffenen Koérpers, und bezeichnet man seine Coordinaten nach den 


Axen 1, 2, 3 und a, y, 2 mit 1,, 1,, 1, und 2, y, 2, so finden die 
Relationen statt: 


& = Lo + Hl, + al, + ayy, 
(6) Y = Yo + Bil, + Bol, + yl, 

= ho +L + Mb + Yh, 
WO 2, Yo, 4 die Coordinaten des Schwerpunkts o bezeichnen, wah- 
rend die a, B, y die Richtungscosinus der Trigheitsaxen 1, 2, 3 


Ir eer narnanta na  Praste area 


ee ae 


Rian TS AO 





482 C. Neumann. 


gegen die festen Axen wz, y, 2 vorstellen. Dabei haben alsdann 
@,, @, @, genau dieselbe Bedeutung wie friiher in (1). Denn die 
Richtung der «- Axe und die Richtung der im augenblicklichen Contact- 
punkt A errichteten inneren Oberfléchennormale @ sind unter einander 
identisch. Aus (6) ergeben sich durch Differentiation nach der Zeit 
die Formeln: 


v=o + a1, + a,'l, + a, '1,, 


y = etc. 
oder, was dasselbe ist, die Formeln: 
uU= Ug + al, + @,'l, + a, l,, 
(7) v=o + Bl, + Bl, + B; h,, 
W= Wot M1 + 72h, + 75 1s, 
Wo u,v, W und Ug, Vs, Ws die Geschwindigkeiten von m und 6 


vorstellen, wiihrend die Accente Differentiationen nach der Zeit an- 
deuten. 

Bringt man die Formeln (6), (7) nicht auf ein belicbiges Korper- 
molekiil m(I,,2,,/,), sondern speciell auf dasjenige Molekiil A(A,,A,,A,) 
in Anwendung, welches augenblicklich die Contactstelle repriisentirt, 
so ergeben sich fiir die Coordinaten 24, ys, 24 und die Geschwindigkeits- 
componenten u4, v4, Wa dieses Molekiils folgende Ausdriicke: 


Wa = Lg + a, A, + a, A, + @, Ay, 
(8) [vant lt Bo + Pos 
#4 = 8 + 7, A, + 22 A, + ¥345; 
Us = Ug + ,'A, +a, A, +a,’ A,, 
(9) V4 = Ug + B, A, +B,’ A, +8, As, 
Wa=We + 9; A, +72 A, +75 Ay. 





Diese Formeln mégen sich auf den Augenblick ¢ beziehen. Im 
nichstfolgenden Augenblick ¢ + dt hat der Korper bereits eine etwas 
andere Lage. Statt des Oberfliichenmolekiils (A,, A,, A,) wird als- 
dann bereits ein benachbartes Oberflichenmolekiil (A,-+-dA,, A,+dA,, 
A, + dA;) mit der Horizontalebene in Contact getreten sein. Auch 
werden alsdann die 25, Yo, 2, und a@, B, y bereits etwas andere Werthe: 
Lo + dio, Yot aya, 26 + dz, und a+da, B+dp, y+dy an- 
genommen haben. Bezeichnet man also die Coordinaten der Contact- 
stelle in diesem zweiten Augenblick ¢ + dé mit 24+ 024, ya + Oya, 
Za +024, so ergiebt sich aus (8): 


0%4=(d%o+A,da,+A,da,+A, da,)+(a,dA,+ a,dA,+ «,dA,), 
(10)) dy4—=(dys +A, dB,+A,dB,+A,d B;)+ (B, dA,+ B,dA,+ B,dA;), 
024 =(dz,4+A,dy,+A,dy,+A,dy;)+(y,dA,+7,dA,+ 7, dA)» 
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wobei zu bemerken ist, dass 
(10a) 0x4 = () 
sein muss, weil die Contactstelle stets auf der yz- Ebene liegt. Beachtet 
man nun aber, dass nicht nur dz, = 0, sondern [zufolge (2d)] auch 
a, dA, + a,dA,-+ a,dA, = 0 ist, so reducirt sich die erste der 
Formeln (10) auf: 
dig + A,da, + A,da, + A,da, = 0. 
Hieraus folgt, falls man durch dé dividirt: 
Ug + A, a,’ + A,a@,' + Aza,’ = 0, 
also nach (9): 
(11) us = 0. 
Diese Gleichung (11) sagt aus, dass die Geschwindigkeit (w4, v4, wa) 
des an der Contactstelle befindlichen Molekiils horizontal ist. Hine 
horizontale Geschwindigkeit kann aber dieses Molekiil, weil gleitende 
Bewegungen (nach unserer Voraussetzung) unmdglich sind, niemals 
besitzen. Folglich wird dieses Molekiil augenblicklich in Ruhe sein, 
within den Formeln entsprechen: 
(12) tw4=0, ws4=0, ws=0; 
wie solches bereits friiher (S. 479) auf etwas einfachere Weise con- 
statirt wurde. 
Die Gleichungen (12) erhalten, falls man fiir w4, v4, wa ihre 
Werthe (9) substituirt, folgende Gestalt: 
Us + a, A, + @,’ A, + a,’ A, = 0, 
(13) Vo + B,' A, + B,' A, + B, A; = 0, 
We + 7; Ay + ¥2' A, + ¥3 A; = 0. 
Hierdurch reduciren sich die Formeln (10), (10a) auf: 
0 = 0%, = a,dA, + a, dA, + a,dAy,, 
(14) Oys = Bd A, + B,dA, + Bd A,, 
O24 = 7,dA, + 7,dA, + 73045; 
und hieraus folgt z. B.: 


(14a) (Oya)? + (O24)? = V(dA,)? + (dA,)? + (CAS)? 
eine Formel, die @ priori zu erwarten stand. Denn beide Seiten der 
Formel repriisentiren die Verriickung der Contactstelle wiihrend der 
Zeit dt, nur mit dem Unterschiede, dass diese Verriickung das eine 
Mal auf der Horizontalebene, das andere Mal auf der Kérperoberfliiche 
gemessen ist. 

Es erscheint angemessen, hier noch einige Bemerkungen zuzufiigen 
hinsichtlich der Richtungscosinus «, B, y. — Wir setzen voraus, dass 
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die Axensysteme x, y, ¢ und 1, 2, 3 beide positiv sind. Alsdann ist 
bekanntlich : 





@, & as 
(15) B 1 By B, =1, 
%1 Yo Ys 





und folglich: 


&, = B,¥3— Bs 72; a= B,7, — B, Ys, a, = B,7,—B,7;, 
(16) | By = 72%; — 73%, Jenne —7%1% 3; lam Oa — 72% » 
71=%,B;— a; B,, Y2= a; B, — a, Bs, ¥3 =e, B,— a, B,, 
Wir wollen ferner unter dQ,, dQ,, dQ, und Q,’, Q,’, Q,’ folgende 
unvollstdndige Differentiale und wnvollstindige Differentialquotienten 
verstehen : 


AQ, =a, da,+B,dB,+73dy,, (2, =a, ay + Bs By +7372’, 
dQ, =a, da,+B,dB,+7,d7z, Qe ar, ,’ +B, Bs +71 75's 
AQ,—=a,da,+B,dB,+y,dy,, |Q) =a, a,’+B, By +7271. 
Alsdann ist z. B.: 


a, oy’ + BB +17, =9, 
a, ty’ + B, By + 727)’ = Q5, 
a, 0," + BsBy + 737) = — Q,. 
Multiplicirt man diese drei Gleichungen mit «@,, @,, «, oder mit 
B;, B., B, oder mit y,, y,, v3, und addirt jedesmal, so erhilt man 
die erste Colonne des folgenden Formelsystems: 
ty =, 2,’ — 4,25, (ay == a, 2, — a, Q,’, 
(18) ee Q;' —B; Q,'; B,’ = 6,2,’ —B, Qs’, lime Q," — B, Qy’, 
Yi =%2 23 — 732’, Lye = 321 — 7125, Ls) = 7,2 — 72 Q's 
dessen zweite und dritte Colonne sich in analoger Weise ergeben. 
Aus diesen Formeln (18) folgt durch Quadraterhebung resp. durch 
Multiplication sofort: 
( ae’? + By? + 7)? = Q,? + Q,?, 
Oty’? + By? + yy? = Q,? + Q,?, 
ay"? + By? + 73? = Q,? + Q,”, 
ty’ ts’ + Bo B; +72 Y3 =—Qz Qs, 
oes ay’ + B,' By + 3 ¥, =— Q;'Q), 
04" thy’ + By’ By’ 4’ Y2 = — QQ,’ 





(17) 








’ , , 
a, = a, 23’ — a, Q,', 





(19) 4 





Multiplicirt man ferner die erste Horizontale des Formelsystems (16) 
mit 2’, Q,’, 2,’ und addirt, so erhailt man: 
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Oty Qj" Oty Ny’ + 4, 2p" — By (YQ Qy’ — Y3 Qo’) + Bo(¥32y’ — 7,251) 
+ Bs (7, 22° — 722’), 
also mit Riicksicht auf die letzte Horizontale des Systems (18) 
= Bi) + Bove + Bs7s- 
In dieser und &hnlicher Weise erhilt man im Ganzen folgende drei 
Formeln: 


a, Qj) + a, Qj’ + a, Qs’ = B, "1+ By 72 + B37; 
(20) B, 21° + By Qo" + Bg Qy’ = Y, 4" + 9M’ + 7903; 
¥12y' + 7,24 + 7323 = a By + a8,’ + 0 B,’. 


§ 3. 
Berechnung der lebendigen Kraft. 
Hilt man fest an den im vorhergehenden Paragraph eingefiihrten 


Bezeichnungen, so ergiebt sich fiir die lebendige Kraft T des Korpers 
die Formel: 


2T = Dm(u? + v? + w’). 
Diese Formel kann, falls man fiir w, v, w die Werthe (7) substituirt, 
und dabei die bekannten Relationen 
zm=—M, Zml, = Zml, = mil, — 0, 
Zml,l, = Sml,l, = Dml, 1, = 0 
beachtet, auch so geschrieben werden: 
2T = (te? + 00? + Wo") M + (a,? + By? + 9,7) Zml,? 
+ (a? + By? + 72?) Zml,? 
+ (a? + Bs? + 737) 2mil,?, 
also mit Riicksicht auf (19) auch so: 
2T = (tle? + 6? + we’) M + (2, + Q,") Smil,? 
+ (Q,? + Q,?) Smi,? + (2? + Q?) Bmi,?, 
oder, was dasselbe ist, auch so: 
(21) 27 = M(t? + v6" + wa?) + M, 2,? + M,Q,? + M,Q,”, 
wo die Gréssen 
(22) M, = 2m(I,? + 1,2), M, = Zm/(l,? + 1,7), M, = Zm(l,? + 1,”) 
die den Axen 1, 2, 3 entsprechenden Haupttrdgheitsmomente des 
Korpers bezeichnen, wihrend M seine Masse vorstellt. 
Nun ist nach (13): 
— Ug = a, A, + a,’ A, + a; A;, 
— Ug = B, A, + B, A, + B;'A,, 
—"We = 7; A, + 72 A, + 73 As; 
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also mit Riicksicht auf (19): 
Ug? +09" + We” = (2,? + 2,7) A,?-+ (Q;?-4+Q,") A,? + (Q,?-+4+Q,") A;? 
— 22,2,’ A,.A; —2Q,'Q)' A; A, —22,'2,' A, Ay, 
oder, was dasselbe ist: 
Ua? + Ug? + We” = (A,? + A,? + A,?) (2? 4+ Q,? + Q,?) 
— (A, Qy° + A, 2," + As 2y')?- 

Dies in (21) substituirt, ergiebt sich: 
(23) 2T=M(A,?+A,?+ A,’) (2?7-+2.?+ Q,) 

— M(A, 2,’ + A, 2,’ + A; 25’? + M, 2,? + M,Q,? + M;2;”. 


Es handelt sich darum, diesen Ausdruck der lebendigen Kraft auf die 
in (3) genannte Form zu bringen. Und hiezu wird, weil A,, A,, A, 
[vg]. (1)] gegebene Functionen von p, qg sind, nur noch erforderlich 


sein, zu zeigen, dass Q,’, Q,’, Q,’ ausdriickbar sind durch p, q, ., 
a, -. wobei allerdings das = seine Definition noch erst er- 
wartet. Um nun den Ausdruck (23) in jene in (3) genannte Form 
zu versetzen , beginnen wir mit folgenden einfachen Betrachtungen. 

Fiir jedwedes Zeitelement dé sind dQ,, dQ,, dQ, definirt durch 
die Formeln (17). Wir wollen nun irgendwo im Raume ein Linien- 
element dQ uns vorstellen, welches seiner Richtung und Kéinge nach 
den Formeln entspricht: 


dQ, = dQ cos (dQ, 1), 
24) dQ, = dQ cos (dQ, 2), 
dQ, = dQ cos (dQ, 3). 


Dabei sollen 1, 2,3 die Richtungen der Haupttriigheitsaxen zur Zeit /, 
d. i, zu Anfang des Zeitelementes dt vorstellen. Demgemiiss werden 
alsdann dQ, , dQ,, dQ, die Componenten des Linienelementes dQ nach 
jenen Richtungen 1, 2, 3, zu nennen sein. 

Ueberdies wollen wir, ausser den Axensystemen 1, 2, 3 und 
“, Y, 2, noch ein drittes positives rechtwinkliges Axensystem f, g, h 
von vorliiufig beliebiger Lage einfiihren. Dabei mégen, der Bequem- 
lichkeit halber, alle in Betracht kommenden Richtungen: dQ, 1, 2, 3, 
£,Y, 2, f, 9, h von ein und demselben Raumpunkt ausgehend gedacht 
werden. Um diesen Punkt, als Centrum, sei eine Kugelfliiche vom 
Radius Eins beschrieben; sodass also die genannten zehn Richtungen 
durch ebenso viele Punkte auf dieser Kugelfliche angedeutet werden 
kénnen. 

Bezeichnet man die Componenten des Linienelementes dQ nach 
den Axen f, g, h mit dQ;, dQ,, dQ,, so ist offenbar: 
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AQ, = f,dQ, + g,dQ, + hy AQ, 
(25) AQ, = fydQy + g,dQ, + hy dQ, 
AQ, = f,dQy + gydQ, + hs AQ, 


wo f;, fo, fy die Richtungscosinus der Axe f in Bezug auf 1, 2, 3 
vorstellen, und 9,, g., g, und h,, h,, h, die analogen Bedeutungen 
haben fiir die Axen g und h. Disponirt man jetzt iiber die Lage des 
neuen Systems f,g, % in solcher Weise, dass die f- Axe mit der 2- Axe 
zusammenfiallt, und dass ferner das Linienelement dQ in die xg-Ebene 
fallt, so gewinnt unsere auf der Kugelfliiche gedachte Figur folgendes 
Aussehen : 


wf) 
v4 / 
re \ 
: / 
@) a 
Ni | ! 
‘. ni Zz 
7— 


Hier ist z. B. unter dQ derjenige Punkt der Kugelfliche zu verstehen, 
durch welchen die Richtung des Linienelements dQ dargestellt wird. 
Bezeichnet man also die Componenten des Linienelementes dQ 
nach den gegenwéirtigen, in (26) angegebenen Axen 2, g, h mit dq, 
dQ, dH, so wird dH = 0 sein, weil die h-Axe senkrecht gegen die 
«2g-Ebene, mithin auch senkrecht gegen dQ ist. Demgemiiss nehmen 
die Formeln (25) gegenwiirtig die Gestalt an: 
dQ, = a, dd + 9,d0, 
(27) | dQ, = a,dd + g,dO, 
dQ, = a,dd + g,d0, 
WO @,, @, @, (ebenso wie friiher) die Richtungscosinus der x- Axe in 
Bezug auf 1, 2, 3 vorstellen. Aus (27) folgt sofort: 
a, dQ, + a,dQ, + a,dQ, —d, 
9,42, + g,dQ, + dQ, = dO, 
h,dQ, + h,dQ, + h,dQ, = 0; 
und die erste dieser Formeln (28) gewinnt mit Riicksicht auf (20) die 
Gestalt : 


(29) dd = B, dy, + B,dy, + Bsd7;. . 
Dies ist die Definition des einzufiihrenden Differentials d®, von 
welchem bereits in (3) die Rede war. , 


(28) 
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Die h-Axe steht senkrecht gegen x und dQ [vgl. (26)]. Somit 

ergiebt sich: 

hy @, + hyo, + hyo, = 0, 

h, dQ, + h,dQ, + hgdQ, = 0, 
folglich: 
hy thy:hg = (@,dQ, — a,dQ.): (3d Q, —a, dQ.) : (a, dQ, —a,dQ,), 

also mit Riicksicht auf die erste Horizontale des Systems (18): 

h, 3 ha : hy = a, : @,' : Ge; 


folglich : 
(30) h, =“, hy =, hy , Wo A?=a,? + a, + a,” 


Da nun ferner das Axensystem 2x, g, h positiv und rechtwinklig sein 
soll, so ist [(vgl. die analogen Formeln (15), (16)]: 








@, G, Gs 
nn 9 9% \=1, 
hy hy hs | 


und: 
9 = hye — hgty, go = hga, — hya,, g, = ha, — hye. 
Hieraus folgt, falls man fiir h,, h,, h, die Werthe (30) einsetzt: 


(31) gy SHOE, gy me UE MHL g, am a — Ste 


Hieraus folgt weiter: 


2) + G22) + 952s’ = * [exy' (at, 2,’ — a, 24°) ++ ax,’ (ete.) 
+ a,’ (ete.)], 
also mit Riicksicht auf (18): 


1 , , , , ’ , 
aaty [ary aey” yy’ + ay aes'], 
also mit Riicksicht auf die in (30) angegebene Bedeutung von A: 
9:21 + G.2y + g;2; = 4, 
also mit Hinblick auf die zweite der Formeln (28): 


dQ ‘ , 
(32) a= 4, ai O—A. 

Substituirt man jetzt diesen Werth von A in den Formeln (30), 
(31), so erhalt man: 


(33) h, = $2, hy = St, hy SO 


8’ a0” d®’ 


0 ty — ada a, da, — a,da Oy dey — a, dee 
(34) 9 =“ 2, Ee, 9,;= — Se 2 
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Hierdurch aber gewinnen die Formeln (27) die Gestalt: 
dQ, = a,d® + a,da, — a,da,, 


woraus z. B. folgt: 


(36) (dQ)? + (dQ)? + (dQy)? = (Ab)? + (da)? + (da)? + (da,). 
Durch (35), (36) erhilt schliesslich der in (23) fiir die lebendige 
Kraft 7 aufgestellte Ausdruck folgende Gestalt: 


on) arm mmc As +A (Ge) + Cae) + Gey + CY] 
— ml A, (« + aie ney. | 
—¢ [M, («, = + stn SONS, |: 


wobei unter dm das in (29) angegebene unvollstiindige Differential zu 
verstehen ist: 


(37a) d® = B, dy, + B,dy, + Bayz. 

Nun sind A,, A,, A, «@,, &, @ [vgl. (1)] gegebene Functionen von 
p, q. Demgemédss hat der Ausdruck (37) in der That die in (3) an- 
gegebene Beschaffenheit. 








§ 4. 
Die dynamischen Differentialgleichungen. 
Nach Constatirung der Formeln (3), (5): 


‘ d d do 
(38) T=T(p, qd, > tt ar) 
U=U(p,q); 


handelt es sich nun darum, die dynamischen Differentialgleichungen eu 
bilden, auf Grund des Hamilton-Jacobi’schen Princips: 

(39) df(T+U)dt=0 ai. f[a(7+ U)] dt=0. 
Schwierigkeiten sind dabei nur insofern zu iiberwinden, als d® ein 
unvollstindiges Differential ist, mithin dd® wesentlich verschieden ist 
von dd. Um die gegenseitige Beziehung zwischen dd® und dd® 
zu ermitteln, werden wir, ausser d® selber, gleichzeitig noch andere, 
ebenfalls wnvollstindige Differentiale in Betracht zu ziehen haben, 
nimlich dQ, dQ,, dQ,!, dQ,. Zwischen diesen und d® finden nach 
(27) die Relationen statt: 


dQ,—=a,dd+9,d0, 62, —=a,d0+ 9,00, 
(40) (dQ, —=a,d>+ 9,d0, mithin ist auch }dQ,—a,00+ 9,00, 
dQ,=—a,d%+9,d0, 6Q, =a, dD-+-g, 00. 
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Unterwirft man nun das dQ,, welches [nach seiner urspriinglichen 
Definition (17)] die Bedeutung hat: 


(@) dQ, = ada, + B,dp, + 7,472, 
der Operation 3, so ergiebt sich: 
(6) JdQ, = (a, dda, + B,ddB, + y,ddy,) 


+ (da,da, + 0B,dp, + dy,dy,.). 
Nach den beiden letzten Colonnen des Systems (18) ist aber (falls 
man in der einen d mit @ vertauscht): 


pega ts, — a,dQ;, oda Q, — a,0Q,, 
dB, = B,dQ,— B,dQ;, und 0B, = B, dQ, — B,0Q,, 
dy, = y3dQ, — 7, 4Q,, Cy, = 7,92, — 7,0Q,; 
woraus durch Multiplication folgt: . 
da, da, + dB,dB, + dy, dy, = — dQ,0Q,; 
so dass also die Formel (8) die einfachere Gestalt erhilt: 
(y) ddQ, = (a, dda, + B,ddB, + y,ddy) — dQ, dQ,. 


Subtrahirt man von dieser Formel diejen‘ge, welche aus ihr durch 
Vertauschung der Operationen d und d entsteht, so erhiilt man sofort: 


(d,) JdQ, — ddQ, = dQ, dQ, — dQ,dQ,. 
Ebenso ergiebt sich: 

(8,) 0dQ, — ddQ, = dQ, IQ, — dQ, dQ, 
(0) dQ, — ddQ, = dQ, AQ, — dQ, dQ,. 


Substituirt man jetzt in (0,) fiir dQ,, dQ,, dQ, und 0Q,, AQ,, dQ, 
die Werthe (40), so ergiebt sich: 
8 (a, dd-+49,d0) — d(a,00-+-9,80) = («d&+9,d0) («,00-+49, 30) 
— (a,d-+-9,d®) (a,8-+ 9,08), 

oder, was dasselbe ist: 
(e,) a, (ddd — dd) + g,(0dO — dd0) + 

+ (da,do — da,d%) + (d9,d0 — dg, d0) = 

= (ag, — &9,) (dddO — dOd). 
Ebenso wie diese Formel (¢,) aus (0,) entstanden ist, ebenso entstehen 
analoge Formeln (¢,) und (é,) aus (0,) und (@;). Auch iibersieht man 
sofort, dass die Formeln (¢,), (€), (&) in einfacher Beziehung zu 
einander stehen, niamlich in einander iibergehen durch cyklische Pro- 


gression der Indices 1, 2, 3. Maultiplicirt man daher die Formeln 
(é,), (&), (&) respective mit @,, @, @,, und addirt, so erhiilt man 


(8) ddd — ddM + (a,09, + a,09, + @,89,) dO 
— (a, dg, + a, dg, + a,dg;) 80 = 0. 
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Nach (26) ist «9, + ag, + ag, = 0, mithin: 


a,dg, + a,dg, + a,dg, = — (g,da, + g,da, + g,das). 
Das hier auf der rechten Seite stehende Trinom ist aber —0, weil 
da,, da,, da, [vgl. (33)] mit h,, h,, hy proportional sind, und die 
beiden Axen g und h zu einander senkrecht stehen. Demgemiiss 


wird also: 
a, dg, + adg, + a dg, = 0, 
wodurch die Forthel (£) die einfachere Gestalt erhilt: 
(n) ddd — dd + (a, 8g, + a, 9g, + #995) dO = 0. 
Hieraus aber folgt sofort: 
(8) ddd — ddd = (9, da, + g,8a, + g,9a;) dO, 
oder, mit Riicksicht auf (34): 
(t) ddd — ddd = (a, da, — a,da,) da, + (a, da, — a,da,) da, 
+ (a, da, — a,da,) day. 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine Determinante, und kann 


(falls man jede Determinante durch Niederschrift ihrer ersten Hori- 
zontalreihe andeutet) folgendermassen dargestellt werden: 


| Da,, da,, aw |, 
oder, weil @,, a, a [vgl. (1)] gegebene Functionen von p, q sind, 
auch so: 
Oey 
op 
oder, was dasselbe ist, auch so: 


oe, S, a|-(Opdq — dadp). 


Opt i oa, Gp apt Fede, a| 


. “Op? “04q 
Die Formel (¢) gewinnt daher folgende Gestalt: 
(41) ddd = ddd + S(dpdq — dpdgq), 
wo der Factor S die Bedeutung hat: 
Oa, Oa, | 
“ “op oa 
(41a) Sala, Se |, 
Oa, Oa, 
“% “Gp 0a 








und wo also S [ebenso wie @,, a, a, vgl. (1)} eine gegebene Function 
von p, q vorstellt. 

Nachdem in dieser Weise die gegenseitige Beziehung zwischen 
dd® und dd® zu Tage gefodrdert ist, kehren wir zuriick zu den zu 
Anfang dieses Paragraphen genannten Formeln (38), (39). Aus (38) 
folgt sofort: 


33° 
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(42) (7+ U)=— arte dp + as U) yy 


+8 p+ a8 o+ i 


wo die Accente Differentialquotienten nach der Zeit andeuten. Nun 
ist ohne Weiteres: 


’ d d(dép) 
(«) dp = + re oP , 

rg 44 _ (89) 
(B) dg = 0-7  - 


hingegen nach (41): 

, l 
(ya = 8 FP = ACP) + 8 (St op — 2 aq). 
Diese Werthe (ca), (8), (y) in 8) substituirt, erhalt man: 

















T dé T as : ge 
+2 wy 22 tap 4 209) 


Liisst man aber diesen Werth von 0(Z7'+ U) eintreten in die Formel 
(39) des Hamilton -Jacobi'schen Princips, so gelangt man in bekannter 
Weise zu folgenden vermeagag? 


s+ 8) sa: 2 
—" 3 ie t ap’ 
mi. U oT ad of 
(44) ako 5, Sp = a5 Gg 
ad oT 
O— at 30" 
Aus der letzten Formel folgt sofort 
a = Const. = C. 
Und hierdurch gewinnen die Gleichungen (44) folgendes Aussehen: 
oT 
ao =O 
5 ea SE nw 
d aT  aT+U) _ : 
dt ag oq — OBy. 


Dies diirfte die einfachste Gestalt der hier aufeustellenden dynamischen 
Differentialgleichungen sein. Dabei ist zu beachten, dass C eine durch 
den Anfangszustand zu bestimmende Constante, S hingegen eine ge- 
gebene Function von p, q vorstellt [vgl. (41a)]. 








url 
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§ 5. 
Das Princip der lebendigen Kraft. 
Multiplicirt man die drei Gleichungen (44) respective mit p’, q’, 9, 
und addirt, so erhailt man: 
(T+U)., T+U0 
22D y 4 ESB gs 
ad oT , a Rs d oT 
=P) ao tl as +? aio” 
oder, was dasselbe ist: 
o(7 + U) ae. AS U) ae 
5 f+ q+ a p "+2 a + % - 
d ’ 
— a Gr? + ies eo 
Die linke Seite dieser Formel ist offenbar nichts Anderes, als der voll- 
stiindige Differentialquotient von (Z7-+ U) nach der Zeit. Anderer- 
seits ist das auf der rechten Seite in Parenthese gestellte Trinom 
identisch mit 27', wie sich sofort ergiebt, falls man nur beachtet, 
dass 7’ eine homogene Function zweiten Grades von p’, q’, %’ ist. 
Demgemiiss geht also die Formel tiber in: 
a(T+U) __ a(t). 





dt dt ’ 
woraus durch Integration sich ergiebt: 
(46) T— U= Const. = H; 


dies aber ist das Princip der lebendigen Kraft. 
Bemerkung. — Von dhnlicher Einfachheit wie die Formel (46) 
ist offenbar die erste der Formeln (45): 


(47) oe = Const. = C. 


Wir werden weiterhin zeigen, dass diese letztere Formel einen Flichen- 
satz reprisentirt, oder wenigstens einen Satz repriisentirt, der dem 
Flichensatz nahe verwandt ist. Einstweilen sei nur bemerkt, dass die 
doppelte lebendige Kraft [mach (23) und (27)] folgendermassen dar- 
stellbar ist: 
(48) 27 = M(A,? + A,? + A,”) (0? + 67) 
— M[(A, @, + Aa, + As @3)0' + (A,9,; + A.g2.+ A;9;)O} 
+ M, (a, + 9,0’)? M, (a, + 9,0’)? + Ms; (a3 +-9,8')?, 
dass mithin die linke Seite der Formel (47) den Werth besitzt: 


(49) 2h = M(A? + A? + 4,2) 
— M[(A,@, +A, @, + Ages) +(A, 9, +--+) O](A,e, +--+) 


+ (M, @,? + M, @,? + --+)@'-+(M, @ 9, +-+-)0’. 
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Der Uebergang von (48) zu (49) d. i. die Differentiation von 7 nach 
©’ ist véllig correct. [Man erkennt solches am Einfachsten, wenn 
man statt der soeben benutzten Formeln (27) die etwas umstindlicheren 
Formeln (35) anwendet, und dabei beachtet, dass a,, @,, @,, A,, A,, A, 
gegebene Functionen von p, g vorstellen.| 


§ 6. 
Die instantane Drehungsaxe. 


Substituirt man in den Formeln (7) fiir uo, vo, Wo die aus (13) 
sich ergebenden Werthe, so erhalt man sofort: 


w = a,"(1, — A,) + a, (1, — A,) + a, (1; — Ay), 
(50) v = B,'(l, — A,) + By (lL, — Az) + Bs (ly — Ay), 

w= yy (l, — Ay) + 92 (bp — Ay) + 75‘ (ly — Ay). 
Hier bezeichnen uw, v, w die Geschwindigkeitscomponenten eines ganz 
beliebigen Korpermolekiils m(l, , 1, 1,). Und gleichzeitig sind A,, A,, A, 
die (den Axen 1, 2, 3 entsprechenden) Coordinaten des augenblick- 
lichen Contactpunktes. 

Denkt man sich die Geschwindigkeit (w, v, w) des Molekiils 
m(l,, l, 13) in drei Componenten zerlegt nach den Axen 1, 2; 3, 
und diese Componenten mit »,, v,, ¥, bezeichnet, so ist offenbar z. B.: 

vy, = a,u+ Bo + y,0 
also nach (50): 
Wy (ot, Oh’ + By By 7 72’) (bp — Ae) + (oy 5+ B, Bs’ + 74 75°) (ls — As), 
also mit Riicksicht auf (17): 
v, = Q,'(1, — A;) — 2,'(l, — A,). Ebenso ergiebt sich: 
(51) } v, = (2, — A,) — 2,'(l; — As), 
vs = 2,'(1, — A,) — Q,'(l, — A)). 

Diese Formeln (51) zeigen von Neuem, dass dasjenige Molekiil m, 
welches an der Beriihrungsstelle sich befindet, dessen Coordinaten 
l,, l,, 1, also gleich A,, A,, A, sind, augenblicklich in Ruhe ist. Sie 
zeigen ferner aber auch, dass Gleiches von all’ denjenigen Molekiilen 
m gilt, deren Coordinaten 1,, 1,, 1, der Formel entsprechen: 


(52) l, —A,:1l, — A,:1, — A, = Q,' : Q,': Q,.. 
Diese augenblicklich ruhenden Molekiile bilden daher zusammen- 
genommen eine gerade Linie, — die instantane Drehungsaxe. Diese 


Axe geht, wie aus (52) ersichtlich, durch den Contactpunkt (A,, A,, A;), 
und ist gegen die Tragheitsaxen 1, 2,3 unter Winkeln geneigt, deren 
Cosinus proportional sind mit Q,’, Q,', Q,, d. i. mit dQ,, dQ,, dQ,. 
Das friiher von uns construirte Linienelement dQ [vergl. (24)] repri- 
sentirt daher die Richtung der instantanen Axe. 
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§ 7. 
Das horizontale Azimuth der instantanen Axe. 


Die im Contactpunkt errichtete, (der x-Axe parallele) Normale 
und die durch den Contactpunkt gehende instaniane Axe bilden zu- 
sammengenommen eine Verticalebene, die im Allgemeinen in Drehung 
begriffen sein wird. Es soll das Azimuth dieser Verticalebene gegen 
die feste Verticalebene xy mit A bezeichnet, und niaher untersucht 
werden. In der schon friiher (26) entworfenen Figur 


(53) 





ist offenbar 4 derjenige Winkel, unter welchem die beiden Axen y 
und g gegen einander geneigt sind. 

Aus dieser Figur ergiebt sich sofort: 
9, =6, cosd+y, sind, h,=—B,sina+-y, cosd, 
J2o= 8, cosa+y,sind, (54a) [b=— Raat rsa 
93 = B, cosA+ y, sind. h,=— B,sin4 +, cos, 
und hieraus durch Umkehrung: 


(54) 





6B, =g,cosA—h, sind, ¥,=9,sindA-+h, cosa, 
(55) | B,=g,cosA—h, sind, (55a) | Y.=g9,sind-+h,cosd, 
6B, =g,cosA—h, sind, 73 = 9, 8in4-+h, cos A, 
Durch Differentiation der Formeln (55a) folgt mit Riicksicht auf (55): 
dy, — B,dA = sin A- dg, + cosda-dh,, 
(56) [ar a sin A- dg, + cosa+dh,, 
dy, — B,d4 = sin A - dg, + cos A- dhs. 
Nunmehr folgt aus den Formeln (55) und (56) durch Multiplication: 


(B, dy, + Body, + Bydys) — da = (g,dh, + gdh, + ggdhs) cos* A 
— (hydg, + hydg, + hydgs) sin? A, 

also mit Riicksicht auf (37a): 

(57) dd — dd = gdh, + godh, + gyahs, 
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oder, falls man fiir g,, 9, 93, hy, hy, hy die Werthe (30), (31) sub- 
stituirt, nach leichter Reduction: 


, ” 
@, & 


di ad® 1 
(58) TH PK WNT 





, ” 
Gy & OG |; 








Gy & Gs; 
wo die Accente Differentiationen nach der Zeit vorstellen. Diese Formel 
zeigt, dass dA und d® keineswegs unter einander identisch sind. 

Der innere Grund dieser Nichtiibereinstimmung ist leicht angebbar. 
Es reprisentirt nimlich d®, wie aus (25), (26), (27) folgt, den Winkel, 
um welchen sich der starre Kérper wiihrend der Zeit dé um die x- Axe 
dreht. Hingegen repriisentirt dA den der Zeit dt entsprechenden 
Drehungswinkel der Ebene xg um jene Axe. Diese beiden Dinge, der 
starre Kérper und die Ebene xg, sind aber keineswegs starr mitein- 
ander verbunden, und werden also im Allgemeinen mit verschiedenen 
Geschwindigkeiten um die z-Axe sich drehen. 

Beiliufige Formeln. — Aus (31) folgt durch Multiplication 
mit da,, da,, da, und Addition: 


(a) gyda, + g,da, + g,da, = 0. 
In gleicher Weise folgt aus (30): 
(B) hyde, hyde, + hyday = “ts tes" 44 — Adt = dO; 


denn nach (32) ist Adit = dO. Fiigt man nun zu. diesen beiden 
Formeln (a), (8) noch die Gleichung (57) hinzu, so erhalt man 
folgendes Formelsystem : 


[he + gdh, + g,dh, = dd — dd, 





(59) h, da, + h,da, + h,da, = dO, 

a,dg, + a,dg, + a,dg, = 0. 
Andererseits folgt aus (55), (55a) durch Multiplication mit da,, 
da,, de,, und mit Riicksichtnahme auf (59): 


B,da, + B,da, + B,da, = — sind- dO, 
y,da, + y,da, + y,da, = + cosd- dO. 


Fiigt man hierzu noch die Gleichung (37a) hinzu, so erhiilt man 
folgendes Formelsystem: 


B, dy, + B.dy, + B,dy, = dO = dA, 
y,da, + y,da, + y,da, = cos4-dO = dB, 
a, dB, + a,dB, + a,dp, = sina. dQ = dT, 


wo die rechts beigefiigten dA, dB, dT als blosse Abbreviaturen dienen 
sollen fiir spitere Zwecke. 


(60) 











Th 
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§ 8. 
Ueber ein dem Flaichensatz verwandtes Theorem. 


Das hier darzulegende Theorem ist mit dem Flaichensatz keines- 
wegs identisch, besitzt aber mit demselben gewisse Aehnlichkeit. Das 
Theorem lautet: 

Rollt der gegebene Korper unter dem Einfluss der Schwere auf 
einer festen Horizontalebene, und bezeichnet man die augenblicklichen 
Coordinaten und Geschwindigkeitscomponenten der eineelnen Korper- 
molekiile m mit x,y, 2 und u,v, w, ferner die augenblicklichen Coordi- 
naten des Contactpunktes mit 24, Ya, 2a, $0 wird die tiber alle Korper- 
molekiile ausgedehnte Summe 


(61) Zm[(y — ys) w — (2 — 2a) v) 
constant sein, d.h. ein und denselben Werth haben fiir alle Augen- 
blicke der betrachteten Bewegung. 

Dabei ist das zu Grunde gelegte feste Axensystem x, y, 2 der Art 
zu denken, dass seine yz-Ebene identisch ist mit der gegebenen Hori- 
zontalebene. (Mithin ist z. B. x4 stets = 0). 

Beweis, — Nach (6) und (7) ist: 

U = Mg + Ml, + ely + aly, UW the + yl, + ay ly + My ly, 
ferner nach (8) und (13): 
La= Le + a,A,+ 0,4, + 0,A,, 0 = tg + a,’ A,+ a, A, + ay As. 
Hieraus folgt durch Subtraction: 
(«) B= ad, + aA, + a,d,, w= ad, + ay Ay + ay Ay, 
falls man nimlich &, 7, € und 4,, 4,, 4, als augenblickliche Ab- 
kiirzungen benutzt fiir folgende Differenzen: 


(B) E=—2£—%s, N=Y¥—Yys, = B— ha, 
(y) A=1—A,, 4,=1,—A,, A= 1, — A; 
Die Formeln (a) repriisentiren offenbar folgende Formelsysteme: 
B= aA, + aA, + Ay, U = a Ay + aA, + ay Ay, 
(0) | m= BA, + BA, + By As, (8) v= BY A, + BA, + BSA, 
§ = Ay + 242 + 345, w= phy + Ye dy + 5 As. 


Substituirt man die aus (0) fiir 4,, 4,, 4, eutspringenden Werthe: 


4, = a%F+Bn+6, 
A, = a§ + B.n + 726, 
A, = a § + B,y + 756, 
in die Formeln (¢), so ergiebt sich mit Riicksicht auf (60): 


‘ 
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wu =Be—T'n, 
(6) vo =E—AS, 
w =A'n — Bé. 


Hieraus folgt sofort: 
yw — gv = A'(n? + &) — BEn — és, 
oder, falls man fiir A’, BY, F’ ihre eigentlichen Bedeutungen aus (60) 
substituirt: 
nw — tv = O(n? + &) — O' cosd4- Ey — O' sind - E&. 
Multiplicirt man diese Formel mit der Masse m desjenigen Molekiils, 
auf welches u,v, w und wz, y, 2, mithin [mach (6)| auch &, , € 
sich beziehen, und summirt sodann tiber alle Molekiile des ganzen 
Kérpers, so ergiebt sich: 
(yn) Lm(nw— fv) =O Dm(y? + &) — O cosdADméEn —O' sin A DmEs. 
Die Summen rechter Hand sind leicht berechenbar auf Grund der 
Formeln (0), wobei fiir 4,, 4,, 4, die Werthe (y) zu substituiren sind. 
Man findet: 
(8) Sm(y?+ 0) = M(A,?+ A,?+ A,”) — M(A,«, +A, @, + A;a;)? 
+ M, «,? + M,a,? + M, o,?, 

Zméq = M(A, a, +--+) (A,B, +--+) — (Mi %, 8B, +---), 

ZmEE = M(A,a, +--+) (Ayr +++) — (Mayr, +- +>); 
wo IM die Masse des Kérpers und M,, M,, M, seine Haupttriigheits- 
momente vorstellen. Multiplicirt man die beiden letzten Formeln mit 
cos 4 und sin A, und addirt, so folgt mit Riicksicht auf (54): 
(t) cosALméyn + sin ALmES = M(A, a, +--+) (Ayg, +--+) 

— (M,%9 +.---). 

Durch Substitution der Werthe (#), (¢) gewinnt jetzt die Formel 
(y) folgendes Aussehen: ; 
(x) 2m (yw —fv)—=[M(A,?+ ---)—M(A, a+ +++ + (My ae? ++) 

— [MA @++++)(Ayg, +++) —(M, 9; ++] 

Zufolge (49) ist aber die rechte Seite dieser Gleichung nichts Anderes, 


als der Werth von 4 > Somit erhilt man: 


: : 
(a) 2m (nw — $v) = Fors 


also sufolge des Satzes (47): 
(u) 2Zm(nw — fv) = Const. 


Dies aber ist, falls man fiir 4, € ihre Werthe (8) einsetzt, das zu 
beweisende Theorem. 
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§ 9. 
Ueber die Bestimmung simmtlicher Variablen als Functionen der Zeit. 
Durch die drei Differentialgleichungen (45) bestimmen sich eu- 
vorderst 
(20) P,d, 0 


als Functionen der Zeit. Solches aber ausgefiihrt gedacht, werden 
[zufolge (1)] 


(B) A,, A,, Ay, @, M, Os, 
und [zufolge (30), (31)] 
(€) A, hy, hey higy 94 Jor Is 


ebenfalls bekannte Functionen der Zeit sein. Dabei bleibt das Vor- 
zeichen von A willkiirlich, was darin seinen Grund hat, dass die 
auxiliaren Axen g, h durch unsere Determinationen noch nicht vollig 
bestimmt sind. In der That kann man diesen Axen g, h, statt der 
ihnen in der Figur (26) zuertheilten Richtungen, ebensogut auch die 
entgegengesetaten Richtungen verleihen, 

Sind nun die Grossen (2), (B), (€) bekannte Functionen der Zeit, 
so gilt [mach (58)] Gleiches auch von 


(D) A, 

also [nach (55)] Gleiches auch von 

(®&) Bi, Bry Bs, Yi» Yo» Vs» 
also [nach (13)} Gleiches auch von 

(s) tig, Ve, We UNd Xe, Yo, So- 


Endlich ergeben sich alsdann auch die Coordinaten y, 2 der 
Contactstelle als Functionen der Zeit. Und zwar erhiilt man in dieser 
Beziehung [durch Integration der Gleichungen (10)] folgende Formeln: 


t= 
Y — % = [Yo + A,B, + A,B, + 4.6) 
(G) — 
2 — % =[@ + Ay, + Ary. + Asys) _ 


WO ¥Y, % die Coordinaten der Contactstelle zur Zeit ¢ = ¢, vorstellen 
sollen. 


§ 10. 
Beilaufige Bemerkung. 


Mit Riicksicht darauf, dass die Ermittelung der gegenseitigen Be- 
ziehung zwischen dd und dé meistentheils eine etwas miihsame Auf- 
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gabe ist [vgl. insbesondere § 4], mag hier eine diesem Zweck ent- 
sprechende und verhdltnissmdssig einfache Methode angedeutet werden. 
Dreht sich ein starrer Kérper um einen festen Punkt O, und lisst 
man von O zwei Axensysteme 1, 2,3 und 2, y, 2 ausgehen, das 
erstere starr mit dem Kérper verbunden, das letztere unbeweglich im 
Raume, so gelten fiir die Coordinaten 1,, 1,, 1, und ~, y, 2, welche 
irgend ein Kérpermolekiil m in diesen beiden Systemen besitzt, die 
Formeln: 
% = a1, + a1, + als, 
(A) y = Bl, + Bol, + Bgl;, 
= 71, + Yl + Vhs, 
wo die «, 8, y die Richtungscosinus des einen Axensystems in Bezug 
auf das andere vorstellen. Aus (A) folgt durch Differentiation: 
dz =lI,da, + l,da, + I,da,, 
oder, falls man fiir /,, 1,, 7, die aus (A) sich ergebenden Werthe sub- 
stituirt: 
dz = y(B,da, + B,da, + B,da,) + 2(y,da, + y,da, + 73,da,). 
Diese Formel aber gewinnt, falls man die Abkiirzungen einfiihrt: 
B, dy, + B,dy, + dy, = dA, 
(B) * 7,40, + y,da, + y,da, = dB, 
a,dp, + «,dp, + «,dp,=dI, 
folgende Gestalt: 
dx =zdB—ydf. Und ebenso erhilt man: 
(C) dy = ad? — adA, 
dz = ydA— «dB. 
Hieraus folgt durch Ausfiihrung der Operation 0: 
ddz = 2ddB — yodl + d2dB — dydf, 
oder, falls man in den beiden letzten Gliedern fiir dy und dz die aus 
(C) ersichtlichen Werthe: 
dy = 2d — 2dA, 


ozs= yoA _ xdB 
substituirt: 


ddz=2zddB—yddl — «(dBdB+ dor) + ydBoA + 2dTdA. 
Nun ist offenbar, was die linke Seite dieser Formel betrifft, ddx = ddz. 
Demgemiiss muss also die rechte Seite ebenfalls bei einer Vertauschung 
von d und @ sich gleich bleiben. Die so entstehende Gleichung zer- 
fallt aber, weil x, y, 2 willkiirlich sind, in drei Gleichungen. Von 
diesen drei Gleichungen ist eine (niimlich die durch Vergleichung der 
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Coefficienten von x entstehende) identisch, wiihrend die beiden andern 
(d. i, die durch Vergleichung der Coefficienten von y respective ¢ ent- 
stehenden) dargestellt sind durch die beiden letzten Formeln des fol- 
genden Systems: 

ddA — ddA = df OB — OF GB, 
(D) ddB — ddB = dAdr — Ad, 

ddl — ddr = dBdA — OBaA. 


Dass sich die erste Formel dieses Systems in analoger Weise her- 
leiten liisst, bedarf keiner weiteren Erliuterung. 


Leipzig, Juni 1885. 





Ueber eine einfache Methode zur Begriindung des Princips 
der virtuellen Verriickungen.*) 


Von 


C. Neumann in Leipzig. 


Die einer gegebenen Bedingung: 


(1) F (21+ Yr> 214 oy Yos Say °* %y Tuy Yny Bn) = O 
unterworfenen » Massenpunkte m,(2,, Y,, 2;), Mo(aoy Yo, %)) °° 
Mn(Ln, Ya, 2n) Mobgen unter dem Einfluss irgend welcher wnbekannter 
Kriifte P,, P,,---+, Px im Gleichgewicht sein. Es sollen die Kigen- 
schaften und Formeln entwickelt werden, welche, aus dieser Annahme 
des Gleichgewichts, fiir jene unbekannten Kriifte sich ergeben. 

Das vorhandene Gleichgewicht wird offenbar, falls man zur Be- 
dingung (1) noch irgend welche neuen Beschriinkungen hinzutreten 
lisst, hierdurch nicht gestért werden [sondern im Gegentheil nur noch 
mehr verstérkt werden, falls ein solcher Ausdruck gestattet ist]. So 
z. B, wird jenes Gleichgewicht bestehen bleiben, falls man die (n — 1) 
Punkte m,, m,,---, m, festhdlt, mithin ihre Coordinaten als unver- 
dinderlich betrachtet, wodurch alsdann der Punkt m, in seiner Beweg- 
lichkeit auf diejenige bestimmte Fliche Q beschriinkt sein wird, welche 
[jene Coordinaten unverdnderlich gedacht] durch die Gleichung (1) dar- 
gestellt ist. Alsdann aber reducirt sich die urspriingliche Sachlage 
dahin, dass der auf 2 verschiebbare Punkt m, unter dem Einfluss der 
unbekannten Kraft P, im Gleichgewicht sich befindet. Hieraus folgt, 
dass diese Kraft P, zur Fliiche Q normal sein muss, dass mithin ihre 


Componenten X,, Y¥,, Z, Werthe besitzen miissen von folgender 
Gestalt : 


7) 
Xx, — A, $f, 
, é 
Y=4, 2, 
4, _ A, or, 
wo A, einen noch unbekannten Factor vorstellt. ° 


*) Aus den Berichten der Kénigl. Siichsischen Ges. d. Wiss. vom 8, Miirz 1886. 








Xs; 
folg 


(2) 
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Analoges wird offenbar in analoger Weise fiir die iibrigen Kriifte 
P,, Ps, - + +, Py respective fiir deren Componente X,, Y,, 2, 
X,, Y3, 23, +++; Xa, Ya, Z, sich ergeben, sodass man also zu 
folgenden 3” Formeln gelangt: 


X, = A, qe 


(2) Koa Ze, h=1,2,3,---,m, 


Z, = A, =, 


wo 4,,4,,-++,4, noch wnbekannte Factoren vorstellen. 

Nachdem durch die Formeln (2) die Richtungen der unbekannten 
Kriifte P,, P,, --+, Px ermittelt sind, handelt es sich nun weiter 
um die Untersuchung ihrer Intensitiiten, oder (was dasselbe ist) um 
die Untersuchung der unbekannten Factoren 4,, A4,, --+, 4n. Um 
hierauf niher einzugehen, greifen wir zuriick cur urspriinglichen Sach- 
lage, welche darin besteht, dass die der Bedingung (1) unterworfenen 
Punkte m,, m,,- ++, m, unter dem Einfluss der Kriifte P,, P,, +--+, Pr 
im Gleichgewicht sind. Dieses Gleichgewicht wird bestehen bleiben, 
falls man die (n — 2) Punkte m,, m,,--+-, m™, rdumlich fiairt, tiber- 
dies aber die beiden Punkte m, und m,, in ihrer Beweglichkeit, auf 
zwei feste geradlinige Geleise m,G, und m,G, beschriinkt, welche ein- 
ander parallel sein mégen, und deren gemeinschaftliche Richtungs- 
cosinus mit «, B, y bezeichnet sein sollen. Alsdann werden die Punkte 
m, und m,, in Folge der Bedingung (1), lings dieser Geleise nur in 
solcher Weise sich bewegen kénnen, dass ihre gleichzeitig durch- 
laufenen Wegelemente ds, und ds, zu einander in der Beziehung 
stehen: 


(het Heat d aden iat sat iL anne 


Und diese simultanen Wegelemente ds,, 0s, werden cos einander 
gleich sein, sobald man die tag B, y der Relation unterwirft: 


a of C) 

(Gat ae Ot ae +E “+ ay P+ Gy 7) =O 

Solches festgesetzt, sind also die Punkte m, und m, lings ihrer 
parallelen Geleise G, und G, nur um gleichviel verschiebbar, also nur 
der Art beweglich, dass ihr gegenseitiger Abstand constant bleibt. 
Demgemiiss erleidet diese Beweglichkeit der beiden Punkte’ keinerlei 
Hemmung oder Beeintriichtigung, falls man die beiden Punkte durch 
eine starre Linie L miteinander verbindet. 

Solches aber ausgefiihrt gedacht, reducirt sich jetzt die urspriing- 
liche Sachlage dahin, dass die starre Linie L, deren Endpunkte m, 
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und m, auf den parallelen festen Geleisen G, und G, verschiebbar sind, 
unter Einwirkung der ihre Endpunkte sollicitirenden Kriifte P, und P, 
im Gleichgewicht ist. Hieraus folgt sofort, dass die Summe der diesen 
Geleisen entsprechenden Componenten von P, und P, gleich Null sein 
muss, Man erhiilt also die Formel: 


P, cos (P,, G,) + P, cos (P,, G,) = 0. 


Diese Formel aber kann man auch so schreiben: 


(X,a+ Y¥,8+ Z,y) + (X,a+ Y¥,8 + 2,7) =9, 


oder mit Riicksicht auf (2) auch so: 
of of of of of oe 
A, Ga, a+ oy B+ On y) +4, Ge a+ 09, B+ on ”) =0, 


oder, weil a, 8, y der Relation (3) unterworfen worden sind, auch so: 





A, = A, 

In analoger Weise wird sich offenbar ergeben A, = A,, ferner 
A, =4,, u. s. w., mithin allgemein: 
(4) A, on A, oe de --- a ,. 


Bezeichnet man aber den gemeinschaftlichen Werth dieser » Gréssen 
kurzweg mit 4 (ohne Index), so gelangt man auf Grund der Formeln 
(2) zu folgendem Resultat: 
Theorem. — Befinden sich die einer gegebenen Bedingung 
(> Yr> 21> Voy Yor Soy °° +> Lny Yny 2) =O 

unterworfenen n Massenpunkte m,(2,, Yn, 2x) unter dem Einfluss irgend 
welcher Krifte P,(X,, Yi, 2) im Gleichgewicht, so miissen diese 
Kriifte nothwendiger Weise Werthe besitzen von folgender Gestalt: 





wee A 
a= Ou,’ 
(5) Y—a gt, h=1,2,3,-->+,0, 
a 
Ay =a, 


wo d einen unbekannten Factor vorstellt. 

Dabei ist hinzuzufiigen, dass dieser unbekannte Factor 4 keinen 
bestimmten Werth zu haben braucht, sondern im Gegentheil jeden be- 
liebigen Werth besitzen darf. 

Um die Richtigkeit dieser letzten Behauptung darzuthun, werden 
wir offenbar nur zu zeigen brauchen, dass irgend eine von den Kriiften 
P,, Pr, +++, Pa, z B. P, von beliebiger Stirke sein kann. 

Zu diesem Zweck wollen wir die (n — 1) Punkte m,, mg, - + +, Mn 
von Neuem festhalten; sodass also der Punkt m, nur noch verschiebbar 
ist lings der (friiher besprochenen) Fliiche Q. Alsdann wird offenbar 








Th 
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dieser Punkt m, im Gleichgewicht sein unter dem Einfluss einer be- 
liebig starken Kraft P,, falls nur dieselbe normal ist zur Flache Q. 
Denken wir uns nun aber eine solche Normalkraft P,, von beliebiger 
Stirke, auf m, wirklich einwirkend, und bezeichnen wir die dabei 
zum Festhalten der (mn —1) Punkte m,, m,, ---, m, erforderlichen 
Krifte mit P,, P,;,---,P,, so haben wir im Ganzen  Kriifte, die 
zusammengenommen das Punktsystem im Gleichgewicht halten, und 
von denen die erste (nimlich P,) ihrer Starke nach beliebig gewahlt 
war. — Q. e. d. 

Wie man schliesslich zu verfahren hat, um vom Satze (5) aus 
zum Princip der virtuellen Verriickungen zu gelangen, soll 
hier nicht weiter dargelegt werden. 

Bemerkung. — Sollte man es als einen Uebelstand empfinden, dass 
bei Anwendung der festen parallelen Geleise G,, G, der gegenseitige Ab- 
stand der beiden Punkte m,, m, nur im ersten Augenblick der eintretenden 
Bewegung constant bleibt, so kann man diesen Uebelstand leicht dadurch 
vermeiden, dass man an Stelle jener Geleise G,, G, zwei feste Curven 
C,, C, in Anwendung bringt. Diese Curven C,, C, lassen sich alsdann 
leicht der Art festsetzen, dass die lings derselben verschiebbaren und iiber- 
dies der Bedingung (1) unterworfenen Punkte m,, m, einen gegenseitigen 
Abstand besitzen, der fortdauwernd constant bleibt. 

Man gelangt in solcher Weise ebenfalls zum Satze (5), nur auf etwas 
umstiindlicherem Wege. 

Schliesslich mag noch auf einige Siitze von sehr specieller Natur 
aufmerksam gemacht werden, die aber durch tiberraschende Kinfachheit 
sich auszeichnen. Dieselben lauten: 


Erster Satz. Sind drei Punkte m,,m,,m, der Bedingung unter- 
worfen, dass der Flicheninhalt des von ihnen gebildeten Dreiecks con- 
stant bleiben soll, und befinden sich diese Punkte unter dem Einfluss 
irgend welcher Kriifte P,, P,, P, im Gleichgewicht, so werden 
P,, P,, P; in die Ebene des genannten Dreiecks fallen, ferner senkrecht 
stehen zu den gegeniiberliegenden Seiten des Dreiecks, wnd mit diesen 
Seiten proportional sein. 

Zweiter Satz, Sind vier Punkte m,,m,,m,, m, der Bedingung 
unterworfen, dass das Volumen des von ihnen gebildeten Tetraéders 
constant bleiben soll, wnd befinden sich diese Punkte unter dem Ein- 
fluss irgend welcher Krifte P,, P,, P,;, P, im Gleichgewicht, so 
werden P,, P,, P,, P, senkrecht stehen 2u den gegeniiberliegenden 
Tetratderflichen und mit diesen Flichen proportional sein. 


Leipzig, 16. Januar 1886. 
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Ueber Greens Theorie der Reflexion und Brechung des Lichtes. 


Von 
Kart VonperMiatx in Leipzig. 


Gegen Ende des Jahres 1837 hat George Green Gleichungen 
abgeleitet fiir die Reflexion und Brechung des Lichtes an der Grenze 
unkrystallinischer Medien.*) Diese Theorie besitzt vor derjenigen, 
welche Cauchy zuniichst nur angedeutet und dann im Laufe der vier- 
ziger Jahre etwas niiher begriindet hat, den grossen Vorzug, dass die 
Bedingungen fiir die Grenze der beiden Medien aus streng mechanischen 
Principien entwickelt werden. Und zwar gelangt Green zu denselben 
Gleichungen, welche nach Cauchy die Continuitét der Bewegung be- 
dingen sollen, und welche aussagen, dass an der Grenze sowohl die 
drei Componenten der Verriickung, als auch die Differentialquotienten 
derselben nach der Normale in den beiden Medien gleich sein sollen. 
Damit werden die Voraussetzungen klar festgestellt, auf welchen diese 
Grenzbedingungen beruhen: Es muss angenommen werden, dass die 
zwei Constanten, welche das elastische Verhalten eines unkrystallinischen 
Mediums bestimmen, in den beiden Medien gleiche Werthe haben. Dies 
ist Fresnels Annahme: Die Elasticitit des Lichtithers soll in “allen 
unkrystallinischen Medien dieselbe sein, die verschiedene Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Lichtes allein durch die verschiedene Dichtigkeit 
des Aethers bedingt werden. 

Indem somit beide Theorien von Differentialgleichungen und Grenz- 
gleichungen genau derselben Form ausgehen, gelangen sie schliesslich 
doch zu ganz verschiedenenen Gleichungen fiir die Reflexion und 
Brechung, weil Green und Cauchy den elastischen Constanten eines 


*) George Green, On the Laws of the Reflexion and Refraction of Light 
at the common surface of two non-crystallized Media. Read December 11, 1837. 
Transactions of the Cambridge Philosophical Society. Vol. VII, part 1, 1838. — 
Mathematical Papers of the late George Green, edited by N. M. Ferrers, London 
1871, p. 243. 
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Aethermediums verschiedene Werthe beimessen. Beide wollen longi- 
tudinale Wellen, deren ungeschwiichte Fortpflanzung mit der Erfahrung 
in Widerspruch steht, bei Seite schaffen. Nun hat aber Green erkannt, 
dass stabiles Gleichgewicht nicht méglich ist, dass also ein elastisches 
Medium von der angenommenen Beschaffenheit nicht existirt, wenn 
die Kriftefunction einen positiven Werth annehmen kann.*) Damit 
ist die Méglichkeit ausgeschlossen, dem Quadrat von der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der longitudinalen Wellen einen negativen Werth zu 
ertheilen; es bleibt allein iibrig, diese Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
unendlich gross zu setzen, also der erstern von den beiden elastischen 
Constanten, A und B, wenn wir Greens Bezeichnung annehmen, nicht 
einen negativen Werth, wie das Cauchy gethan hat, sondern einen 
unendlich grossen positiven Werth zuzuschreiben.**) Damit fallen die 
longitudinalen Wellen ebenso wohl aus der Rechnung heraus, wie 
wenn ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit imaginir wird; nur enthalten 
die Greenschen Formeln eine Constante weniger, als die Cauchyschen, 
in denen der endliche negative Werth von A auftritt. 

Die Annahme, A sei unendlich gross im Vergleich mit B, bedeutet 
nichts Anderes, als dass der Widerstand, der einer Compression ent- 
gegengesetzt wird, unendlich gross sei im Vergleich mit demjenigen, 
welchen eine blosse Verschiebung der Theilchen gegen einander, ohne 
Veriinderung der Dichtigkeit, zu iiberwinden hat. Folglich nimmt 
Green an, der Lichtiither sei incompressibel, und dann miissen seine 
Gleichungen fiir die Reflexion und Brechung mit denjenigen iiberein- 
stimmen, welche ich schon vor lingerer Zeit unter derselben Annahme 
abgeleitet habe,***) vorausgesetzt, dass in diese letzteren Gleichungen 
die Fresnelschen Annahmen iiber Dichtigkeit und Elasticitaét ein- 
gefiihrt werden. 

Die Vergleichung der Formeln bestiitigt dies und giebt zuniichst 
eine Controle fiir die Richtigkeit der in ganz verschiedener Weise 
durchgefiihrten Rechnungen. Weiter folgt aber, dass eine der An- 
nahmen, welche Green an die Spitze seiner Entwicklungen stellt, fiir 
die Endformeln ohne alle Bedeutung ist, niamlich die Annahme, dass 
die oben erwiihnte elastische Constante A, welche die Compressibilitit 
bestimmt, und damit die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudi- 
nalen Wellen, fiir alle Aethermedien denselben Werth habe.j) Green 


*) Math. Papers, p, 246, — Vergl. auch die Note, Appendix, p. 330. 
**) Es ist mir unverstiindlich, wie 8, Haughton (Phil. Mag., 8. 4, V. 6, 
p. 88) von verschiedenen particuliiren Integralen der allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen sprechen kann, welche Cauchy und Green sollen gewiihlt haben. 
***) Ueber die Reflexion und Brechung des Lichtes an der Grenze un- 
krystallinischer Medien. — Math, Ann. Bd. 5, p. 471. 1872. 
+) Dies hat schon J. W. Strutt hervorgehoben, Phil. Mag. 8. 4, Vol 42. p.83. 
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begriindet die Annabme mit dem analogen Verhalten der Gase*), und 
wenn diese Begriindung ihm selbst mangelhaft erscheint, so kann 
nach dem eben Bemerkten in der Uebereinstimmung der Resultate mit 
den beobachteten Thatsachen eine Bestitigung der Annahme nicht 
gefunden werden. Vielmehr bleibt allein anzufiihren, dass die Grenz- 
gleichungen durch Verbindung von A= A, mit der Fresnel’schen 
Annahme B = B, eine sehr einfache Form erhalten, und wenn man 
das Letztere annimmt, so wird auch das Erstere kéinen Anstoss 
erregen. Geht man aber mit F. Neumann und Mac Cullagh davon 
aus, dass die Dichtigkeit des Aethers iiberall denselben Werth habe, 
die Elasticitaét dagegen verschieden sei, so liegt gar kein Grund vor, 


das Verhiltniss der beiden Constanten, — iu allen unkrystallirischen 


Aethermedien gleich zu setzen. Dass endlich Greens Grenzgleichungen 
mit den von Cauchy aufgestellten iibereinstimmen, kann in keiner 
Weise fiir die zu Grunde gelegten Annahmen sprechen; denn wie ich 
in der oben erwahnten Abhandlung gezeigt habe,**) beruht die von 
Cauchy angedeutete und von Verschiedenen genauer ausgefiihrte Her- 
leitung dieser Gleichungen auf einer nicht ausgesprochenen, ganz will- 
kiirlichen Voraussetzung. 

Bekanntlich stimmen die von Green fiir die Reflexion und Brechung 
abgeleiteten Gleichungen mit den Fresnelschen Formeln, also auch 
mit der Erfahrung nur in dem .Falle angeniheit iiberein, wo das 
Brechungsverhiltniss von dem Werthe Kins wenig verschieden, also 
die Brechung schwach ist. Und wenn Green erwartet hat, dass die 
Abweichung seiner Formeln von den Fresnelschen zu Erklirung der 
Erscheinungen fiihre, welche der stark brechende Diamant nach 
Beobachtungen von Airy und Andern zeige ,***) so wiire die Bestiitigung 
beim Vergleich mit der Erfahrung kaum in Anrechnung zu bringen. 
Denn die heute vorliegenden genauen Beobachtungen iiber die Be- 
schaffenheit des reflectirten Lichtes, z. B. bei Reflexion an der Grenze 
von Glas und Luft, haben die angeniherte Giltigkeit der Fresnelschen 
Formeln ausser Zweifel gestellt; so starke Abweichungen, wie sie in 
diesem besonderen Falle nach Green stattfinden sollen, stehen in vélligem 
Widerspruch mit der Erfahrung. Dies ist langst allgemein anerkannt, 
und Green selbst hat Bedenken getragen, die von ihm als wohl zu- 
lissig dargestellte Vernachlissigung kleiner Gréssen aufrecht zu er- 
halten. In einem Nachtrag zu seiner Abhandlung tiber die Reflexion 
und Brechung des Lichtes***) versucht er, allerdings nur beiliufig 


*) Math. Papers, p. 267. Vergl. namentlich die Anmerkung p. 257/8. 
**) Math. Annalen, Bd. 5, p. 477. 
***) Green, Supplement to a Memoir on the Reflexion and Refraction of 
Light. Trans, Cambr. Phil. Soc. 1839. Read May 6, 1839. — Math, Papers, p, 281. 
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und mit wenig Zutrauen in die nach seiner Ausdrucksweise nicht auf 
eine strenge Ableitung gegriindete Schlussfolgerung, eine grdssere 
Anniherung an die Fresnelsche Formel herzustellen, indem er einem 
allmihligen Uebergang von dem einen Medium zum andern Rechnung 
trigt. Allein diese Rechnung ist fehlerhaft: Bei Annahme von n 
homogenen Schichten, in welchen die Dichtigkeit von der einen zur 
andern sich sprungweise, aber sehr wenig iindert, findet der Act der 
Reflexion und Brechung an der einen Grenze zweier Schichten nicht 
nur einmal, sondern unendlich oft statt, falls man die Schicht seitlich 


unbegrenzt denkt; demzufolge wird die Anzahl von sehr kleinen 


Gréssen der Ordnung or welche vernachlissigt werden, nicht durch 


~ bestimmt, wie Green angiebt; sondern es ist diese Zahl gegen = 


unendlich gross, so dass fiir eimen unendlich grossen Werth von » 
die Anzahl der vernachlissigten Glieder unendlich gross von derselben 
Ordnung wird, wie das einzelne Glied unendlich klein. Eine genaue 
Rechnung ist von mir an dem oben angegebenen Orie*), unter etwas 
allgemeineren Voraussetzungen, durchgefiihrt worden; wird die Dicke 
der Schicht, in welcher der stetige Uebergang von dem einen Medium 
zum andern stattfinden soll, verschwindend klein gegen die Wellen- 
linge angenommen, so folgen genau dieselben Gleichungen, wie bei 
der Annahme einer sprungweisen Aenderung. Auf diese Weise ist 
also Einklang mit der Erfahrung nicht herzustellen. 

Hier mag auch ein Punkt erdrtert werden, welcher fiir Fresnels 
Definition der Polarisationsebene sprechen und die entgegengesetzte 
ausschliessen soll. Zuerst hat dies Lorenz*™) hervorgehoben, dann 
auch J. W. Strutt***) in einer Abhandlung iiber Greens Reflexions- 
theorie, auf welche letztere Abhandlung wir spiiter noch zuriickkom- 
men miissen. Wiahrend niimlich Greens Formeln fiir den Fall einer 
schwachen Brechung mit den Fresnelschen sehr nahe tibereinstimmen, 
sobald man Fresnels Annahmen iiber Dichtigkeit und Elasticitiét ein- 
fiihrt, findet Aehnliches nicht statt, wenn man die Dichtigkeit des 
Aethers constant, die Elasticitit verschieden annimmt. Strutt hat die 
Rechnung durchgefiihrt; dasselbe ist auch den von mir abgeleiteten 
Formeln}) unmittelbar zu entnehmen. Die Schwingungen sollen in 
der Einfallsebene stattfinden, und es werden, wenn » das Brechungs- 


*) Math. Annalen, Bd. 5, § 3. p. 505 ff. 

**) W. Lorenz, Bestimmung der Schwingungsrichtung des Lichtiithers 
durch die Reflexion und Brechung des Lichtes. Pogg. Ann. 114. 1861. Vergl. 
namentlich p. 248. 

*#*) J, W. Strutt. On the Reflection of Light from Transparent Matter. 
Phil. Mag. S. 4, Vol. 42. 1871. Vergl. p. 89 ff. 
+) Math. Annalen, Bd, 5, p. 495. 
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verhiltniss bezeichnet, Gréssen von der Ordnung (n?—1)? vernach- 
lissigt. Dann erhilt man fiir den Fall gleicher Elasticitit die Tan- 
gentenformel, dagegen fiir den Fall gleicher Dichtigkeit nicht die 
Sinusformel. 

Einen zwingenden Grund, die Fresnelsche Definition der Polari- 
sationsebene und damit auch seine Ansicht fiber die Dichtigkeit und 
Elasticitit anzunehmen, kann ich in diesem Umstand nicht finden. 
Denn da die nach dem Vorgange von Green aus streng mechanischen 
Principien abgeleiteten Reflexionsformeln bei endlicher Brechung mit 
den Beobachtungen in Widerspruch stehen, will es nicht viel bedeuten, 
dass bei schwacher Brechung angeniihert Einklang stattfindet; es 
kann eben, wie erwihnt, aus diesem besonderen Falle der allgemeine 
auf dem von Green eingeschlagenen Wege nicht abgeleitet werden. 
Und ebensowenig méchte dem andern Umstand, dass bei Annahme 
der Fresnelschen Definition die einfachere Sinusformel, bei Annahme 
der Neumannschen die weniger einfache Tangentenformel als giltig 
erhalten wird, ein entscheidendes Gewicht zukommen. Vielmehr handelt 
es sich wesentlich darum, wie man fiir den Fall einer endlichen 
Brechung zu einer Theorie gelangt, die mit den Beobachtungen in 
Einklang steht. 

Dies hat 8. Haughton*) durch eine Modification der Greenschen 
Formeln zu erreichen versucht, welche genauerer Erwiigung bedarf. 
Weil Cauchys Formeln die Beobachtungen gut darstellen und gewisse 
Abweichungen von dem einfachen Verhalten, wie sie Jamin und Andere 
wahrgenommen haben, mittelst des sogenannten Ellipticititscoefficien- 
ten erkliren, liegt es sehr nahe, auch Formeln mit zwei verschiedenen, 
von einander unabhiingigen Constanten auf dem von Green gelegten 
Fundament zu gewinuen, indem die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
longitudinalen Wellen nicht unendlich gross, sondern nur sehr gross 
angenommen wird, Alierdings ist damit dem Werth der zweiten Con- 
stante eine Schranke gesetzt; dies hat Haughton nicht nur nicht be- 
achtet; sondern nach seinen Formeln erhiilt die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit der longitudinalen Wellen sogar einen imaginiiren Werth. 
Auf diesen Widerspruch hat F. Eisenlohr*) zuerst aufmerksam 
gemacht. In den von Haughton modificirten Gleichungen Greens 
kommt niimlich eine Grosse @ vor, 

én Vi-ws +ut Vi-#® 


(ut 1)" , 


wo w das Brechungsverhiiltniss bedeutet, <« aber eine von der Fort- 


*) Samuel Haughton, On the Reflexion of Polarized Light from the sur- 
face of Transparent Bodies. Phil. Mag. 8S. 4. Vol. 6, p. 81—88. 1853. 
**) F. Eisenlohr, Pogg. Ann, 104, p. 346. 1858. 
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pflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen abhingige Grosse 
ist. Der Annahme Greens entspricht 

é=0; 
nach Haughton soll ¢ einen sehr kleinen positiven Werth haben. 
Dann erhilt @ seinen gréssten Werth fiir ¢—0, und dieser ist in 
dem einzigen Beispiel, welches Haughton durchgerechnet hat, 


Q = 0,278 , entsprechend wu = 2,454. 
Nun folgt aber aus den von Jamin verdffentlichten Betrachtungen 


Q = 2,55 ; 
demgemiiss miisste gesetzt werden 
e? = — 56,8, 


und einem solchen negativen Werth von «? entspricht ein imaginiirer 
Werth fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen. 
Die von Haughton angestellte Rechnung wiirde also zu dem Resultat 
fiihren, dass in dem bestimmten Beispiel Uebereinstimmung mit den 
Beobachtungen nur erzielt wird, wenn die Constante A nicht einen 
sehr grossen positiven, sondern einen negativen Werth besitzt. Diese 
letztere Annahme hat aber Green als mechanisch unméglich erkannt 
und nachgewiesen. 

Uebrigens ist Haughtons Rechnung ganz fehlerhaft angelegt. Die 
Annahme, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen 
Wellen nicht unendlich gross, sondern nur sehr gross sei, fiihrt auf 
wesentliche Schwierigkeiten. Denn fiir Einfallswinkel, welche unter- 
halb einer gewissen Grenze liegen, werden sich longitudinale Wellen 
ungeschwicht fortpflanzen, und wenn auch fiir solche kleine Kinfalls- 
winkel das reflectirte Licht einer genauen Beobachtung schwer zu- 
ginglich sein mag, so kénnten doch gewisse Anomalien, die daraus 
folgen, namentlich die Theilung eines Lichtstrahles durch zwei Re- 
flexionen, wo die zweite den longitudinal schwingenden Strahl zum 
Theil wieder in transversale Bewegung verwandeln wiirde, der Wahr- 
nehmung nicht entgangen sein. Auch miisste unter Umstiinden die 
Lichtbewegung einen Verlust an lebendiger Kraft erleiden. Alle diese 
Schwierigkeiten hat Haughton iibersehen; nach seiner Rechnung stellt 
sich ein sehr einfaches Verhalten heraus; aber das ist Folge eines 
Rechenfehlers. Denn Haughton greift auf die Formeln Greens zuriick, 
ohne sich die Bedeutung der verschiedenen Zeichen klar gemacht zu 
haben; sonst kénnte er nicht die Grésse, welche er ¢ nennt, als eine 
von der Natur der beiden Medien abhingige Constante ansehen; in 
Wirklichkeit ist « dem Sinus des Winkels, unter welchem der longi- 
tudinale Strahl reflectirt wird, umgekehrt gleich, Folglich muss « 
dem Sinus des Einfallswinkels umgekehrt proportional sein; einmal 
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kann also fiir kleine Einfallswinkel der Werth von « gar nicht klein 
sein, so dass fiir solche Einfallswinkel die Haughtonschen Formeln 
nicht gelten; fiir gréssere Einfallswinkel aber ist ¢, und damit auch 
Q, von dem Einfallswinkel abhingig. 

Bezeichnet » den Brechungsquotienten, «? das Verhiltniss der 
beiden Elasticitiitsconstanten, m den Einfallswinkel, so ergiebt sich 


a 2 
Q= ey - a +) - Ee 





(u? — 1)? 

Demnach ist Q fiir kleine Einfallswinkel imaginir; erst von sing = pe 
an erhalt es einen positiven Werth, welcher mit wachsendem @ zu- 
nimmt von 

ee bis ohn etna re ; 

—ip- <—_ 1)? ? 

dieser letztere oun ist der von sai: als allgemein giltig an- 
gegebene. Von einer Uebereinstimmung der richtig abgeleiteten Formel 
mit der Erfahrung kann nicht die Rede sein. 

Seit Green ist der Widerspruch mit der Erfahrung, auf welchen 
eine streng mechanische Theorie der Reflexion und Brechung fiihrt, 
darin gesucht worden, dass bei Ableitung der Formeln ein plétzlicher 
Uebergang von dem einen Aethermedium zum andern angenommen 
wird, wihrend in der Wirklichkeit dieser Uebergang allmihlig und 
stetig, wenn auch innerhalb einer dusserst diinnen Schicht, stattfinden 
muss. In der schon erwihnten Abhandlung hat J. W. Strutt durch 
Beriicksichtigung einer solchen Uebergangsschicht auf Grund der 
Greenschen Theorie Formeln*) erhalten, welche ebenso gut, wie 
die Cauchyschen, mit den Beobachtungen iibereinstimmen. Strutt 
nimmt an, dass die sogenannten longitudinalen Wellen, besser Ober- 
flichenwellen, in einem Medium von anderer Dichtigkeit vor sich gehen, 
als die transversalen Lichtwellen, und diese Annahme ist insofern 
nicht widersinnig, als die transversalen Wellen sich in den beiden 
homogenen Medien ungeschwiicht fortpflanzen, wihrend die Ober- 
flichenwellen nur in der Uebergangsschicht merklich sind, daher so 
gut wie ganz in dieser Schicht von besonderer Dichtigkeit verlaufen. 
Man kann deshalb wohl vermuthen, dass die Oberflichenwellen von 
dem verinderlichen Werth der Dichtigkeit in der Uebergangsschicht 
stark beeinflusst werden. Wenn aber Strutt diesem Einfluss dadurch 
Rechnung tragen will, dass er die Oberfliichenwellen einfach in einem 
homogenen Medium von mittlerer Dichtigkeit stattfinden lisst, so fehlt 
diesem Verfahren jede Begriindung. Die Uebereinstimmung mit den 
Beobachtungen bietet keinerlei Gewahr; denn es ist sehr fraglich, ob 


*) J. W. Strutt, Phil. Mag. 8.4, Vol. 42, p. 96 u. 97. 
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die Uebergangsschicht einen solchen Einfluss ausiiben kann, wie er 
in den Formeln Strutts zum Ausdruck gelangt. 

Nun kann mit der Rechnung genau verfolgt werden, wie sich die 
Schwingungen durch eine Uebergangsschicht von stetig verinderlicher 
Dichtigkeit fortpflanzen, und ich habe diese Rechnung in der oben 
angefiihrten Abhandlung*) durchgefiihrt. Die Resultate bestiitigen 
nicht, was Strutt vermuthet hat; so einfach, wie er annimmt, ge- 
staltet sich die Wirkung der Uebergangsschicht keineswegs. Setzt 
man die Dicke der Uebergangsschicht gegen die Wellenliinge ver- 
schwindend klein, so gelten die Greenschen Formeln; giebt man aber 
jener Dicke einen gréssern Werth, so beschriinkt sich die Wirkung 
nicht auf die Oberfliichenwellen. Wenigstens ist mir nicht gelungen, 
durch eine einfache Annahme iiber die Dicke der Uebergangsschicht 
und tiber die Aenderung der Dichtigkeit die Fresnelschen Gleichungen 
zu erhalten; dies miisste aber méglich sein, wenn Strutts Vermuthung 
zutriife, 

Demnach bleibt weiter zu untersuchen ndthig, durch welche An- 
nahmen in Bezug auf Dichtigkeit und Elasticitiit und auf die Art 
ihrer Aenderung von dem einen Medium zum andern die Theorie mit 
der Erfahrung in Einklang zu bringen sei. Die von mir angestellten 
Rechnungen, auf welche ich eben hingewiesen habe, sind insoweit 
frei von unndthiger Beschrinkung, als die Elasticitit der verschiedenen 
Aethermedien nicht von vornherein gleichgesetzt ist; dagegen erweist 
sich eine Verallgemeinerung nach einer andern Seite hin als méglich, 
Man braucht nimlich nicht nothwendig den Lichtiither incompressibel 
zu setzen, die Greensche Constante A unendlich gross; vielmehr kann 
die Méglichkeit einer ungeschwiichten Fortpflanzung von longitudi- 
nalen Wellen bestehen bleiben, wenn nur von dem einen Medium 
zum andern ein solcher stetiger Uebergang stattfindet, dass die re- 
flectirten und gebrochenen longitudinalen Strahlen keinen merklichen 
Theil der einfallenden lebendigen Kraft in Anspruch nehmen. 

Um dies klarzulegen, nehmen wir, wie bei der eben angefiihrten 
Rechnung, die z-Axe senkrecht auf die Grenze, in das zweite Medium 
positiv; das erste homogene Medium erfiille den Raum ¢ <0, das 
zweite homogene Medium den Raum ¢ > c, wihrend zwischen den 
beiden Ebenen z = 0 und ¢ =c ein allmihliger Uebergang von dem 
einen zu dem anderen Medium stattfinde. Innerhalb dieser Ueber- 
gangsschicht wire die Bewegung eine ganz beliebige; dagegen diirfte 
in dem ersten homogenen Medium kein longitudinaler Strahl von end- 
licher lebendiger Kraft reflectirt, ebenso wenig in dem zweiten Medium 
ein solcher Strahl gebrochen werden. Dies wire von vornherein er- 





*) Math. Ann. Bd. 5, p. 505 ff. 
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reicht, wenn man fiir das eine homogene Medium, wie fiir das andere 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen unendlich 
gross setzte. Dann michte man aber die entsprechende Annahme 
auch fiir die Uebergangsschicht machen miissen, und es ergiben sich 
die von mir abgeleiteten Formeln*), deren weitere Behandlung und 
Anpassung an die Beobachtungen auf grosse Schwierigkeiten stisst. 

Doch bietet sich ein anderer, allgemeinerer Weg, mit der Er- 
fahrung tibereinstimmende Formeln zu gewinnen: Man lisst das Ver- 
hiltniss der beiden Elasticitiitsconstanten fiir den Aether zuniichst un- 
bestimmt, fiihrt die Rechnung ganz allgemein durch und erhilt in 
den beiden homogenen Medien neben den reflectirten und gebrochenen 
transversalen Lichtstrahlen noch einen reflectirten und einen gebrochenen 
longitudinal schwingenden Strahl. Nun kommt es darauf an, die beiden 
longitudinalen Strahlen zum Verschwinden und die transversalen 
Schwingungen mit den Beobachtungen in Einklang zu bringen; dies 
Beides gelingt vielleicht eher durch eine andere Annahme iiber das 
Verhiiltniss der beiden Elasticitiitsconstanten, als die oben genanunte, 
welche die erstere Forderung fiir sich alleid am Einfachsten erfiillt. 
Schon vor lingerer Zeit habe ich eine solche Rechnung angestellt; 
die Verdffentlichung unterblieb, weil das Ziel ebenso schwer erreichbar 
schien, wie auf dem friiher verfolgten Wege. Allein jene Rechnungen 
sind, wie ich jetzt erkenne, mit einer unndthigen Beschriinkung be- 
haftet; es war nicht beachtet, dass im Innern der beiden homogenen 
Medien ein verschiedener Druck stattfinden kann. Diese Méglichkeit 
hat vielleicht auch hier Bedeutung, da in Greens Theorie der Doppel- 
brechung ein verschiedener Druck nach drei aufeinander rechtwink- 
ligen Richtungen muss angenommen werden, falls die Schwingungen 
senkrecht auf die Polarisationsebene stattfinden sollen. Ferner ist 
auch noch der Zusammenhang festzustellen zwischen der Betrachtungs- 
weise Greens und den beiden verschiedenen Fassungen, deren die 
Bedingung der Incompressibilitét im Falle einer veriinderlichen Aether- 
dichtigkeit fahig ist. Die weitere Erérterung muss ich einer spiteren 
Gelegenheit vorbehalten. 


Leipzig, im Mai 1886. 


*) Math. Ann, Bd. 5, p. 549. 


























Ueber eine Eigenschaft der cubischen Formen mit beliebig 
vielen Verinderlichen. 


Von 
A. Voss in Miinchen. 


Ist f eine Form s'*" Grades von p homogenen Variabelen, H ihre 
Hesse’sche Form, Hy die Hesse’sche Form der letzteren, so ist 
bekanntlich im biniiren Gebiete, sobald s > 3, 

(1) Ha = Pf + QH*). 

Fiir terniire Formen findet ein tihnlicher Satz allgemein nur statt, 

wenn f vom dritten Grade ist; man hat dann 

Hy = Af-+ BH, 

wo A und B die beiden Invarianten von f sind. Neuerdings hat Herr 
Bauer gezeigt, dass ein ihnliches Theorem fiir cubische Formen auch 
im quaterniiren Gebiete besteht, indem er, von der canonischen Form 
von f ausgehend, direct die Existenz einer Relation von der Form 
(1) erwies**). Ich beabsichtige in dieser Note zu zeigen, dass der 
Satz (1) fiir cubische Formen mit beliebig viel Variabelen Giiltig- 
keit hat. 

Man kann sich dazu zunichst einer geometrischen Ueberlegung 
bedienen. Eine Form f mit p homogenen Variabelen z stellt, gleich 
Null gesetzt, eine Mannigfaltigkeit von p — 2 Dimensionen, eine 
My,-2, im projectiven Raume von p — 1 Dimensionen vor, welche als 
Fliiche f bezeichnet werden mége. Die Tangentenebene derselben im 
Punkte x hat die Gleichung 


(2) 2 i fi = 0; **) 


*) Salmon-Fiedler, Algebra d, linearen Transformationen, S. 273. 
**) G@. Bauer, Von der Hesse’schen Determinante der Hesse’schen 
Fliche einer Fliiche dritter Ordnung, Miinch, Acad. XIV. 1883. 
***) Da die Summationen sich immer von 1 bis p erstrecken, so geniigt es, 
die Indices anzugeben, iiber welche summirt wird, Unter den f,,,... sind im 
folgenden immer die entsprechenden Differentialquotienten von f nach @ zu 
verstehen. 


IF can ae ee 
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sie wird stationdr, d.h., es fallen zwei unendlich benachbarten Punkten 
entsprechende Tangentialebenen zusammen, wenn es mdglich ist, den 
Differentialen dz solche Werthe beizulegen, dass die p Gleichungen 


(3) 2 fix dn, = efi, 
fiir 
$—1,2,..., p 
bestehen , wihrend zwischen den dz noch die Relation 


(4) > adx; = 0 


mit willkiirlichen Coefficienten a stattfindet. Die Bedingungen (3) 
und (4) fiihren, wie man leicht sieht, auf 
H = 0. 

Nennt man einen Punkt von f/, fiir den eine stationiire Tangenten- 
ebene existirt, einen parabolischen Punkt, so hat man: 

Die parabolischen Punkte von f bilden eine M,-3, welche durch die 
Hesse’ sche Fliche H von f aus f ausgeschnitten wird. 

Vermége der p Gleichungen 


(5) > vifu=0, b=1,2,--4p 


sind zwei Flichen H und S, gebildet aus den correspondirenden Punkten 
x und y, eindeutig auf einander bezogen; S kann die zu H gehdrige 
Steiner’sche Fliche genannt werden*). Bezeichnet man die ersten 
Unterdeterminanten der Hesse’schen Form durch Hix, so ergiebt sich 
aus (5) fiir H = 0 
(6) HY Ye = Hix. 

Aus (5) folgt ferner durch Differentiation 


Ps dy fix + pe Yi finda = 0, 
i,t 


und hieraus 
(7) > hays =0, 
é 


d. h. die Steiner’ sche Fliche ist die Enveloppe der Polarebenen der 
Punkte von H in Bezug auf f. Soll nun die Tangentenebene von S 
in einem Punkte y stationiir sein, so miissen nach (7) die p Bedingungen 


> finde = efi, i=1,2,+-5p, 
A 


nebst den Gleichungen 


*) Vgl. meine Arbeit ,,Zur Theorie der conjugirten Kernflichen“, diese 
Annalen Bd, XXVII. 
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> 22, dx, = 2 Hix fxr dx, = > 4 Ye fixi da = 0, 


i, kt 
a aA d Qy=> 0 
fiir beliebige Werthe der « erfiillt sein. Diese Gleichungen erfordern, 
dass fiir beliebige Werthe der Gréssen a, ¢ die Determinante 


fi fie sos fv fh % 
ho ho» ie ink fap ho Cy 
= for for +++ Sop fp &p |’ 
H, H, Mn H, O 0 
@, G@ +++ a O O 








on gesetzt ist, verschwindet. Durch eine einfache 
t 


Reduction erhilt man aber, falls s den Grad von f bedeutet, mit 
Hiilfe von (6) 


in welcher H, fiir 


(§—1) A=— ware, >) Hy. 
i 


Die Bedingung » = 0 sagt aus, dass alle ersten Unterdetermi- 
nanten von H verschwinden, Dies findet statt fiir eine M,_, auf H, 
welche aus Knotenpunkten von H gebildet ist; sie heisse x. Jedem 
dieser Knotenpunkte von H entspricht eine Gerade, d. h. ein lineares 
Gebilde einer Dimension, mit stationirer Tangentenebene; auf einer 
solchen Geraden befinden sich » — 1 singuliire Punkte, die im all- 
gemeinen einer Cuspidalmannigfaltigkeit M,-s von S angehéren. Die 
M,-+ kann wieder Theile enthalten, fiir die auch noch alle zweiten 
Unterdeterminanten von H verschwinden, den Punkten derselben ent- 
sprechen dann lineare Strahlbiischel, lings deren die Tangentenebene 
von S stationiir bleibt, u. s. w. Das Gebict p-— 3” Dimension 6 
auf S, welches x entspricht, bildet cine singulire parabolische M,_; 
auf S. Die eigentliche parabolische M,_; von § ist daher charakterisirt 
durch die Gleichung 


2 Hiys = >) wey y firs = 0. 


i,k,t 


Das heisst: Die Tangentenebene eines Punktes x der Hesse’ schen 
Fliiche geht nur dann durch den gugeordneten Punkt y der Steiner’- 
schen Fliiche, wenn der letztere der eigentlichen parabolischen M,~3 von 
S angehirt, und die Punkte x bilden auf H eine My-s, lings deren 
sich die Fliichen 
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=0 und Hi Hi He = 0 
beriihren. ° 

Ist insbesondere f eine cubische Form, so fallen S und H zu- 
sammen*), und man hat den Satz: 

Die cigentliche parabolische M,~; der cubischen Fliiche f ist zu- 
gleich eigeniliche parabolische M,~-3 von H. 

Fiir eine cubische Form f, die selbst keine Knotenpunkte ent- 
hilt — welche Voraussetzung iibrigens unwesentlich ist — kann cu- 
gleich H keine anderen Knotenpunkic, als die in der genannten M,_4 
auftretenden, besitzen. Denn aus den Gleichungen 


oH 
Oa, > fmm =, 
i,k 


T= 1,2,---,p 


(s6)-" 


fiir «= y; d. h. es miisste y ein Knotenpunkt von / sein. Bei den 
cubischen Formen enthilt also die M,_, alle singuliiren Punkte von H. 
Kinem jeden derselben entspricht im allgemeinen eine Gerade mit 
constanter Tangentialebene auf H. Da die Determinante 


+ (Yn fnik) 


Bx 0) 
bei beliebigem «, B fiir HO den Factor «, 8, enthiilt, so folgt 
weiter: 

Auf jeder solchen Geraden von H liegen p — 1 Knotenpunkte von H, 
und umgekehrt gehen durch jeden Knoten von p—1 dieser Geraden.**) 
Sie bilden die singuliire M,_; der parabolischen Punkte auf H, welche 
mit P bezeichnet werden mige. 


folgt entweder w = 0, oder 








*) Dabei mag man bemerken, dass, so lange / keinen Knotenpunkt hat, 
correspondirende Punkte # und y nie zusammenfallen kiénnen. 

**) Man vergleiche die bekaunten Eigenschaften von H bei der Fliiche dritter 
Ordnung. Bei einer Form s‘** Ordnung mit p Variabelen geht durch jeden ihrer 
Punkte eine M,_,_» von Geraden, wenn s <p—2. Ist aber s = p—2-+ a, 80 
wird es eine M, p—s—5 Von Geraden auf derselben geben, so lange noch s<2p—5. 
Eine cubische Form enthiilt daher eine M,,_, von Geraden, Fiir p=5 gehen 
durch jeden Punkt der cubischen Form 6 Gerade, welche eine M, auf der Form 
bilden. Eine solche Gerade ist aber im allgemeinen nicht mehr Tangente von H 
in denjenigen Punkten, wo sie von H getroffen wird; dies ist vielmehr nur bei 
p=4 der Fall, 
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Aus den eben angefiihrten Betrachtungen kann man bereits 
folgern (vgl. die: Betrachtung gegen den Schluss dieser Note), dass 
fiir eine cubische Form mit beliebig vielen Variabelen der Satz 1) 
gilt. Die wirkliche Darstellung von Hy in dieser Form ist eine Auf- 
gabe der Formentheorie. Nun lisst sich allerdings, was ich hier nicht 
ausfiihren kann, fiir quaternire Formen eine solche Darstellung mit 
Hiilfe der symbolischen Methoden ganz allgemein geben. Aber bei 
einer beliebigen Anzahl von Variabelen erscheint eine directe Unter- 
suchung von Hy auf diesem Wege so weitliufig, dass ich vorzog, ein 
anderes Verfahren einzuschlagen, durch welches auf rein algebraischem 
Wege der in Rede stehende Satz bewiesen wird. Dasselbe stiitzt sich 
auf eine eigenthiimliche Identitiét, welche fiir alle cubischen Formen 
gilt, und die man auf folgende Art erhalten kann. 

Bezeichnet man der Kiirze halber die Unterdeterminanten H,, durch 


Yix, SO bestehen fiir das System von zweimal + P(p+ 1) Gréssen 


fix, Yix die Identitiiten 
H = Zz Yni fais 


0 =  . Ynifnk; 


(8) 


fiir ein beliebiges 
i= 1,2, 7% Py k=1,2, ee i—1, i+1, + + 6 De 
Aus ibnen i durch Differentiation 


ae —_ 2 (=e; OFas fni + Yni fuss) 
0 ->(% far Yni furs) . 


Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit 2;, die tibrigen 
mit den a, und addirt, so entsteht 


135 OD De Wf. + buH(s —2),*) 


(9) 





wo s der Grad von / ist, und 0;, das Kronecker’sche Symbol be- 
zeichnet; also wenn man mit den willkiirlichen Gréssen «,; multiplicirt 
und addirt 





(10) at ina D> 9 -~ fn + Ha(s — 2), 





*) Diese Gleichungen sind schon von Jacobi, Crelle’s Journal, Bd, XL, 
angegeben. 
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falls 


(11) In = a Ci Yni 


gesetzt wird. Wird nunmehr eine cubische Form s = 3 vorausgesetzt, 
so erhilt man 


eH OYni OYni Oni ) 
02,02, — 02,02, tot SG faim + Ox, ~ frit ? 


PUni OYns OUni 
ae? 5 02,0%, tat GS faim + 0%, furs): 


Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit y,;, die iibrigen 
p—1 mit 
Ys1, Ysa, ** *y Ys,i—ty Ysitty ** *y Ysp» 
und addirt, so findet man 


eH OY; 5 oy i Y i 
Yis 02 ,0%_ = H 7a,0e + >. (os * farm Usk es Oa, _ ~ fant ur) » 
k 


m 





7” 
oder, wenn man mit den willkiirlichen Gréssen @;«, multiplicirt und 
summirt 


¢ a In Nn 
(12) R. Fata = H goat +2 (3 - Me fnkm re. x, te me fats) 
falls man mit R, die Form 


(13) > vis a; a= >" On Yn» . 
i,k n 


d. h. die mit dem negativen Zeichen genommene mit den « geriinderte 
Determinante der /;; 








bezeichnet. 
Man schreibe nun die Gleichungen (9) in der Gestalt 


i 5a as Tae O%ns fas+ 2 fast Yass 


0 = os far + 2 frei Yas, 





il -, OY; ; , 
und multiplicire die erste mit -“*, die letzten p — 1 mit 
0%, 4 
OY ep OY 5 1 OY: s41 Lees’ OYip 
OL, : : Op, : OL, : ‘ OX : 


und addire wieder, so entsteht 





n 
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oH OU. _ OYns “id 
OX, O8p, => Oa, Sta t+ D fie on a, = Yas» 
n,k 


oder, wenn man wieder mit @;@, multiplicirt und addirt 








dH OR One be 
(14) Gay Bitty es Ge, Gay, fae + 2 font 33 = 
n,k 
Demnach wird aus (12) 
rR, #4 4 @2 4 OH @R , aH aR 
* 02,08, .. 0,0", ° dm, da, " 0a, dm, 


On — 
oe 2D 02, Fa, nt 


und wenn man noch mit @, multiplicirt und die Gleichungen (10) zur 
Anwendung bringt, erhilt man 





aH OR. 
(15) a, Ry 0a,a,, H Ta x +4 H (Far 
wo 
OR, On, oR, 3) Om Op 
Win = > (Ja2 0a, “02, Om fn — 92, Ohm fur Ge. 


Bildet man nun die Hesse’sche Form ph beiden Seiten der 
identischen Relation (15), so entsteht linker Hand 


a? R?H,,. 
Rechter Hand tritt nur ein Glied auf, welches den Factor H nicht 
enthilt; es ist die mit 2? multiplicirte Determinante W der Win 


> aR, Om oR, 5a") f Om On, 
ay 0m + Ga, Oey) — 2s Ba, Ge, |” 


Aber diese Determinante erkennt man winds als das Product zweier 
Factoren. Setzt man namlich 





Om Om |. , Om 





~~ oa Om, 
(16) D= . . . . 5 

Pe ay __, 2M 

0%, Om a8, | 


A=| afi t oxfi — fixe |, 
so wird 
W—=— DA. 
Kiir A erhilt man weiter 
Mathematische Annalen, XXVII, 35 
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Oy fir a: fi 
A=(—1~| f 10 
ay 01 








und, wenn man die letzte Horizontal- und Verticalreihe mit 2a, multi- 
plicirt, und dann die ersten p Reihen, mit den 2, --- x, multiplicirt, 
von dieser subtrahirt 


A=(— 1p (ie Tay (GtH — Gf on R.}- 


Hiermit ist zuniichst die identische Relation 
(17) a R2Hy = AH — (— 1)Pek* 3-2?" DRS 


erwiesen, welche fiir alle cubischen Formen gilt. Man kann dieselbe 
durch eine etwas andere Bildung der Determinante der auf der rechten 
Seite stehenden Gréssen nicht unerheblich vereinfachen. Setzt man 
zur Abkiirzung 


p é al: é vm ~ f y eR, Y fen Sin 
a > 9 k ees PS Pe ro 
m nky m 0a,0x ? n Sn 


0% x, m 
Oy, + 25m = Gm) 
so wird 


OR 
| (Hrim — 2 Pim) Ge, i » — dm 
RH =| OR ae 


Ou, 
| ~- Mise Sear 
oder wegen 


aR, 
> Pin dn = (Pp — WH, 


> rin in = (p — 2) 32 dx, ? 


(Hrim —2 Pim) G25 mH of za. 
a, H =f 2s, O 


(p — 1) R, 


P PP see ‘ 
(18) @& R82Hn = roa 





so dass der Factor R, rechts ausgesondert ist. Der dabei eingefiihrte 
Nenner H lisst sich wieder entfernen. Entwickelt man niimlich die 
Determinante nach Potenzen von H, so erhalt man fiir das von H 
freie Glied 

Pim Ss; 


Sm 


Hh Pipa = (— 1 3-2? ar D* fH. 








Multiplicirt man ferner die Determinante 
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i ola eat 
mit D?, und setzt 
Onn hy . 
> ae, = k,, 


so erhalt man 


(20) 


H, 





Pim k, 
Sm O 


und kann zugleich rechter Hand Dh, als ganze Function von x und 
den vollig willkiirlichen Gréssen & ausdriicken. Multiplicirt man endlich 
die Determinante 

fix fi hi 
fr 0 0 
h; 0 0 


pe + (hz H + 3f Ri), 








mit D*, so ergiebt die fiir die véllig willkiirlichen Gréssen k giiltige 
Formel 
| Pim Sr hy 
S, 0 0 
k, 0 0 
dass auch alle ersten Unterdeterminanten der in (19) links auftretenden 
Determinante noch von der Form 


BH + rf . 


sind. Aus diesen und aus Determinanten von der Form (20) ist aber der 

Joefficient von H in der Entwicklung der Determinante rechter Hand 
in (18) zusammengesetzt. Man kann daher die Identitiét (17) auch in 
der folgenden Form geben 


(17a) 02 RR Hy = A'f + B'H.*) 


Man kann endlich die Functionaldeterminante (16) noch umformen. 
Aus den Gleichungen 


ae, ~DVm cal ni + aif) A 


0=— 25 — * fas + turfs) 


— * did + 3f R), 





erhalt man 








*) Dass diese Identitiit bei beliebigem p nicht weiter reducirt werden kann, 
geht aus dem unten erwiihnten Falle p = 2 hervor. 


35* 
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aH 2Mn 
Oa, g= > (3 fri + 11 fats) ° 
Berechnet man hieraus D, so ergiebt sich leicht 


> (mfr) | 


eee P 


| Ox, | 
Beachtet man, dass 


Za fair tr = «a,H 
nt 


wird, so ergiebt sich hieraus 
> (infait) 


(21) HD == (— 1) (p — 1) 

wo also rechter Hand die Hesse’sche Form von f, gebildet in Bezug 
auf die Gréssen y, steht. Da die Benutzung der letzteren Gleichung 
den Nenner H wieder einfiihren wiirde, ist es zweckmiissiger, statt 


derselben die Gleichung 
> (1 fait) a; aH 








? 








— a,DH = (— 1p a 1 pH 
Oy 0 0O 
zu bilden, aus welcher unmittelbar 
(22) t,D = (— 1h (p— 1) R, 
entsteht. 


Aus der Identitit (17) oder (17a) ergeben sich einige allgemeine 
Bemerkungen. Verschwinden H und Hy, d. h. betrachtet man die 
parabolischen Punkte von H, so muss entweder / oder D?R, ver- 
schwinden. Im ersten Falle hat man die eigentliche parabolische Curve 
von H. R, dagegen kann nur verschwinden, wenn H mit allen ersten 
Unterdeterminanten verschwindet, d, h. fiir die M,_, der Knotenpunkte 
von H. Zugleich wird fiir H = 0, wegen 


R= a Qi Yik = UY Gy, 


(23) a, D = (— 1? (p — 1) pr (ay R,, 

so dass dann auch D verschwindet. Und soll umgekehrt fiir H = 0 
D verschwinden, ohne dass R, Null wird, so muss der Punkt y ein 
Knotenpunkt von H sein. Vertauscht man andererseits in der Identitit 
(17) « mit y, was wegen der Reciprocitit der Form H geschehen darf, 
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und versteht alsdann unter y irgend einen Punkt der singuliren para- 
bolischen M,_;, welche oben mit P bezeichnet warde, so verschwindet 
R, nicht, dagegen verschwindet jetzt wegen R, =O nach (23) die 
Functionaldeterminante D. Man hat also nach (17) den Satz: 

Die Mannigfaltigkeit P gehirt der Fliche Hy = 0 doppeltzthlend 
an, was iibrigens auch daraus geschlossen werden kann, dass sie aus 
linearen Punkireihen mit constanter Tangentenebene gebildet wird. 

In der Identitét (17a) kann man nicht allgemein den links auf- 
tretenden Factor von Hy entfernen, obgleich derselbe die véllig will- 
kiirlichen Gréssen @ enthilt, ohne dass die rechte Seite aufhért, von 
der Form Af+ BH zu sein. Fiir eine bindre cubische Form wird 
niimlich R, linear, und man findet aus (17a) 


on; 
o2 RzHn = H jan | + 20H {Om | py, 
t 0 a O | 





Hier erhilt man aber, fiir f = (a,)°, 
D = 18(ae@) (be) (ab), 
R.= 6(aa)’ a,, 


wiihrend die Factoren von H und 2DH in der eben angegebenen 
Identitiit werden 
6 - 36 - (ab) (cb) (aa)? (ca)? b, und 6(aa)* az. 


Nach einigen einfachen Umformungen entsteht demnach, wenn 
a, = — &, & —-+ 4, gesetzt wird 


. H . 
asd (¢2)* Hn = [5 He for D>) #35, — Hla fin] — 54(¢2) Hee Qo» 


wo 
Qe) = (ab)? (cb) a, ¢,?; 

welche Gleichung nur zeigt, wie aus dem rechter Hand eingeklammerten, 
fiir ¢ <== verschwindenden, Terme der Factor (¢7) entfernt werden 
kann; Hy ist tibrigens die Discriminante der biniiren cubischen Form, 

Fiir eine Form f mit mehr als zwei homogenen Variabelen muss 
dagegen der Factor a: R2~' entfernt werden kinnen. Verschwinden 
nimlich f und H, so muss auch Hy verschwinden. Denn R, kann 
nur verschwinden, wenn alle ersten Unterdeterminanten von H Null 
sind; dann verschwindet aber auch Hy. Demnach verschwindet Hy 
iiberall, wo f und H verschwinden. Nun hat aber Herr Néther*) 
untersucht, unter welchen Bedingungen hieraus eine Darstellung von 
der Form (1) folgt. Setzt man voraus, dass f iiberhaupt keine singu- 





*) Diese Annalen Bd, VI, 8. 351—359. 
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laren Elemente enthilt, was, ohne die Allgemeinheit zu beeintriichtigen, 
geschehen darf, so ist, da eine specielle Bezichung von f und H auch 
in den singuliren Punkten von H im allgemeinen nicht stattfindet, 
hierzu erforderlich, dass Hy mindestens q-fach verschwindet, wenn H 
lings einer f und H gemeinsamen Mannigfaltigkeit g-fach Null ist. 
Nun gilt aber der allgemeine, leicht zu beweisende Satz: 

Wenn eine Form von p homogenen Variabelen einen q-fachen 
Knotenpunkt hat, so hat ihre Hesse’ sche Form im allgemeinen einen 
pq — 2(p — 1)-fachen Knotenpunkt, dessen ,,Knotenkegel“ aus zwei 
Theilen besteht, von denen der erstere mit dem Knotenkegel von f zu- 
sammenfallt, wihrend der zweite aus dem ,,Hesse’schen Kegel“ des 
letzteren gebildet wird*). 

Fiir p = 5 tritt iibrigens nur eine einfache Maunigfaltigkeit von 
Knotenpunkten von H auf, so dass auf / selbst nur eine endliche An- 
zahl singulirer Punkte von H liegt. 


Miinchen, 8. Marz 1886. 


*) Fiir p = 4 findet man diesen Satz in der Arbeit des Herrn Rohn, diese 
Annalen Bd. XXIII, bereits ausgesprochen, 
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Ueber einen Fundamentalsatz aus der Theorie der 
algebraischen Functionen. 


Von 
A. Voss in Miinchen. 


Man verdankt Herrn Noether die fiir die Theorie der algebraischen 
Curven (und auch fir héhere Mannigfaltigkeiten) fundamentale Unter- 
suchung tiber die Frage, welchen Bedinguagen eine Curve (Fliche etc.) 
F(ay) =0 wu geniigen habe, damit F von der Form Af + Bo sei, 
wo A, B, f, p wieder ganze rationale Functionen von 2, y sind. Dem 
Beweise fiir den einfachen Fall, dass jene Darstellung stets miglich 
ist, wenn F’ durch simmtliche als einfache Punkte von f= 0, op — 0 
vorausgesetzte Schnittpunkte dieser beiden Curven hindurchgeht (Math. 
Annalen II, 8. 314), welcher spiiter von Herrn Bacharach in seiner 
Dissertation (Erlangen 1881) reproducirt wurde*), hat Herr Noether 
im VI. Bande dieser Annalen eine ftr alle Fille giiltige Betrachtung 
hinzugefiigt. Aber die dort gegebene héchst scharfsinnige Darstellung 
diirfte einige Schwierigkeiten bieten, welche es wiinschenswerth erscheinen 
lassen, das genannte Theorem, dessen strenger Beweis um so wichtiger 
erscheint, als auf demselben eine grosse Zahl weiterer und tiefgehen- 
der Untersuchungen, insbesondere von Herrn N oether selbst, beruhen, 
in einer einfacheren Weise darlegen zu kénnen. Auf diesen Gegen- 
stand beziehen sich die folgenden Bemerkungen. 

Auch Herr Halphen hat**) einen Beweis fiir die in Rede stehende 
Frage gegeben. LEinerseits aber setzt derselbe den Beweis fiir den ein- 
fachen Fall bereits voraus, andererseits dirfte die auf einem Grenz- 
iibergange, resp. der Methode der Variation der Constanten, beruhende 
Verallgemeinerung desselben nicht durchsichtig genug sein, um einen 
rein algebraischen Beweis entbehrlich zu machen. Bei der so wesent- 
lichen Aenderung iiberdies, welche die Bedingungen der Darstellbar- 
keit von F’ in der obigen Form erfahren, sowie f und @ specielle 


*) Siehe auch Band 26 dieser Annalen, pag. 276 ff. 
**) Sur un théoréme d’algébre, Bull. de la société math. de France, tome V, 
pag. 160. 
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Singularitiiten in einem gemeinsamen Punkte annehmen, scheint es 
iiusserst umstiindlich, einen solchen Grenziibergang in villig befriedigender 
Weise klar zu legen. 


$1. 


Es seien f und zwei ganze rationale Functionen von x und y, 
deren Grad in y der m'* und n** sei, von denen vorausgesetzt werden 
moége, was durch eine lineare Substitution stets erreichbar ist, dass 
y”™ und y" in f und @ in nicht verschwindende Constanten multiplicirt 
sind. Eine beliebige ganze rationale Function derselben Variabelen 
W wird man immer in eine solche Form bringen kénnen, dass 


W=fF+ Af+ Bg, 


wo F eine Function ist, deren Grad in y dann < m + n — 1 voraus- 


gesetzt werden kann. Nach einem bekannten Satze hat man nun, 
wenn 





(1) f=A,+Ayyt---+ Any"; 
p= B+ Byt---+ By", 
P um C, “ Cyy +- weve + Cmte", 
(2) FR=Af+Bg, 
oder 
a, Bm, By oss f 
0 A, A,... fy 
0 0 A... fy 
(3) B, B, B,...@ =, 
O B, B,... py 
0 0 BB... py 
CG C; C, eee F | 





wo R die in Bezug auf y gebildete Sylvester’sche Resultante der 
beiden Formen f und  bedeutet. Die in (3) enthaltene Dartellung 
von F ist bei beliebigen Parallelverschiebungen des Coordinatensystemes 
absolut invariant. Diese sehr nahe liegende Bemerkung kann man 
tibrigens leicht auch ganz direct beweisen, indem man die Deter- 
minante in (3) mit der m+ m-reihigen Determinante H multiplicirt, 
deren erste Horizontalreihe aus den Elementen «°, a', a... at"—', 
deren folgende aus den Ableitungen derselben nach der beliebigen 
Grésse a gebildet sind, und dann durch das Product 


(1.21314! ... (m+n—1)3) 
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dividirt. Man erhilt dann durch eine einfache Reduction der so gebildeten 
Determinante an Stelle der linken Seite von (3) 


fa fa O*...f 


O fa fa ... f(y—a) 
| 0 O fa ... f(y—a? 
lpe gia 22... ' 


O ga ga... p(y—a) 
1 Oo 0O gpa ... p(y—a)* 


| 
: 2 





| Fe Fa 7s --+ FF 





aus welcher Form die obige Behauptung hervorgeht. 

Soll nun F von der Form af + bo selbst sein, so muss jeder in 
R enthaltene Factor in der rechten Seite von (2) entfernt werden 
kénnen, ohne dass dadurch die Form derselben geiindert wird, und 
man hat nur zu ermitteln, welches die Bedingungen sind, unter denen 
fiir jeden f und » gemeinsamen Punkt eine solche Theilbarkeit statt- 
findet. , 

Fiir einen solchen Punkt sei R = ¢R’, so dass also R den Factor 
¢ enthilt, durch den die in demselben vereinigten gemeinsamen Punkte 
von f und » bestimmt sind. Es sei ferner 


(4) A= ey + ayes ++ eay"", 
B=6o+ By +--+ + Bm-iy""; 

so ist nach Voraussetzung 

(5) FR =A’'f+PBoQ. 

Die beiden Polynome 4’, B’ kann man jedenfalls in der Form 
a + ayt::-+a1y"' + Hg, 
by + Oy +--+ + bunny" + Kf, 

voraussetzen. Durch Subtraction von (2) und (5) entsteht 


n—1 m—1 


O=f >) («—ta)y + 9 >) Gi—th)y — tfo(H+K), 


welche Identitaét nur bestehen kann, wenn H + K = (0, da anderen- 
falls der erste Term, welcher y nur in der m + n — 1 Dimension ent- 
halt, durch fo theilbar sein miisste. Aber jener Term selbst kann nur 
verschwinden, wenn sammtliche 


a, — ta, B; — th; 
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verschwinden, da f und @, welche an sich nicht als irreducibel voraus- 
gesetzt zu werden brauchen, doch wenigstens keinen Factor in y ge- 
meinsam haben werden. 

Und so hat man folgenden Satz: 

Zur Darstellung von F in der Form af + bo ist nothwendig wnd 
hinreichend, dass diejenige Form, weiche aus der Sylvester’ schen Resul- 
tante von f und  entsteht, wenn sie horizontal mit den Coefficienten 
von I’, vertical mit beliebigen Coefficienten gerdndert wird, durch jeden 
Factor der Resultante theilbar bleibt. 

Man bezeichne jetzt eine beliebige Unterdeterminante von R durch 
Ri, (und zwar sollen die ersten Indices sich auf die Horizontalreihen 
beziehen), ihre Elemente selbst unterschiedslos durch 7;,, so dass also 


199 = Ay, 1% = Ay, - +) Tom = Any Tompt = 9, «.-. 
ry = 9, i tae Ay, +--+; 
To = 0, = 0 ,... 
wird. Zufolge der eben ausgesprochenen Bedingung ist dann, wenn 


ein f und m gemeinsamer Punkt zum Aufange der Coordinaten ge- 


macht wird ,*) 
k=m-+-n—-1 


> CG Ri) 


k=0 


von derselben Ordnung Null, wie R; d. h. man kann setzen 


Ray Ra = Ajo + G12 + ai2z*? +---, 


wo auf der rechten Seite eine Potenzreihe nach a steht. Aus dieser 
nothwendigen und hinreichenden Bedingung erhilt man, wenn man 
mit r;, multiplicirt und nach i = 0, 1,..., m+ » — 1, summirt 


(6) C= >" aio rin +2 >) airrin + 22 >) aiarin >> 


oder durch Multiplication mit y* und Summation nach h 
r= > aioriay" + x > ais ray’ + a>! Gieriny + + 
i,h i,h i,h 


Beachtet man nun, dass 


*) Den Fall, dass zu ein und demselben Werthe von a2 mehrere ver- 
schiedene y gehéren, fiir welche f und @ Null sind, wird man durch Coordinaten- 
transformation von vornherein vermeiden kénnen, so dass zu «= 0 alsdann auch 
nur Werthe y= 0 gehdren. Vgl. auch § 2. 














Ueber einen algebraischen Fundamentalsata, 531 
Dray =f Dray =fy, Dray = fy. 
> rary! = ¢, > repay! = Y,--. 


so ergiebt sich unmittelbar als nothwendige und hinreichende Be- 
dingung 


(7) F=af+ bg, 


wo nunmehr a, b zwei Potenzreihen nach z sind, deren Coefficienten 
Polynome in y sind, welche y respective héchstens in der » — 1, m — 1' 
Potenz enthalten. 

Aus einer Relation von der Form (7) folgt aber unmittelbar durch 
Vergleichung gleich hoher Potenzen von y riickwiirts wieder die Glei- 
chung (6) oder auch die ihr unmittelbar vorhergehende, welche selbst 
als hinreichend und nothwendig erkannt war, Demnach ergiebt sich 
das folgende Criterium fiir die Darstellbarkeit von F in der Form 


< Af+ Bo: 


Zur Darstellbarkeit von F in der gewiinschten Form ist es noth- 
wendig und hinreichend, dass in der Nihe jedes gemeinsamen Punktes 
von f=0 und m=O ewei Potenzreihen a und b nach x existiren, 
deren Coefficienten Polynome n — 1, m— 1 Ordnung in y sind, so 
dass die Relation (7) identisch erfiillt werden kann. 

Herr Noether hat (a. a. 0.) die Bedingungen fiir die Darstell- 
barkeit von F' in einer etwas anderen Form ausgesprochen, welche 
fiir die Anwendung vielleicht bequemer erscheint, und die man etwa 
so ausdriicken kann: 

Es miissen fiir jede den Gleichungen f=0, yp = geniigende 
Lisung « =a, y= £6 zwei Entwickelungen A’, B’ nach Potenzen von 
uc — a, y— B existiren, so dass identisch 


F=Af+PBoQ. 
Man kann aber, wie aus den Betrachtungen von Herrn Noether 
hervorgeht, voraussetzen, dass 4’, B’ die Variabele y — 6 nur bis zu 


einer endlichen, geniigend hohen, Potenz enthalten. Setzt man nun, 
wie oben 


4 = [41+ 94’, 
B=([B\+fB", 


wo [A’], [B’], y — B uur in der » — 1., m — 1. Dimension enthalten, 
so wird 


F — {{4f + (B)9} = fo(4"+B’") 
welche Identitiit nur bestehen kann, wenn A”+B” Null ist, da die 
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linke Seite als Function m + nm — 1'* Ordnung in y — £ nicht durch 
f¢ theilbar sein kann. Damit ist die Uebereinstimmung beider Criterien 
nachgewiesen. 


§ 2. 

Fiir die Untersuchungen in der Theorie der algebraischen Curven 
ist von besonderer Wichtigkeit der Fall, wo f und g in den ihnen 
gemeinsamen (vielfachen) Punkten keine Beriihrung m*t einander ein- 
gehen. Dieser Fall ist z. B. derjenige, welcher in den Untersuchungen 
der Herren Brill und Noether zunichst vorausgeset=t wird, da die 
Ausdehnung derselben avf die besonderen Fille weiterer gemeinsamer 
Punkte durch Ueberlegungen anderer Art hinlinglich einfach erreicht 
werden kann, ohne das in § 1 bewiesene Fundamentaltheorem voraus- 
zusetzen. Ich gebe daher im folgenden eine ganz directe Unter- 
suchung fiir den Fall, dass f und @ lediglich Punkte mit einander 
gemein haben, welche fiir /, p beziehungswe'se k, 1 fach sind, wéhrend 
die Zweige von f mit denen von p dabei keine Beriihrung besitzen. Es 
gilt dann niimlich folgendes Theorem: 

Wenn fiir jeden gemeinsamen, etwa k, l-fachen, Punkt von f, » 
der Ausdruck F bis zu den Gliedern k + 1 — 2%" Dimension inclusive 
mit der Entwickelung A'f + Bp identisch gemacht werden kann, wo 
A’, B’ ganze rationale Functionen von x, y sind, so ist F von der 
Form Af+ Bg. 

Wenn k <1, so kann man, da F selbstverstindlich einen k-fachen 
Punkt an einer solchen zum Anfangspunkt der Coordinaten gewiihlten 
Stelle besitzen muss, setzen: 


(1) f= fet fortes + fas 
P= M+ Ppt: >> + Pry 
FeRthut: +h, 
wo fi, x, F, binire Formen von z, y vom Grade h bedeuten. Ordnet 
man auch A’, B nach biniren Formen 


A=a+a,+-:-, 
B=b+5,+-::, 
so sind die durch den zu beweisenden Satz ausgesprochenen Bedingungen 
afi = Fi, 
Os fa t+ Ofer = Figs, 
(2) q—ife + G@aafiti + +--+ afi toao=Fi, 
Qi—npaife + i—efezs + + - + ay fign +O, 9: + Oo gins = Figs, 


Gof +... Ofte + Dear + + + > + Oy Qegi—e = Figse- 





\“ -_ ' _ -_ 


ae) 
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Setzt man die aus den Gleichungen (2) fir die Coefficienten von F 
entspringenden Bedingungen als erfiillt voraus, so kann man stets die 
in a1, by-1, enthaltenen & + 7 Constanten so bestimmen, dass noch 
die Terme k+1—1'* Dimension in F und A’f + Bp iberein- 
stimmen. Denn hierzu ist erforderlich, dass identisch 


(3) fea + Qik = Frysi-t — {fips a2 + Pi 41 O%-2 +:: } =S 


wird. Bezeichnet maa nun die Sylvester’sche Resultante der beiden 
biniiren Formen f;, g, durch A, so hat man bekanntlich die identische 


Gleichung 

iP + 9 = AS ? 
so dass die Coefficienten von a1, dx: die durch A dividirten Coef- 
ficienten der Polynome P, Q sind. Da aber A nach der Voraus- 
setzung nicht verschwindet, ist die eben gemachte Behauptung erwiesen. 
Von der Resultante R der beiden Functionen f und g lisst sich unter 
derselben Voraussetzung leicht nachweisen, dass sie nach Potenzen 
von x entwickelt mit dem Gliede 

at AM 
beginnt, wo die Constante M nicht verschwindet, 
Man schreibe namlich R in der folgenden Weise 

A, A, A,.. A, Anyr.-Ai-1 Ay «+ Apia] Anpe -. 
0 A, A, » Ay-1 A; ee Aj_2 Aj-1 ee Apti-s Agyi-1 ° 
0 0 A, ee Aj-2 Ay-1 ee Aj_3 Aj-2 ee Apyi-s Axii-2 ee 


." A, . A | Aes 
6. Ge ane tae 
bes ae eae Urge es | Se 
| eT ee ee ae ee 

| 











ee B Bry ee Byer B, ee Briar Buz: ee 
° Bye B, ee Bis Bri oe Br+i-2 Bri ° 


o oot 
— s ob: 
eb] - 














B, ee By-2 By-s ee Bis Bi» oe Bizi-s Buri-2 we 
= ae 
Ts See a 
B |B, | 
.0 
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und bezeichne die einzelnen Felder in der durch diese Zerlegung ange- 
deuteten Weise durch 








al 1 2 | 

b| 3 a 

st 8 1.67 

S708 

a) 7 8 | 
€ 7 


Die Felder 1 und 5 bilden eine k + / reihige, 4 und 8 eine 
m-+-n»—(k-+1) reihige Determinante. Man hat so vier Gruppen 
a, b, ec, d von Horizontalreihen, mit je 1, » —l, k, m —k Reihen, 
und zwei Gruppen e, f von Vertikalreihen mit je k+1, m-+-n—(k+1) 
Reihen von Elementen. 
Aus den ersten / Reihen a kann man die Factoren 

a, oH, ..., geri 
heraussetzen, dann erhalten die Elemente im Felde 2 der Reihe nach 
die Coefficienten 

ant, g- Ot), . 

Ebenso kann man aus den & Reihen ¢ die Factoren 

#, eR, ..., or 


entfernen; die Elemente in 6 enthalten dann die Coefficienten 


aah 1) | 


e+") 


a , o- Ore, ..., oe H9., 


Aus den k + 1 Reihen e sondere man nun die Factoren 
*. at, « otee a (k+i—1) 


aus. Endlich entferne man aus jeder der Reihen } und d den Factor a*+'-! 
und aus den Reihen f ebenso den Factor 2—@+—), Setzt man in der 
so umgeformten Determinante nun «=O, so verschwinden alle Elemente 
in 3 und 7, wiihrend die Elemente in 1 und 5 tibergehen in die der 
Resultante A. Die Elemente in 4 und 8 bilden eine Determinante M, 
welche nicht verschwindet, wenn man voraussetzt, dass die beiden 
Formen f und fiir =O keine gemeinsame von Null verschiedene 
Wurzel y= c besitzen, was durch eine geeignete Wahl des Coordi- 
natensystemes von vornherein bei allen gemeinsamen Punkten von f 
und @ erreicht werden kann. 
Da nun im ganzen der Factor 


ki+ £ a-1 ++ tS ae—y—teqi-na+n 
, . = ght 
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herausgenommen ist, so wird 

R=AM2z' +..-., sel 
wie zu zeigen war. Nunmehr versehe.man R mit einem aus den 
C, C, C, ... gebildeten horizontalen und einem aus den beliebigen 


Groéssen p, Py, -- +, Pn—13 Yor Gir - ++» Qm-1 gebildeten verticalen 
Rande. Setzt man dann 


9(By + By t::- + Buy) + fle, +ayt---+aay| 
=m tye + Bayt ps, 


so ist es nach den Gleichungen (2) und (3) stets méglich, die Poly- 
nome e@, 6 so zu bestimmen, dass, nach Potenzen von x geordnet 

C.— vn 
mit dem Gliede 

gkhtt-h Ch 
fiir 

h=0,1,2,...,4+17—1, 
beginnt. Die Coefficienten y entstehen aber, wie man unmittelbar 
sieht, indem man die 7 Reihen a und die & Reihen ¢ in der Resultante 
mit den Polynomen «, 8 multiplicirt und die Resultate vertical addirt. 
Multiplicirt man daher in der geriinderten Resultante R’ die Reihen 
a mit den Polynomen a, die Reihen c¢ mit den Polynomen #, so kann 
man durch Subtraction der entstandenen Elemente von der letzten 
Horizontalreihe erreichen, dass an Stelle derselben die Elemente 
C, — yx eintreten. 
Diese letzteren werden also 


CgPO .. 25 CPT * . . ., CgmPtre. . ., 2 0 09 Beene. 0s, 


i—1 k—1 
- > (api) —>'6 qi)- 


Man kann daher aus denselben noch immer den Factor z*+'— ent- 
fernen, und iibrigens bei beliebiger Wahl der Gréssen p, gq die zuvor 
beschriebene Absonderung des Factors 2*‘ vornehmen. Setzt man 
dann wieder z=, so erkennt man, da die k +1 ersten Elemente 
der letzten Horizontalreihe wieder Null werden, dass die Entwickelung 
der Form RF’ mit dem Gliede 


a AM’ — 2" AM | Sen +560 | 


beginnt, wo M’ durch Riinderung aus M entspringt.*) Dies aber war 
zu zeigen. 


*) Es geniigt iibrigens, die allgemeine Abziihlung im Texte fiir irgend einen 
speciellen Fall, z. B, k = 2, 1 = 8 auszufiihren, 
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Derselbe Weg kann iibrigens in allen den Fillen eingeschlagen 
werden, wo die Bedingungen, denen F' zu geniigen hat, in einfacher 
Weise ausdriickbar sind, so z. B., wenn f und @ sich in einfachen 
Punkten in beliebig hoher Ordnung beriibveh und dergleichen. Da- 
gegen erscheint es schwierig, einen gleich einfachen Beweis fiir den 
allgemeinen in § 1 behandelten Fall zu fithren, da hierzu eine all- 


gemeine Entwickelung von R nach Potenzen von « erforderlich sein 
wiirde. 


Miinchen, 23. Mai 1886. 
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Ueber den Zusammenhang der Riume constanten Riemann’schen 
Kriimmungsmaasses mit den projectiven Raiumen. 


Von 


Frrepricn Scuur in Leipzig. 


Seitdem Riemann in seiner Habilitationsschrift zuerst darauf hin- 
gewiesen hatte, dass die Unterordnung unseres concreten Raumes unter 
den allgemeinen Begriff einer Mannigfaltigkeit oder eines Raumes aus- 
gehen miisste von den besonderen Eigenschaften derjenigen quadratischen 
Form der Coordinatenzuwachse, durch welche das Quadrat des Linien- 
elements dieses Raumes dargestellt ist, ist eine grosse Anzahl von 
Abhandlungen iiber diesen Gegenstand erschienen. Ich will hier nur 
zwei derselben hervorheben. Einmal die von Herrn Beltrami*), welcher 
ausgehend von der durch Riemann gegebenen Form des Linienelements 
der sogenannten nicht-euklidischen oder projectiven Riiume zeigte, dass 
die geodiitischen Linien solcher Ritume durch lineare Gleichungen dar- 
gestellt werden kénnen, und dass solche Riume im Riemann’schen 
Sinne constantes Kriimmungsmaass besitzen. Nennt man nimlich die- 
jenigen Fliichen, welche aus den einfach unendlich vielen durch einen 
Punkt laufenden geoditischen Linien, deren Anfangselemente einer 
Ebene angehdren, bestehen, geodiitische Flichen, so hiingt, wie Riemann 
bemerkte, die Beschaffenheit des Raumes in der Nihe jenes Punktes 
wesentlich von dem Gaussischen Kriimmungsmaasse dieser Fliichen ab, 
in analoger Weise wie die Beschaffenheit einer Fliche in der Nahe 
eines ihrer Punkte abhingt von den Kriimmungsradien der Normal- 
schnitte. Wie diese durch einen Quotienten zweier quadratischen 
Formen der Parameterzuwachse, welche die Richtung des betreffenden 
Normalschnittes bestimmen, dargestellt sind, so ist auch jenes Rie- 
mann’sche Kriimmungsmaass als Quotient zweier quadratischen Formen 
derjenigen Gréssen darstellbar, welche die betreffende geodiitische Fliiche 
bestimmen; und es wird dieser Ausdruck seinem Werthe nach unabhingig 


*) S. Beltrami, Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costante, 
Annali di Mat. ser. IJ, tom. II, p. 232, 


Mathematische Annalen. XXVII. 36 
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von diesen Gréssen sowohl als von den Coordinaten des beirachteten 
Punktes eben fiir die projectiven Riume. Wenn hiernach also diese 
Riume als solche constanten Riemann’schen Kriimmungsmaasses charak- 
terisirt waren, so blieb noch die Frage unentschieden, ob auch jeder 
Raum constanten Riemann’schen Kriimmungsmaasses ein projectiver 
sei. Diese Frage ist in der zweiten zu erwihnenden Abhandlung von 
Herrn Lipschitz*) in bejahendem Sinne beantwortet worden. Es ist 
nun das Hauptziel dieser meiner Abhandlung dem Beweise dieses 
Resultates, der in rein analytischer Form schwer zu iibersehen ist, eine 
einfachere Gestalt zu geben. Ich glaube dies durch einige geometrische 
Erwiigungen erreicht zu haben. 

Um, wie es auch Herr Lipschitz gethan, nicht sogleich den ge- 
sammten Complex der Eigenschaften solcher Riume fiir den Beweis 
zu benutzen, fragte ich, welches die Eigenschaften der projectiven 
Raume sind, die man denselben bis zu einem gewissen Grade nehmen 
kann, ohne den Zusammenhang mit einer gewissen Constanz des 
Kriimmungsmaasses aufzugeben. Nun ist doch ein projectiver Raum 
dadurch vollstiindig charakterisirt, dass jede seiner geodiitischen Flichen 
doppelt unendlich viel seiner geoditischen Linien enthilt. Ich habe 
daher nach solchen Raiumen gefragt, welche diese Eigenschaft nicht 
voll besitzen, sondern fiir welche nur ein Theil ihrer geodiitischen 
Flichen, niimlich die durch einen festen Punkt gehenden doppelt un- 
endlich viel ihrer geoditischen Linien enthalten, und bin so genau 
zu derselben Form des Linienelements gelangt, von welcher Herr 
Lipschitz ausgegangen ist. Aus ihr folgte nun leicht, dass in einem 
Raume, dessen siimmtliche geoditische Flichen durch einen festen 
Punkt doppelt unendlich viel seiner geodiitischen Linien enthalten, fiir 
jeden Punkt das Riemann’sche Kriimmungsmaass aller geoditischen 
Fliichen durch die geodiitische Linie nach dem festen Punkte denselben 
Werth besitzt, und umgekehrt. Mit diesem Resultate ist der Beweis 
der Identitiit der Riiume constanten Kriimmungsmaasses mit den pro- 
jectiven Riumen gewissermaassen in seine Elemente zerlegt und ab- 
gelést von jedem besonderen Coordinatensysteme. Es ergab sich so 
einerseits mit Nothwendigkeit die Frage, wie viel soleche ausgezeichnete 
Punkte in einem Raume existiren miissen, damit jeder Punkt so be- 
schaffen , der Raum also ein projectiver sei, und es wurde festgestellt, 
dass das Vorhandensein zweier solcher Punkte jedem andern dieselbe 
Kigenschaft auferlegt. Andrerseits fragte sich, ob das Riemann’sche 
Kriimmungsmaass eines Raumes fiir jeden Punkt nach allen Richtungen 
denselben Werth haben kénne, ohne dass es doch fiir alle Punkte 


*) S. Lipschitz, Fortgesetzte Untersuchungen u. s. w. Journal f. r. u. a. M. 
Bd. 72, p. 1. 
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constant bleibt, und es wurde durch Verneinung dieser Frage gewisser- 
massen das Analogon des Satzes gefunden, dass es ausser der Kugel 
keine Fiche mit lauter Nabelpunkten giebt. 

Ich habe diesen specielleren Untersuchungen eine vollstiindige Be- 
griindung der Begriffe und Siitze der allgemeinen Theorie der Riaiume 
vorausschicken zu miissen geglaubt, um dem Leser das Verstindniss 
jener zu erleichtern. Das einzig Neue an denselben mag sein die 
midglichste Vermeidung blosser analytischer Kunststiicke und die durch- 
gehende Anlehnung an geometrische Analogien. Den Schluss bilden 
kurze Betrachtungen iiber Verallgemeinerungen des Riemann’schen 
Kriimmungsmaasses. 


§ 1. 
Ueber die geoditischen Linien. 


In einem Raume von » Dimensionen, dessen Punkte innerhalb 
eines gewissen Bereiches mit den Werthsystemen der » Coordinaten 
Ly, Ly, -~ +» % in umgekehrt eindeutiger Beziehung stehen modgen, 
sei die Entfernung ds zweier unendlich naher Punkte (2,) und (%,-++ d,) 
gegeben in der Form: 


n 
(1) ds? = >) AgpAXa AX, 
a,b 
wo die a, analytische Functionen von 2, 7, ..., 2, sind, welche 


der Bedingung geniigen, dass 1) a5 = aya, 2) die Determinante 
obiger quadratischer Form nicht identisch verschwinde und 3) diese 
Form eine definite oder stets positive sei. Dann sind die inneren 
Maassverhiltnisse in diesem Raume vollkommen bestimmt, d. h. es ist 
Alles bestimmt, was sich auf die Ausmessungen in demselben mit 
Hiilfe von geraden oder kiirzesten Linien bezieht. Es wird daher zu- 
nichst unsre Aufgabe sein, die Gleichungen solcher geodiitischer Linien 
eu finden. 

Sei nun » die Liinge einer solchen etwah vom Anfangspunkte aus- 
gehenden kiirzesten Linie, so sollen jetzt 7,,2,..., 2%, so als Fune- 
tionen von r dargestellt werden, dass das Integral 


(2) rf V dab AL, Ax, 


ein Minimum werde, Wir haben dann beiliufig die Relation: 


' dx, dx, 1 
(3) > a,b Tp —s 


a,b 





36* 
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Variiren wir also die z, um ¢§, wo die & beliebige Functionen von 
y, die nur der Bedingung geniigen an den Grenzen zu verschwinden, 
und wo é eine unendlich kleine Grésse, so wird aus der Summe unter 
dem Wurzelzeichen: 


wae Sloot ee) (Set edb) (Bret) 


a,b,¢ 


_ 7 ( Oa,, da, $. dz, dé, 
-arfit.(S “Ga, dr de Set 2a Ge ay ))}. 


a,b,¢ 


wenn wir die Glieder mit héheren Potenzen von ¢ vernachliissigen. 
Demnach erhalten wir als nothwendige Bedingung fiir das Minimum 
unseres Integrals: 


(> dz, dz dz, dé 
0 fx a _ ap be +2 a6 a dr = 0. 
a, b,¢ 


Auf Grund der Identitit: 


d E dia . (“0G :) az, dé 
(6) a; (Sa a a B+ de as —- x 


a,b, a, a,b 








wird hieraus: 


r 


Re a(a dz, 
Oaq5 da, dm « *\ " Gs ) 
(7) fx da, dr dr _— dr gc 


0 


r 


+ afc (> Ag 6 be bs) =0, 
a,b 


0 


wo das letzte Integral fortfillt, weil die & an den Grenzen verschwin- 
den sollen. Da nun diese Gleichung fiir jedes noch so kleine Stiick 
der kiirzesten Linie bestehen soll, so muss die Function unter dem 
Integralzeichen verschwinden; weil ferner die § noch ganz willkiirlich 
sind, so miissen die Coefficienten der & verschwinden. Wir erhalten 
demnach folgendes System von Differentialgleichungen zur Bestimmung 
der kiirzesten Linien : 


ad = dx, 1 0a,, da, da, = 
(8) ay > te: dr }~ 2 0x, = dr (c= 1,2,...)). 


a,b 


a 




















Ueber Riiume constanten Kriimmungsmaasses II, 
Wir erhalten demnach: 


(9) da de, i> B59 Bac ) dx, da, 
\ “a se ol \ 6a, da, ) dr dr ~ 
a 


a, 





Vertauscht man rechts a mit ) und addirt die so entstehende Gleichung 
zu (9), so erhalten wir bei Einfiihrung der Abkiirzungen: 


0a, 045, 04,5 
(10) Pr.ab = Oa, + a, = Oa, 





als endgiiltige Form der Differentialgleichungen der kiirzesten Linien: 


n n 
x 1 dx, dx, 
(11) 2 Get Bae = 
a, 


a 
Soll also die kiirzeste Linie durch den Anfangspunkt gehen und 


. ae, : 
sollen dort die , “, gegebene Werthe », annehmen, so sind auf Grund 


dieser » linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung, weil die Deter- 

minaute der quadratischen Form (1) nicht verschwindet, auch die 
d*x, Bx, 

ae? are? ** 

im Anfangspunkte bestimmt, sodass man die 2, in der Niihe dieses 

Punktes als Potenzreihen von r entwickeln kann, und zwar sind die 

Coefficienten von r" ganze homogene Functionen n'" Grades der m,. 

Im Besonderen ergiebt sich: 


: x, \® 1 
(12) ( ny ) = 5D A wes 1, 15> 


a,b,¢ 





wo: 


(13) >) Ame doc = 0 oder 1, je nachdem aSm oder a = m ist; 


mit dem oberen Index 0 seien, wie im Folgenden stets, die Werthe 
bezeichnet, welche die betreffenden Functionen im Anfangspunkte an- 
nehmen. Setzen wir y, = 7, so wird: 


14) tu = Ym — FD) Ameeav Yo Yo + Ws < +9 Ha)? bo 


a,b,c 


Hieraus folgt beilaufig: 


0x, 


0 
(15) (a) = 0 oder 1, jenachdem a Sb oder a=b, 
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und: 
ea, - iO as 
(16) OY,0% = $2) AbBes. 


Ferner folgt aus (14), dass umgekehrt die y, sich als Potenzreihen der 
Z_, entwickeln lassen und zwar in der Form: 


(17) Ym =n E>) Arne eo Mas H [ity «+ +) Be]? be 


a, b,¢ 


Die Gréssen 4, kénnen wir offenbar als die Richtungscosinus der vom 
Anfangspunkte nach dem Punkte z,,...,%, gehenden kiirzesten Linie 
bezeichnen; sie bleiben also fiir alle Punkte derselben vom Anfangs- 
punkte ausgehenden kiirzesten Linie constant. Aus (3) ergiebt sich 
fiir sie die Identitiit: 


(18) > arene = 1. 

a,b 
Aus dieser Gleichung kann man mit Hiilfe von (17) auch den Radius- 
vector r als Function von 2,,..., Z, darstellen. 

Die Gréssen y,, y., ---, Yn kénnen wir offenbar als ein anderes 
System von Coordinaten in unserem Raume ansehen. Wir wollen uns 
mit denselben, die von Herrn Lipschitz*) Normalvariabeln genanut 
worden sind, im Folgenden niaher beschiiftigen. 


§ 2. 
Ueber die Normalvariabeln. 


Offenbar gehért jedem Systeme von Coordinaten in dem betrachteten 
Raume von » Dimensionen fiir jeden Punkt desselben, also, wie wir der 
kiirzeren Ausdrucksweise halber annahmen, fiir den Anfangspunkt ein 
solehes System von Normalvariabeln zu. Zwischen allen diesen dem- 
selben Anfangspunkte zugehérigen Systemen besteht aber die einfache 
Beziehung, dass die Normalvariabeln jedes Systems sich als homogene 
lineare Functionen derjenigen jedes andern Systems mit demselben An- 
fangspunkte darstellen lassen, und zwar als lineare Functionen mit 
constanten Coefficienten. 

Sind in der That z,',..., 2, irgend welche andre Coordinaten mit 
demselben Anfangspunkte und y,’=17,',..., Yn = 7 die zugehdrigen 
Normalvariabeln, so sind die x; irgend welche Functionen der ur- 
spriinglichen Coordinaten x,, sodass sich ergiebt: 


*) S. Lipschitz a. a. O. p. 4. 
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dx; 0x, da, dx, da, 








(19) a Ga, de toot a ae 
also: 

. : da, \" dz, \° 
(20) Ya = (52-) Ar + (Fe) Yn- 


Hieraus ergiebt sich leicht ein Theorem des Herrn Lipschitz*), dass 
niimlich, falls die Form (1) tiberhaupt in eine solche mit consianten 
Cocfficienten transformirt werden kann, dies durch die Transformation 
(14) geleistet wird. 

Aber auch iu jedem andern Falle bestehen zwischen den Coef- 
ficienten derjenigen quadratischen Form: 


(21) dst = >) bar dyc dy; 
c,d 


in welche die Form (1) durch die Transformation (14) iibergeht, be- 
merkenswerthe Beziehungen, die wir nach Herra Dedekind**) ableiten 
wollen. 

Zuniichst ergiebt sich niimlich, wenn man sich in einer vom An- 
fangspunkte ausgehenden kiirzesten Linie bewegt: 


(22) > br em = 1. 
c,d 

Denn dann ist ja: 

_ dy, 0% 

(23) ee 


Es gilt also die Relation (22) fiir alle Punkte derselben vom An- 
fangspunkte ausgehenden kiirzesten Linie. Aus denselben Griinden 
gehen die Gleichungen einer solchen Linie (cfr. Gl. (9)) tiber in: 


—y / ab ab, 
24 > (Ge--2 Fe) nw =o. 
a,b . 


Diese Gleichungen, welche zunichst als die Gleichungen einer 
vom Anfangspunkte ausgehenden kiirzesten Linie zu betrachten sind, 
kénnen aber auch als Identitiiten in Beziehung auf die y, angesehen 
werden, weil ja jeder Punkt mit dem Anfangspunkte durch eine 
kiirzeste Linie verbunden werden kann. 

Wir kénnen durch Umformung derselben weitere Identitiiten ab- 
leiten. Bei Einfitihrung der Abkiirzung: 





*) S, Lipschitz; Untersuchungen in Betreff u. s. w. Journ. f. r. a. M. 
Bd. 70, p. 92. 
**) §, Riemanns ges. math. Werke, p. 384 ff. 
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(25) m= a bar Yo 
gehen sie niimlich iiber in: 

“7 ar 7 ar 
@8) nt 2 ty, * =? a ay, 
Nun ist doch nach (22): , 


(27) Dr Yo= 7, 


wodurch (26) iibergeht in: 








a (r*) — . er, 
(28) = te ae 
Demnach wird: 
. co, sl OO 
(29) OY, OY, OY OY, es 2S ay 5 Fn Ye 


2s er, 
+: > “OY. OY, Yes 


wofiir man auch schreiben kann: 


‘ er, Or, be in oe ve) 
(39) Oy Oy +34 dy, \dy die 
er, 
Daraus folgt aber, —— nebst allen 
a 





seinen Ableitungen verschwindet, dass es also iiberhaupt verschwindet. 
Wir erhalten daher die neuen Identitiiten: 


ab, 
(31) a r- > _ 








also auch: 
S “7 ab, , <7 ab 
(32) Swe = D> FEE WH 
b,c b,c ‘i 
Vergleichen wir dies mit (24), so folgt: 
ab “y ab 
(33) 5 Yes = >) Gy Yao = 0. 
a,b a,b . 


Hieraus ergiebt sich zuniichst, wenn wir auf diejenige Form der 
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Differentialgleichungen einer vom Anfangspunkte ausgehenden kiirzesten 
Linie, wie sie in den Gleichungen (8) vorliegt, zurtickgehen, dass: 


(34) ~ (> Bae w) =0, 


dass also: 


(35) > Dac Me =. Boe Ne = ba, 
c c 


wo die b, Constanten sind, d. h. von r unabhingig. 

Differentiiren wir ferner die Identitiiten (33) partiell nach y, und 
y;, so folgt fiir den Anfangspunkt: 
; ab, Fs 
(36) ( 7) =O. 
Differentiiren wir endlich dieselben Identitiiten partiell y., y; und y,, 
so folgt ebenfalls fir den Anfangspunkt: 








ab ab, ab, 0 
37 (3 ih. = 1) = 
(37) BY, OY, OY, OY; dy, OY, * 
2d, . ad ab. \o 
38 ( ed ct cg ) an 0. 
(38) OY; OY, OYy OY, OY, OY “ 


Vertauscht man hier in der ersten Gleichung ¢ mit > und zieht sie 
von der zweiten ab, so folgt noch: 


; aby \* _ (tha) 
(39) (3-) =\ yey) 


§ 3. 
Ueber die geodatischen Flachen. 


Bekanutlich ist der gewéhnliche Raum seiner Natur nach durch 
die Kigenschaften der geraden Linie fiir sich noch nicht vollstiindig 
bestimmt, sondern erst durch deren Beziehungen zur Ebene, Um 
daher Gesichtspunkte fiir Kintheilung der Raiume zu gewinnen, wollen 
wir nach Riemann aus kiirzesten Linien des bisher betrachteten Raumes 
von » Dimensionen zusammengesetzte Flichen definiren, die in ge- 
wissem Sinne als Analoga der Ebenen des gewéhnlichen Raumes be- 
trachtet werden kénnen. 

Bleiben wir in unendlicher Nahe des Anfangspunktes, so wird in 
einem solechen Gebiete der Raum als eben betrachtet werden kénnen; 
denn sein Linienelement wird die Form haben: 


(40) ds* => bis dya dys. 


a,b 








. 


546 Fareprice Scuur. 


Sind daher y,; und y; die Richtungscosinus irgend zweier vom Anfangs- 
punkte ausgehenden unendlich kleinen Linien dieses Gebietes, so 
werden die Richtungscosinus aller Linien desselben, welche mit jenen ( 
zwei in derselben Ebene liegen, die Form haben: 


(41) Na = @N + By, 
wo « und # irgend zwei Constanten, welche durch die Relation ver- ( 
kniipft sind: 


(42) a? +208 SU, mon + B= 1. 

a,b 
Die Flichen nun, welche aus vom Anfangspunkte ausgehenden geo- 
ditischen Linien zusammengesetzt sind, deren Richtungscosinus in der 
Form (41) enthalten sind, sollen der niheren Untersuchung unterzogen 
werden; sie mégen geodiitische Fléchen genannt werden, und der An- 
fangspunkt ihr Centrum. 

Jeder Punkt einer solchen Fliche wird auf dieser offenbar bestimmt 
sein durch den Winkel , welchen die durch ihn gehende geodiitische 
Linie (y.) etwa mit der geodiitischen Linie (y,) bildet, und den Radius- 
vector r. Bei Zugrundelegung dieser Parameter nimmt das Linien- 
element der Fliche bekanntlich die Form an: 


(43) d? = dr? + rudg?, 
wo w° = 1; und umgekehrt, wenn das Linienelement diese Form hat 


und w® =1 ist, haben r und @m die eben beschriebene Bedeutung. 
Es ist desshalb: 





(44) cos p= >) bos Na Hs = « + B cos y, 
a,b 

wenn wir: 

(45) cos y => 6 Na No 
a,b 


setzen. Denn dann wird zunichst: 


Ae __ sin (y — g) __ sin @ 
(46) o= sny Gm sin y ’ 
also, weil: 
cos (y — @) 
(47) dea=— © = : P dp, dp= a dg, 
folgt: 
(48) dg’? = da? + dp? + 2da dB wos y = >on dns; 
° a,b 


denn es ist ja: 


(49) dy, = dan, + dBpy. 
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Weil ferner: 


(50) > Bond =0, 
a, b 

also wegen (35) auch: 

(51) > boomdny = 0, 
a,b 


so wird, da: dy, = dry, + rdm: 


(52) di =dr+r Zz Dan dygdy = dr? + rurdg?, 
a,b 


sodass wegen (48): 


n 

> bay nq Ing 
— a,b 

> Woy Ong Any 

a,b 


wird, also in der That im Anfangspunkte den Werth 1 annimmt. 
Dieser Ausdruck hiingt natiirlich nur scheinbar von dg ab, denn bei 
Substitution der Werthe fiir die dy, wiirde sich dg? fortheben. 

Nach den Formeln (46) ist offenbar das Doppelverhiiltniss, welches 
die geodiitischen Linien mit den Richtungscosinus 9,” = @y + By,” 
und ql” = a’ yo + By,” mit den geodiitischen Linien (y,’) und (’) 
bilden: 

(54) (n' 9’ on”) = £: f. 


Qa 


(53) we 





? 


§ 4. 
Ueber das Riemann’sche Kriimmungsmaass. 


Es wird fiir die folgenden Untersuchungen wichtig sein, das 
Gaussische Kriimmungsmaass i jener geodiitischen Flichen im Anfangs- 
punkte zu bestimmen. Bekanntlich ist: 


(55) b= — —_, 





also, weil 


folglich 


or, 

| 

*i s/t 

nl 
an 
| 
Rie 
~ — 
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erhalten wir: 
a 0 
(56) it = —3 (FE), 


also schliesslich: 
Oda, y' 
Sa, we dyn,d 
Aca Te MMe OM 


nm 
> bo» n, An, 
a,b 


Um nun Zihler und Nenner homogen zu machen, kénnen wir 
dem Nenner N auf Grund der Identititen (22) und (51) die Form 
geben: 


n n n 2 
N= Ps bo4 dyad yo a Deo MeN — (S bie nn) 
c,d a, 


a,b 


——_ 3 ,b,¢, 
(57) YP ae — = = 





= > bis ber (dyad yp Neo — dnyd ny NaN) 


a, 6, ¢,d 
= D> Vis Veo (de dns nem + Ae Ae Ma M0— Aye — Aad nen Ne)s 
a,6;¢,d 


wenn wir durch das Semikolon, wie im Folgenden stets, andeuten, 
dass die Summation nur iiber von einander verschiedene Paare der 
Indices a, 6 und ¢, > auszudehnen ist. Demnach wird: 


(58) N= |S" veo blo(dnam — done) (none — Anens) 


a,b;c,d 
=F >) (sb, — Wiebe) (dam — Anema) (dame — anes). 
a,b5¢,d 


Auf Grund der Relationen (37) bis (39) kann man in analoger 
Weise den Zahler Z umformen. Zuniichst ist rein formal: 


26 @b,, \° 
b c 


a,b, ¢,d 
1 “ ab 0 

+ i> (ati) No Nr Aq Ane} 
a,b, ¢,d . 


denn die zweite Summe unterscheidet sich von der ersten nur durch 
Anwendung anderer Summationsbuchstaben. Hieraus wird auf Grund 
von (37): 
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2s # dag )’ 
-__ Py (sain) mam adm 
é bay Ady. y 
3 -i2 (, OY. OY, t+ oy0y, No Mr ANa Ay 


2 ab 
"" i> (x “= y (dyad ne Nc Nr— Aad He No Nr). 





Hieraus ergiebt sich nun durch ihnliche Betrachtungen, wie wir 
sie bei der Umformung von N angestellt haben, dass: 


ab ob. ab... ab 0 
‘4 state ab dh FER ce 8 —e.2 & 
(59) Z= > 4 (fut + Gy, ay, OY,OY ie) >< 
>< (dam — Arma) (Anone — Ayeye)- 
Nun ist doch: 


(60) Nam — Anya = (Na No” — Yr Na’) (Bda — adB) 
— Pda — ad (dya9 Yo — dypP Ya); 


wenn die dy, und dy, irgend zwei Fortschreitungsrichtungen vom 
Anfangspunkte bestimmen. 
Somit wird schliesslich : 


2 Gaik+ a 
dy,0y, * Dudu  OyOm  OndY, 
(61) = —2 >< (AYq9Yy — Ty F¥q) (494, — 4¥.8%) 

> Wisdee— Be Bbe) (dire % — avy 2.) (du, by — Ay, 8H) 
a,b;¢,d 








Dieser Ausdruck ist nun noch von den Normalvariablen y, auf 
die urspriinglichen Variablen x, umzuformen. Nun ist doch nach 
Definition: 


: a dx, 
o wm 3 aft Se 
Daraus folgt nach (15): 
(63) bs = aon. 


Da nun ausserdem im Anfangspunkte dy, =d2,, so sieht man, 
dass der Nenner NW seine Form behiilt, also nur ) mit a und y mit x 
zu vertauschen ist. 
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Weiter ergiebt sich: 


Oday 0a;, Ox; Ox, CE 
(G4) : -> , 


oy, 0x, OY, OY OY, 


nz 2 ) 
+ > a,( Om; 4. Pa, =s 
tN OI0Y, OY " BNeH ON 
9 
Hieraus folgt weiter: 


(65) Ob a6 sal >’ ee FS FS. Gy. 
OY. OY, OX,OLy, OY, OY, OY. ON 


4 >> at ( ex, Ox, ee eu, Ox, Om, 
Ox, \ Oy,0Y, OYp OY, OYLOYy OY OY, 


f, ay! 
x, Ox Ox, Pu, 0%, Ox 
OY.CY, OY_ OY, OY,OY, OY OY 
ex, 


+ . Ox, Ox, ) 
OYyOY, OY, OY 


a 


+> (on aot tak mae 
a ; r ‘ 
BY,0Y, OYpd% ' OYCYy OYdy, 


ha 
= a8 Py 
4. > a = me Ox, 4 ~~. ) : 
‘ SV ey,0y.0% Oy, © OYeY@Y, OY, 
8 


Hieraus ergiebt sich nach (15) und unter Anwendung der Ab- 
kiirzungen (10): 


. a*b ab, ad, aby, \° 
(66) (— ab cd salinell ee - = ) 
ou oy, CYUCY, OYOYn OY, OY, 


2 2 R2 Az 0 
wo 4 Ae Mae Pep ) 
LOX, + Fa,00, 0x, 02, 0x, 0x, 


ae 0 r A ae, 0 é Oa, 0 
+2 Faia ) pact (yeah) Phoo— by,0%, -) pes 
Oa, 0 , \ 
” (aycay,) Par) 


+ Se (5-3) ( te, y—( Ora, )( =a). : 
(ac) (seat OYgOYy OY.OUy 





Dieser Ausdrack, fiir welchen wir die Abkiirzung (a, 6; c, >) ein- 
fiihren wollen, wird demnach schliesslich in Riicksicht auf (16) und (13): 





a— nm aw 


am Gam ain 
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el Pa, b Fa.y é Ga ay, 
(67) (8, 05 6, 0) = Gate, + azba, —~ Ga,0a,  0m,02, 


1 n 
+ +> Aja (Pj,a6 Pg,co — Pf,ac Dg,b>)- 


fa 


Der Ausdruck fiir das Kriimmungsmaass einer geodiitischen Fiche 
im Anfangspunkte nimmt daher in einem beliebigen Coordinatensysteme 
die Form an: 


a (a, 6; c, d)° (dx, da, — da, dx,) (da, da, — dx, da) 
(68) kX —=— Lo a,b5ed » ees oho oe 


9 


2 n 
> (a) a2 — a2. My) (A #,9a,— da, da,) (da, dx,— da, da,) 
a,b 5c,d 


Dieser Ausdruck heisst das Riemann’sche Kriimmungsmaass des 
durch das Linienelement (1) charakterisirten Raumes im Anfangspunkte. 
Uebrigens ist dieser Ausdruck nur der bequemeren Bezeichnungsweise 
wegen fiir den Punkt (0,0,...,0) gebildet worden, er gilt natiirlich 
ebenso fiir das Riemann’sche Kriimmungsmaass eines beliebigen Punktes 
(x,°, 2°, ..., an°). Es hiingt dasselbe also erstens von den Coordi- 
naten des betreffenden Punktes ab und zweitens von den Determi- 
nanten dz,02) —dx,dx,, die man fiiglich als die Coordinaten der 
geodiitischen Fliiche bezeichnen kann, deren Gaussisches Kriimmungs- 
maass der Ausdruck darstellt. Es bildet insofern der Ausdruck fiir 
das Riemann’sche Kriimmungsmaass eine gewisse Analogie zu dem 
Ausdrucke fiir das Linienelement, und seine Niitzlichkeit besteht haupt- 
siichlich darin, dass es eine bequeme Beschreibung gewisser geometri- 
scher Eigenschaften specieller Riiume erlaubt, 


§ 5. 


Ueber diejenigen Riume, fiir welche alle durch einen festen Punkt 
gehenden geodatischen Flichen doppelt unendlich viel geoditische 
Linien des Raumes enthalten. 


Die geoditischen Flichen kénnen offenbar nur bis zu einem ge- 
wissen Grade als Analogien der Ebenen des gewdhnlichen Raumes 
hetrachtet werden, insofern dieselben i. A. nur einfach unendlich viel 
geodiitische Linien des Raumes enthalten werden. Es kann aber in 
besonderen Riiumen Systeme von geodiitischen Flichen mit doppelt 
unendlich viel geodiitischen Linien geben, und die Kigenschaften dieser 
Systeme kénnen zu einer geeigneten Classification der Riiume fiihren. 
In dieser allgemeinen Form scheint die Frage indessen sehr schwierig 
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zu sein. Wir wollen uns daher auf die specielle Frage beschriinken, 
unter welchen Bedingungen alle durch einen festen Punkt, etwa den 
Anfangspunkt, gehenden geodiitischen Fliichen doppelt unendlich viel 
geodiitische Linien enthalten. 

Ist (y',) = (r'y!) irgend ein Punkt unsres Raumes, @ die Linge 

d 1 

einer von ihm ausgehenden geodiitischen Linie und —( 7) ,» 80 
lauten nach (14) die Gleichungen dieser geoditischen Linie: 


‘ n 
(69) Yn — 9, = Ob, — >" Be Gavbaks + ++ 

a, bye 
wenn man mit By, und ga» die den Gréssen Ay, und py.a9 ent- 
sprechenden fiir die Normalvariablen bezeichnet. Soll daher diese 
geoditische Linie auf einer durch den Anfangspunkt gehenden geodii- 
tischen Flache liegen, welche durch die beiden geodiitischen Linien 


mit den Richtungscosinus 4}, und 7 bestimmt ist, so muss andrer- 
seits sein: 


” 2 ” 
(70) Yn — Yh, = 0(4 Mh, + OL 0,,) + £ (4,91, + boy.) $e: 


Hieraus folgt zuniichst: 


lr \t dn, dy} 2 
(71) em == (=) 7, + r' ag - a, n\, + By = _ ay y\, + b Pa 
Zweitens aber: 
‘ , ” 1 dnt, 
(72) aN, + by Mm — bao +> B, ‘ de 


1 ‘ > dn} 5 dni 
asi Py Bune Gab («: y + B, ie ) («, 1 + By ze) 
a,b, 


Hieraus folgt, wenn wir den Index | jetzt fortlassen und die Be- 
zeichnung (35) anwenden: 


dn, dn, 
(73) fyb, + By = Dav 7 2 = — a, B, 4 Ja,be No ~ 
b 


lo le 
b,c 


n 
rr dn, dy. | 
—s4 Ya, be “de de?’ 
b,c 


denn der Coefficient von «,? verschwindet wegen (33). 
Sollen nun diese Gleichungen fiir alle méglichen geodiitischen 
Linien durch den Punkt (y,) erfiillt sein, also fiir beliebige Werthe 


d : , . . 
der ae vorausgesetzt, dass diese die Bedingung (51): 
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n dy 
(74) a bas Na ie = (), 
a, b 


befriedigen, so miissen sie auch fiir unendlich kleine Werthe der 


a 
is erfillt sein. Dann verschwindet der Coefficient von £,’, es muss 


also auch a, verschwinden, sodass wir, wenn nun jene Gleichungen 


Ohm 


unabhingig von % bestehen sollen, auf Grund von (91) erhalten: 


(75) Bo bas — Ab = — a, 6,>) Qa, be Ne- 


Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit 4, und 
addirt sie, so folgt: 


(76) Ag = Boba. 
Bezeichnet man daher fs mit ole™, so folgt: 
(77) SE (bas — babs) + MS? dure = 0. 


Insofern hier M als Function der y, zu betrachten ist, haben 
wir, wie friiher, unter: 


aM WN aM 
(78) oe en 
a 


zu verstehen. Aus obiger Gleichung folgt daher leicht: 





M ab, 
(79) ~ (bab — ba bg) + M = =? 
oder, da die 6, von r unabhingig sind: 
0 (M (ba 5 — PaiPs)) 

(80) “OF . et, 
d. h. 
(81) M (bay — bebo) = M(bie — babs), 
also nach (50) und (53): 

mM 2 

WT = u '. 


Es ergeben sich daher als nothwendige Bedingungen unseres 
Problems die Gleichungen: 


(82) Day — Daby = w? (2° b — B, bs), 
welche offenbar besagen, dass u? von den dym unabhingig ist, also 


Mathematische Annalen. XXVII, 37 





‘ 
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eine blosse Function der yy, ist, welche demnach fiir alle geodiitische Fliichen 

des Anfangspunktes durch die geodiitische Linie (ym) wnverindert bleibt. 
Diese Bedingungen erweisen sich nun aber auch als hinreichend, 

d. h. es folgt aus ihnen das Bestehen der Gleichungen (73) auch fiir 

d 

alle endlichen ae Wir multipliciren, um dies zu beweisen, die 

Gleichungen (82) mit r? und kénnen sie dann unter Anwendung der 

Bezeichnungen (25) schreiben: 


(83) 42 Dap — Ta% = (r2b25 — rats). 


Differentiiren wir diese Gleichungen partiell nach y, so folgt: 


ob 
(84) 2r. Bay +r? = 5a — (1 — w®) {rade + robo $ 


260 (2 be, — ap) ob 2u? rb ab} 


denn aus: 

(85) 7? = a bib YaYe 
a,b 

folgt, dass: 

(86) oY =k, 


oy, 
Aus (84) folgt nun unter Beriicksichtigung von (83) selbst: 


b ai 
(87) Ge A= {deDbe + Dede, — Lbabod.} + oe (0%, — dads). 
Daraus folgt weiter: 
(88) dase = OSD (Oh, — bub) ba + FE (boo — dads) 


+ a ae (uo. — byb,). 





Es ist hiernach in Riicksicht auf (48): 


: dy, an 
(89) D2 ithe ne 
ec 
— 21 —a) (doy, 4 og Sa Sy am) 4% _ Au) (doy 
8 (3°) ba + 2 -y a ee ee a 


Da nun nach (44): 
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= ‘ 1 : , 
cos @ -»> bas Na Mo = +> bo 6 Ya Nb» 
a,b a,b . 





so folgt: 
P Or) 1 " Ce by : 0 ’ 
— sin Poy, = rm bas > — Te Doe No Ny 
also, weil 
Ne = &Ne 
— sin 9 ‘an = pis ° 


Da nun allgemein, wenn N irgend eine Function der y, ist: 











aNn 1 an an, 
(90) dp r < ey, ‘dg’ 
so folgt , 
B= — sin 9, 
also: 
7] 1 db, 
(91) nr 
Demnach wird: 
Ou’) _ , 26% A aby O(u*) 


Dadurch geht (89) iiber in: 


ST, me an dp 2—n) au) 
8) Deane Ge GE (SEY a — 24 
Ay 





r de de Ty 
Ebenso folgt: 


. dn, adn, adn 4 ge. 3 ae , 
oS Dy eae ae Gent 
a, bye 
* dn dn 2 2 
(95) > diego Te No rs = or) 4 of), 
a, b,¢ 


n 
dy, db, o (ut 
(96) > o,be eGo = “ae oe. 
bye 
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d 
Multiplicirt man daher die Gleichung (73) mit ae resp. 4 und 
summirt iiber a, so folgt: 








1 @e(u* 1 1d 1 2 
ee ee ee 
und: 

om i dy \? f 2(1—u?) 0 (u*) 
= Se Te) { eee at 


unter Beriicksichtigung von (33). Nun folgt doch aus (82), dass: 
dn db 
(99) > bab — =p . 
b 


Setzt man daher die Werthe von a, und £, in die Gleichungen (73) 
ein, so folgt unter Beriicksichtigung von (96): 


dn, adn, dg 2 { 2(1—n°*) 2 (u*) \ 
> favs dg dg ba 3 { —. = 
b,¢ 





also genau dieselben Gleichungen, wie wir sie auf Grund von (82) in 
den Gleichungen (93) gefunden hatten. 

Ks sind folglich die Gleichungen (82) die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafiir, dass jede durch einen Punkt der geo- 
diitischen Linie (y,,) gehende geodiitische Linie mit einer der geodiitischen 
Fliichen, welche im Anfangspunkte ihr Centrum haben und die geo- 
ditische Linie (ym) enthalten, drei auf einander folgende Punkte ge- 
meinsam hat. Das nun die 9» selbst noch willkiirlich, so folgt, dass 
jede geoditische Linie eines Raumes, fiir welchen die Coefficienten 
des Linienelements den Gleichungen (82) gemiiss bestimmt sind, in 
einer geoditischen Fliche, deren Centrum der Anfangspunkt ist, ent- 
halten ist. Hier kénnen offenbar die b°, die Coefficienten irgend einer 
positiven quadratischen Form sein und y? irgend eine Function der 
Ya, welche nur den Anfangsbedingungen zu geniigen hat, dass fiir 


r=: a? —1 und fe = (), wie aus den Gleichungen (87) hervor- 
a 


geht; denn dann ist natiirlich auch (f=) = (22) =(. Offen- 
bar sind es diese Anfangsbedingungen, welche die y, als die Normal- 
variabeln charakterisiren. Wir erhalten daher folgendes Resultat: 


I. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass 
alle geodiitischen Fliichen des durch das Linienelement : 
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ds? = >" bas dye dys 
a,b 


charakterisirten Raumes, welche durch den Anfangspunkt gehen, doppelt 
unendlich viel geodiitische Linien dieses Rawmes enthalien, bestehen 
darin, dass: 


0 
r2Day — Tao = we? (72 U2 5 — rats), 


wo die b2y, die Anfangswerthe der ba», die Coefficienten irgend einer 
positiven quadratischen Form, wo: 


r? om -_ bos Ya Yo» 
a,b 


y= a bos Yo 
6 


und «w® irgend eine Function der y., fiir welche im Anfangspunkte 


S as ou 9 
uw? = 1 und ay, " 


Offenbar kann man unbeschadet der Allgemeinheit stets 
Cane? + ar: +a 


also 
Yo = Ya 
setzen. 


§ 6. 
Ueber das Riemann’sche Kriimmungsmaass dieser Riume. 


Aus der Thatsache, dass fiir unsere speciellen Riume uw? einer eine 
Function der y,, also fiir alle geodiitischen Fliichen durch dieselbe 
geodiitische Linie (y,) unverinderlich ist, ergiebt sich Folgendes: Zieht 
man durch den Anfangspunkt irgend zwei zu (yq.) benachbarte geo- 
ditische Linien, welche mit ihr denselben Winkel dg bilden, so 
schliessen diese mit (y,) auf den dadurch bestimmten geodiitischen 
Flichen zwei auf einander abwickelbare Streifen ein. Es hat demnach 
das Riemann’sche Krimmungsmaass jedes Punktes fiir alle geodiitischen 
Flichen, welche die geodiitische Linie (y,) durch den Anfangspunkt 
enthalten, denselben Werth, nimlich —-- cs 
setzen. Es ist dies eine unmittelbare geometrische Folge aus unserem 
Satze, lisst sich aber auch leicht analytisch verificiren. Es miissten 
hiernach nimlich unabhiingig von den dy, die Gleichungen bestehen, 





wenn wir ru = m 
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welche aus (67) und (68) folgen, wenn man dy, = dry, und 
Oy, = Or(an. +B dy.) setzt, niimlich: 


ao) =—4e 2 (bas bey — Doc bo) Ne M 
m : 840,60 84a, cd ) 
+ 2 {>( oy, OY, Nc No 


1 n 
*? Big (Gi,ab Yacd — Grac Yo,ov) Ne | = 0. 


60519 


Nun liefert in der That die Differentiation der Gleichungen (77), die 
man auch schreiben kann: 


(101) r? “e (Das — baby) — > er > Ja, bo M» = 9, 
d 
wenn man bedenkt, dass: 


m 
t, (7) ) 
a\r — 

or an 
Ween wires 6 


Dab — Da dp = Das o be» Ne No > Dac >) by» No 
c,d c d 


= P (Dav Ber — Dac Ben) Ne Mo, 
c,d 


abay 
oY, 








da, be ob Hac = 2 
und endlich, wie durch partielle Differentiation von: 


(102) > Garr Neto = 0 
c,d 


nach mp folgt (vergl. (33)): 


n n aq 
2>) a,b Me + — Ne = 9, 
c c,d 


die folgenden Identititen : 
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: n 
(103) r > (bab Ben — Dac Dov) Nc No 
¢,d 
mr . 8%, br 84a, ) 
2 >( oY OY eM 


n 
a 
+5 3aanne 
c 











Diese Gleichungen wiirden nun mit (100) auf Grund von (102) identisch 
sein, wenn: 


- 1 
(104) o> Yo,ac Ne — > Big Uae Uo,0 Me No = O 
c 


6058 


wire. Dies folgt nun aber leicht, wenn man die Gleichungen (101): 
6 1s 
x (Dea — debs) — | # >" dao» m = 0 
Dd 


mit Byy gj,ac Yc multiplicirt und iiber ¢,f, q summirt. Denn es ist: 


_ b, Big = y, 
8 


a bg Big Qac Me = O- 


Gf 


Bezeichnet man daher die linke Seite von (101) mit 4, so kann 
man den Gleichungen (100) die Form geben: 


also: 


(105) — oe > Bis Gac Ne Pr, = 9, 
Gf 

aus welcher unmittelbar folgt, dass die Gleichungen (101) oder (82) 
die Gleichungen (100) zur Folge haben. Wiirden umgekehrt*) Glei- 
chungen von der Form (100) bestehen, in denen m = rp eine Func- 
tion der y, bedeutet, welche fiir r = 0 verschwindet, so wiirden aus 
ihnen die Gleichungen (101) folgen. Denn weil die gg fiir r= 0 
verschwinden, so verschwinden sie wegen der mit (100) identischen 
Gleichungen (105) iiberhaupt. Nimmt man daher noch an, dass fiir 


*) S. Lipschitz, Fortgesetzte Untersuchungen u. s. w. Journ. f. r. u. a. M. 
Bd. 72, p. 47. 
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y= 0: w? = 1 und ey =), so folgt, wie in § 5, dass uw? die durch 
a 


(53) definirte Bedeutung hat; die Nothwendigkeit einer solehen An- 
nahme wiirde sich natiirlich wiederum aus den Gleichungen (82) und 
(87) ergeben. Bedenkt man, welche geometrische Bedeutung das Be- 
stehen der Gleichungen (100) hat, so ergiebt sich der Satz: 

Il. Giebt es fiir einen Raum einen ausgezeichneten Punkt von der 
Beschaffenheit, dass fiir jeden Punkt des Raumes das Riemann’sche 
Kriimmungsmaass aller geodiitischen Flichen, welche die nach dem aus- 
gezeichneten Punkte gehende geoddtische Linie enthalten, denselben Werth 
besitet, so enthalten alle diese geoddtischen Fliichen durch den ausgezeich- 
neten doppelt unendlich viel geodiitische Linien dieses Rauwmes; und 
umgekehrt. 


§ 7. 


Ueber die projectiven Raume oder die Riume constanten Riemann’schen 
Kriimmungsmaasses. 


Unter einem projectiven Rawme verstehen wir einen solchen, in 
welchem innerhalb eines gewissen Bereiches desselben erstens durch zwei 
Punkte eine geodiitische Linie vollstiéndig bestimmt ist, und zweitens jede 
geoddtische Fldche doppelt wnendlich viel geodiitische Linien enthdlt, also 
durch drei Punkte bestimmt ist. Es kann hier nicht unsere Aufgabe 
sein, den directen Beweis dafiir zu erbringen, dass diese Definition 
mit der tiblichen Definition eines projectiven Raumes iibereinstimmt, 
ein Beweis, der iibrigens in Formel (110) implicite enthalten ist. Fiir 
uns wird vielmehr von grésserer Wichtigkeit die Frage sein, ob es in 
einem Raume mehr als einen ausgezeichueten Punkt von der Beschaffen- 
heit geben kann, dass jede ihn enthaltende geodiitische Fliiche doppelt 
unendlich viel geodiitische Linien enthalt, ohne dass jeder Punkt diese 
Kigenschaft besitzt. Wir werden diese Frage in verneinendem Sinne 
entscheiden und zwar, wie man wohl sagen kann, auf geometrischem 
Wege. Wir benutzen dazu den folgenden allgemeinen: 

Hiilfsatz. Verbindet man irgend ein Biischel geodiitischer Linien 
durch den Punkt A® mit irgend einer andern geodiitischen Linie y° 
durch diesen Punkt durch geodiitische F lichen, so bilden die wnendlich 
kleinen Tangenten derselben in irgend einem Punkte A' von y° ein 
Strahlenbiindel eines ebenen dreidimensionalen Raumes, von dem jedes 
Strahlenbiischel vermittelst dieser geodiitischen Flichen auf das erst- 
genannte Biischel geodiitischer Linien projectiv bezogen ist. 

Sind niamlich y', 4°, >= ay'-+ By? und of = a’! + px? 
irgend vier Linien dieses Biischels, so ist nach (54) ihr Doppelverhiilt- 


Be 


niss (9'4?4°y*) = 


a” 


Ist andrerseits €' eine geodiitische Linie, 








ae | 
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welche durch den Punkt A' geht, so ist §'=a'n®+b'y,, falls ¢' die 
durch ° und y' bestimmte geodiitische Fliche tangiren soll (vergl. (71)). 
In analoger Weise sei ¢* = a?»® + b?y?. Soll dann §€ erstens die 
geoditische Fliche (n° y*) tangiren, so muss sein: 
pote eee ee 
2 
=(a — _ _ @a we) a 04 aus at ee 


Hierin ist zuniichst der Beweis des ersten Theiles unseres Satzes ent- 
halten. Soll nun weiter ¢° auch der geodiitischen Fiiiche (§'€*) an- 
gehdren, so muss der Coefficient von 4° in dem letzten Ausdrucke 
verschwinden. Hierdurch in Verbindung mit der Identitiit 


> dis be & = 14) 
a,b 


sind dann a’ und b® bis auf das Vorzeichen, welches sich nur auf den 
Richtungssinn der geodiitischen Linie ae volistiindig bestimmt. 
Ist nun in analoger Weise: 


tt = aly + bit = Sh +4 gu e, 
so wird das papers" 
(S'S? S864) = ¥ a = (n' 4? n°‘), 


@ 











womit auch der zweite Theil unseres Satzes bewiesen ist. Man sieht 
also, dass wir Projectivitiét durchaus in dem gewdhnlichen Sinne der 
Gleichheit des Doppelverhiiltnisses der Sinus der Winkel entsprechen- 
der Strahlen verstehen, 

Seien nunmehr A® und A' zwei Punkte von der Beschaffenheit, 
dass erstens durch sie nur eine geoditische Linie méglich ist und dass 
zweitens alle durch jeden derselben hindurchgehenden geodiitischen 
Fliichen doppelt unendlich viel geodiitische Linien des Raumes ent- 
halten, so folgt zunichst unmittelbar aus unserem Hiilfssatze, dass die 
beiden geodiitischen Strahlbiischel, welche aus den geoditischen Ver- 
bindungslinien von A° und A' mit den Punkten irgend einer geodiitischen 
Linie 7 bestehen, projectiv oder perspectiv auf einander bezogen sind, 

Offenbar wird man einem Punkte A? dieselbe Beschaffenheit wie 
den Punkten A® und A! zusprechen kénnen, wenn gezeigt werden 
kann, dass die geodiitischen Verbindungslinien von A? mit den Punkten 
von y stets eine geodiitische Fliche bilden. Nun bilden nach unserm 
Hiilfssatze die unendlich kleinen Tangenten im Punkte A?® an die 


*) Wir haben oben der kiirzeren Schreibweise wegen bei den 7 und ¢ die 
unteren Indices fortgelassen. 








‘ 
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geodiitischen Flichen durch A® A? und die Punkte von y einen ebenen 
dreidimensionalen Raum, weil die geoditischen Verbindungslinien von 
A® mit den Punkten von 9 der Voraussetzung nach ein geodiitisches 
Strahlenbiischel bilden. Dasselbe gilt auch in Bezug auf die geodiitischen 
Flichen durch A'A® und die Punkte von y. Diese beiden ebenen 
Riiume werden sich also, wenn sie nicht identisch sind, in der That 
in einer Ebene durchdringen, welche die Richtungen jener geodiitischen 
Verbindungslinien von A? mit den Punkten von y enthilt. Fallen 
aber jene beiden ebenen Riiume zusammen, so wird man, soweit es 
auf den Beweis unseres Satzes ankommt, annehmen diirfen, dass y die 
geoditische Fliche A° A' A? trifft, woraus dann leicht folgt, dass die 
projectiven Biischel der unendlich kleinen Tangentialebenen in A? an 
die geodiitischen Flichen durch A® A? resp. A'A? und die Punkte von 
n perspectiv sind, die unendlich kleinen Tangenten an die geoditischen 
Verbindungslinien von A? mit den Punkten y also wiederum in einer 
Ebene liegen. Wir erhalten daher den folgenden Satz: 

III. Giebt es in einem Raume innerhalb eines Bereiches desselben, 
in welchem durch zwei Punkte eine geodiitische Linie vollstindig bestimmt 
ist, zwei Punkte von der Beschaffenheit, dass alle durch jeden derselben 
hindurchgehenden geoditischen Flichen doppelt wnendlich viel geoddtische 
Linien des Raumes enthalten, so hat jede geodiitische Fliiche innerhalb 
dieses Bereiches dieselbe Eigenschaft, d.h. der Raum ist ein projectiver. 

Was nun die Riume constanten Riemann’schen Kriimmungsmaasses 
betrifft, welche also (vergl. (68)) durch die Gleichungen: 


(106) K® (day de> — ac Asn) + > (a, 6; ¢, d) =O 


charakterisirt sind, so folgt aus Satz Il unmittelbar: 

IV. Jeder Raum constanten Riemann’schen Kriimmungsmaasses 
ist ein projectiver Raum. , 

Was nun die Umkehrung dieses Satzes betrifft, so ist ja aus ll 
unmittelbar klar, dass in einem projectiven Raume fiir jeden Punkt 
das Riemann’sche Kriimmungsmaass nach allen Richtungen hin den- 
selben Werth besitzt. Es kommt also nur noch darauf an zu beweisen, 
dass es auch von Punkt zu Punkt seinen Werth nicht findert. Wir 
kénnen dies aus dem Satze des Herrn Beltrami*) schliessen, dass jede 
Fliiche, welche innerhalb eines Bereiches so punkteindeutig auf die 
Ebene abgebildet werden kann, dass jeder geodiitischen Linie derselben 
eine gerade Linie entspricht, und wmgekehrt, constantes Kriimmungs- 


*) 8. Beltrami, Rispostare i punti di una superficie ecc. Ann, di Mat. t. 7, 
p. 203; vergl. auch Dini, Sopra un problema, che si presenta ecc, Annali di Mat. 
Ser. Il, tom. Ill, p. 268; und Lie, Untersuchungen iiber geodiitische Curven, 
Math. Ann. Bd, XX, p. 371 und 425. 
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maass besitzt. Denn jede geodiitische Fliche eines projectiven Raumes 
besitzt diese Eigenschaft. 

Wollen wir uns iiber diesen Satz Rechenschaft geben, so wird es 
offenbar darauf ankommen, von den projectiven Eigenschaften eines 
solechen Raumes zu den metrischen eine Briicke zu finden. Da nun 
nach unserer Definition der Projectivitit geodiitische Strahlenbiischel 
mit entsprechend gleichen Winkeln projectiv sind, so wird diese Briicke 
gefunden sein, wenn wir auch beweisen kénnen, dass geoditische 
Linien mit entsprechend gleichen Strecken als projectiv angesehen 
werden kénnen; und es wird geniigen diesen Satz fiir zwei durch 
einen Punkt A® gehende unendlich nahe geodiitische Linien / und 9” 
zu beweisen, wenn zwei ihrer Punkte P’ und P” gleichen Abstandes 
von A® einander zugewiesen werden. Sei nun 7 eine dritte geodiitische 
Linie durch A®, welche mit » und y” denselben unendlich kleinen 
Winkel dg bildet, so werden offenbar nach Satz I die beiden unend- 
lich schmalen geodiitischen Streifen (yy) und (yy") auf einander ab- 
wickelbar sein, weil in ds? = dr* + r?u*dg? die Grésse wu? liings der 
geodiitischen Linie y fiir beide Streifen je denselben Werth besitzt. 
Es bilden hiernach die geodiitischen Linien, welche die Punkte P’ aus 
irgend einem Punkte A' von y projiciren mit 9 dieselben Winkel wie 
die entsprechenden geodiitischen Linien A'P”, sodass y' und y” in 
der That projectiv auf einander bezogen sind. Hieraus folgt dann 
auch, dass alle geodiitischen Linien einer geodiitischen Fliche, welche 
auf einer und derselben geodiitischen Linie senkrecht stehen, ein geo- 
diitisches Strahlenbiischel bilden, d. h. dass ihnen bei obiger Abbildung 
der Fliche auf die Ebene gerade Linien durch denselben Punkt ent- 
sprechen. 

Daraus lisst sich dann durch einfache geometrische Betrachtungen, 
auf die wir hier nicht eingehen wollen, beweisen, dass jede geodiitische 
Flaiche oo® projeetive Transformationen in sich gestattet, bei welcher 
jedes Paar rechtwinkliger geodiitischer Linien in ein ebensolches tiber- 
geht, welche Transformationen somit Verbiegungen der Fliiche in sich 
sind. Hiermit ist der Beltrami'sche Satz bewiesen. Wir haben daher 
den Satz: 

V. Jeder projective Raum ist ein Raum constanten Riemann’schen 
Kriimmungsmaasses. 

Wir kénnen diesem Satze den folgenden negativen, der mir be- 
merkenswerth erscheint, hinzufiigen: 

VI. Ist in einem Raume das Riemann’sche Kriimmungsmaass in 
jedem Punkte nach allen Flichenrichtungen hin constant, so dndert es 
sich auch von Punkt zu Punkt nicht. 

Wir stellen zum Schluss noch die Form des Linienelements in 
solchen Riumen auf. Weil alle geodiitischen Fliichen derselben con- 
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stantes Kriimmungsmaass besitzen, so ist in Forimel (43) r? pra Smee 
zu setzen, wenn x? das constante Kriimmungsmaass. Wihlen wir 
daher die Normalvariabeln so, wie am Schluss von § 5 angegeben 
wurde, so folgt: 


(117) ds? = de? + ™*" (dy? dy? +--+ dm’), 


wo: 


(108) mn? +72 +-+- +m? =1. 
Machen wir die Substitution 
(109) 2, = tR tan ur ym, 


so nimmt das Linienelement: 


vo ancy S(Se-*)-(Se4) 


, (> a? — n) we 


a 





die Gestalt an, von welcher ich in meiner Abhandlung ,jiiber die De- 
formation der Riiume constanten Riemann’schen Kriimmungsmaasses“*) 
ausgegangen bin. Die dort gemachte Anunahme, dass cot x = ih, 
entspricht offenbar der Voraussetzung, dass der sphiirische Raum mit 
dem Radius r = 1 die Gleichung z,? + x? + --- + 23? =1 habe, 


§ 8. 
Ueber Verallgemeinerungen des Riemann’schen Kriimmungsmaasses. 


Von der Untersuchung der geodiitischen Flichen kénnte man nun 
zu der von geodiitischen Riiumen iibergehen. Dieselben wiirden offenbar 
zu definiren sein als aus denjenigen durch einen Punkt laufenden geo- 
diitischen Linien bestehend, deren Anfangselemente eipen ebenen Raum 
bilden. Man kénnte weiter versuchen fiir diese einen Begriff auf- 
zustellen, welcher dem des Riemann’schen Kriimmungsmaasses analog 
wiire. Natiirlich ist hierbei der Analogiebildung ein weiter Spielraum 
gelassen. Indessen scheint es mir nicht zweckmiissig, wie dies zumeist 
geschehen ist, von dem Falle auszugehen, dass der betreffende n-di- 
meusionale Raum in einem ebenen oder nicht-euklidischen Raume von 
n + 1 Dimensionen enthalten ist, weil diese Annahme fiir » > 2 nicht 
bei jeder Form des Linienelements erlaubt ist. Es wird vielmehr 
geboten sein diesen Begriff nur durch Operationen innerhalb des 
durch sein Linienelement definirten Raumes zu bilden. Zu diesem 
Zwecke wird es niitzlich sein, der geometrischen Definition des Gaussi- 
schen Kriimmungsmaasses einer Fliche eine solche Form zu geben, 





*) §. Math. Aun, Bd. XXVIL, p. 166. 
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Nun erkennt man aus den Identitiiten (36) leicht, dass unter 
Zugrundelegung von Normalvariabeln y,, y, die Parameterlinien y, 0 
und y,=dy, resp. y, =dy, und y,=0 bis auf unendlich kleine Gréssen 
2. Ordnung denselben Winkel einschliessen wie die Parameterlinien 
y, =0 und y, =. Hiernach kann man aus Formel (61) sofort die 
folgende Definition des Gaussischen Kriimmungsmaasses ablesen: 

Zieht man von einem Punkte A® einer Fliiche zwei unendlich kleine 
Linien A® A' und A® A? und durch A* und A' swei diesen resp. gleich- 
gerichtete Linien, welche sich in A® treffen mégen, so ist die Differenz der 
Quadrate der gegeniiberliegenden Seiten des unendlich kleinen Vierecks 
A’ A! A? AS, d. h. (A°A')? — (A?.A3)* oder (A° A?)?—(A! A’), dividirt 
durch das Quadrat seines Fliicheninhalts gleich dem Dreifachen des 
Gaussischen Kriimmungsmaasses dieser Fliche im Punkte A°,*) 

Construirt man sich nun in einem dreidimensionalen Raume von 
einem Punkte A° aus in iihnlicher Weise ein unendlich kleines Parallel- 
epipedon, nimmt die Differenz der Quadrate gegentiberliegender Seiten- 
fliichen desselben und dividirt sie durch das Quadrat seines Volumens, 
so erhilt man einen Ausdruck, den man als das Kriimmungsmaass 
des Raumes in diesem Punkte bezeichnuen kann. In der That ergiebt 
die Ausfiihrung dieser Vorschrift nach thnlichen Umformungen, wie 
sie in § 4 angewendet wurden, fiir den durch die drei Richtungen 
dz, 0%, und Az, bestimmten geodiitischen Raum als Werth eines 
solchen Kriimmungsmaasses bis auf einen Zahlenfactor den Ausdruck : 


a5 (C05 f. 9) Eang Sbeg 
(111) % 6560569 ———————————$< 


s . 
n Bap Uae Gay 
My Hy MQ} arg Soeg 


a,b; 6,0; f,9 Ge, Bye Ao 


wo 
dx, 982%, Ax, 
(112) Eanp = |dx, Ox Axm|], 
da, Oa Aa 


welche Gréssen man als die Coordinaten des betreffenden geodiitischen 
Raumes bezeichnen kann. 





*) Eine solche Definition meinte wohl auch Herr Dedekind a, a. O. p. 289, 
Vergl. auch die iibrigens auf andern Principien beruhenden infinitesimalen Defi- 
nitionen des Kriimmungsmaasses, welche Herr Natani im Anhange zu Joachims- 
thal’s Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf die allgemeine Theorie 
der Fliichen und der Linien doppelter Kriimmung, 2. Aufl, Leipzig 1881, p. 227 ff. 
gegeben hat. 
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Es gestattet dieser Ausdruck noch die zweite geometrische Inter- 
pretation als die Summe der Gaussischen Kriimmungsmaasse irgend 
dreier zu einander rechtwinkliger geodiitischer Flichen jenes geoditischen 
Raumes im Punkte A® wie die Annahme, dass: 


n 


n n 
> Aq5 AL, 0% = > Ap AL, AL, = > Aap 9X, Ax, = 0 
a,b a, b 


a, b 


leicht ergiebt. 

Es ist klar, wie dies auf vier- und mehrdimensionale Riume iiber- 
tragen werden kann. 

Das Studium der Beziehungen der beiden quadratischen Formen 
im Ziahler und Nenner dieser Ausdriicke kénnte nun weiteren Unter- 
suchungen in fihnlicher Weise zum Ausgangspunkte dienen, wie auch 
in der gewéhnlichen Theorie der Fliichenkrimmung das Studium der 
beiden quadratischen Formen, durch deren Quotient der Kriimmungs- 
radius eines Normalschnittes dargestellt ist. Macht man in der That 
die Annahme, dass der betrachtete n-dimensionale Raum in einem 
ebenen (v-+ 1)-dimensionalen enthalten ist, so haben seine geodiitischen 
Linien , Fliichen, Riume von drei Dimensionen u. s. w. mit denjenigen 
Linien, Fliichen, Riumen von drei Dimensionen u. s. w., welche von 
Ebenen, ebenen Raiumen von drei, vier Dimensionen u. s. w. durch 
die Normale des Punktes ausgeschnitten werden, eine Beriihrung 
2. Ordnung. Da hiernach in diesem Falle die Maxima und Minima 
der Kriimmungsmaasse dieser geodiitischen Flaichen durch diejenigen 
der Normalschnitte mitbestimmt sind*), so erklirt sich leicht die von 
Herrn Lipschitz**) bewiesene Thatsache, dass das Kriimmungsmaass 
eines solchen Raumes, wie es Herr Kronecker***) definirt hat, resp. 
dessen Quadrat sich rational durch die Coefficienten des Linienelements 
und deren erste und zweite Ableitungen ausdriicken liisst. Man beweist 
dies auch leicht explicite aus den in § 2 meiner o. a. Abhandlung ge- 
gebenen Formeln. Ist niimlich, wie dort, der Raum in der Niihe des 
betrachteten Punktes dargestellt in der Form: 


n 
1 
Tn. => > Cab %a%p +: *, 
a,b 


so ist sein Kriimmungsmaass fiir diesen Punkt bis auf einen Zahlen- 





*) S. Souvoroff, Caractéristiques des systtmes de trois dimensions, Bulletin 
des Sc. math. 1. Sér. t. 4, p. 191. 
**) S. Lipschitz, Beitrag zur Theorie des Kriimmungsmaasses, Journ. f. r, 
u. a, Math. Bd. 81, p. 236. 
***) S. Kronecker, Ueber Systeme von Functionen mehrer Variabeln, Ber, 
der Berliner Akad. von 1869, p. 695, 
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factor gleich der Determinante |¢c,,|. Nun ist aber nach Formel (21) 
jenes Paragraphen: 


(a, b3 ¢ d)° = 2(Caclh» — Cab Cer )3 


demnach lisst sich fiir ein gerades n nach einem bekannten Determi- 
nantensatze |¢,5| rational durch die Ausdriicke (a, 6; ¢, >) darstellen, 
fiir ein ungerades » aber das Quadrat derselben, weil das Quadrat 
jeder Determinante’ nter Ordnung sich darstellen lisst als eine Deter- 
minante (2m)ter Ordnung, von der etwa die mn? Glieder der oberen 
Ecke rechts verschwinden.*) 

Will man die Untersuchung der Maxima und Minima der Kriim- 
mungsmaasse aller geoditischen Flaichen durch einen Punkt unabhiingig 
von der Annahme, dass der betrachtete n-dimensionale Raum in einem 
ebenen (n-+-1)-dimensionalen enthalten ist, durchfiihren, so wird man 
sich zunichst auf den Fall » = 3 beschrinken miissen, weil sonst die 
Coordinaten dz, 0x, — dx, dx, der geodiitischen Fliichen nicht mehr 
unabhiingig von einander sind. Dann erhalt man in jedem Punkte 
drei Maxima resp. Minima des Kriimmungsmaasses, deren Product 
man nun weiter zu untersuchen hiitte. Stellt man fiir dasselbe einen 
Ausdruck in den Coordinaten &,,; irgend eines geodiitischen drei- 
dimensionalen Raumes durch den Punkt A® des Raumes von » Dimen- 
sionen auf, so erhilt man nun freilich einen Quotienten zweier biqua- 
dratischen Formen dieser Coordinaten, welche unter der Annahme, 
dass der Raum in einem ebenen (n-+1)-dimensionalen enthalten sei, 
vollstiindige Quadrate werden. Dies liefert dann nothwendige Be- 
dingungen, denen die Coefficienten des Linienelements geniigen miissen, 
damit der durch dasselbe charakterisirte Raum in einem ebenen Raume 
von *-+ 1 Dimensionen enthalten sein kénne. Sie stimmen iiberein 
mit den Bedingungen (I), welche Herr Ricci**) aufgestellt hat. 

Ich glaube hiermit die Richtung gekennzeichnet zu haben, nach 
der sich etwaige Verallgemeinerungen des Riemann’schen Kriimmungs- 
maasses zu bewegen hiitten; indessen scheint mir keine derselben von 
iihnlicher Wichtigkeit wie dieses, um an sie weitere Untersuchungen 
zu kniipfen. 


Leipzig, im Mai 1886. 





*) Vergl. auch Killing, Die nicht-euklidischen Raumformen in analytischer 
Behandlung, Leipzig 1885, p. 235. Herr K, scheint die letzte Bemerkung unseres 
Satzes tibersehen zu haben, sonst hiitte er wegen des Beweises fiir ein ungerades * 
m nicht auf Lipschitz zu verweisen brauchen. 

**) §. Ricci, principi di una teoria delle forme differenziali quadratique. 
Ann. di Mat. Ser. Il. t. VII. p. 153. 











Nachtrag zu der Note tiber die Herpolodie. 


Von 
W. Hess in Miinchen. 


Durch ein Versehen sind die Sitze 6 und 7 der beregten Note, 
welche fiir die Herpolodie der Hyperboloide die Wendepunktsfrage 
entscheiden, aus meiner Dissertation irrig tibertragen worden. Dieselben 
miissen niimlich lauten, wie folgt: 

6. In der Herpolodie des einschaligen Hyperboloids kinnen, auch 
wenn dieser Abstand kleiner ist als die kleinere der reellen 
Halbaxen, Wendepunkte nicht erscheinen, wenn das Triigheits- 
moment C um die imaginire Axe seinem absoluten Werthe 
nach grisser ist als die Differenz der Trégheitsmomente A und 
B um die reellen Axen (p. 46). 

7. Die durch das Rollen eines zweischaligen Hyperboloids erzeugte 
Herpolodie kann nur dann Wendepunkte besitzen, wenn das 
Trigheitsmoment A wm die reelle Axe kleiner ist als die 
Differenz der absoluten Werthe B und C der Triigheitsmomente 
um die imagindren Axen (p. 48). 


Miinchen, im Juni 1886. 











Ueber ein Theorem der analytischen Mechanik. 
Von 
A. Voss in Miinchen. 


Bereits in den Fragmenten von Lagrange, welche in die von 
Herrn Bertrand besorgte Ausgabe der Mécanique Analytique auf- 
genommen sind*), findet sich die Bemerkung, dass die 3 Euler’schen 
Differentialgleichungen der Rotation eines starren Systems fiir ein be- 
liebiges System materieller Punkte in unverinderter Form in Giiltig- 
keit bleiben. Spiiter hat Liouville,**) ohne dabei freilich diese 
Analogie hervortreten zu lassen, jene Gleichungen fiir diesen letzteren 
Fall abgeleitet; doch wird diese Verallgemeinerung selbst auf Poisson 
zuriickgefiihrt, der in seiner Arbeit tiber die Variation der Constanten 
bereits einen speciellen Fall derselben angedeutet hatte. Des Weiteren 
finde ich nur in einer Arbeit von Frahm***) eine mit dem ange- 
fiihrten Satze in Verbindung stehende Notiz. Derselbe bemerkt, indem 
er eine von Herrn Kirchhoff}) unter Benutzung des Hamil- 
ton’schen Principes gefiihrte Betrachtung verallgemeinert, dass die 
Differentialgleichungen der Rotation einer starren Mannigfaltigkeit um 
einen festen Punkt (ohne Einfluss von Kriften) ihrer Form nach un- 
geiindert bleiben, auch wenn man die Coefficienten in der quadratischen 
Form, welche die lebendige Kraft darstellt, nicht constant, sondern 
als willkiirliche Functionen der unabhingigen Variabelen voraussetzt, 
ohne dies Verhalten dort freilich in mechanischem Sinne zu deuten. 

Das allgemeine Theorem, dass die sechs Euler’ schen Differential- 
gleichungen der Bewegung eines starren Korpers in unverdnderter Form 
auch fiir ein beliebiges System materieller Punkte bestehen bleiben, kann’ 





*) Mécanique Analytique, 1855, tom. II, Fragments, p. 376, vgl. auch p. 212. 
**) Journal von Liouville, Ser. II, tome 3, 1858, p. 6—20. . 
***) Ueber gewisse Differentialgleichungen, diese Annalen VIII, 8.35 39, 
+) Journal von Crelle, Bd, 71, 8. 241—246, 


Mathematische Annalen, XXVII. 38 
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hiernach wohl nicht als eigentlich neu bezeichnet werden, diirfte aber 
gleichwohl nirgends in so bestimmter Form ausgesprochen und auch 
sonst weniger beachtet sein, als das Interesse, das sich schon in analy- 
tischer Hinsicht an dasselbe kniipft, verdienen méchte. Es sei mir 
daher gestattet, dasselbe in der Form darzulegen, dass die Systeme der 
Gleichungen, welche Herr Kirchhoff in seinen Vorlesungen iiber 
Mathematische Physik*) mit Hiilfe des Hamilton’schen Principes 
entwickelt, als allgemein giiltige vermége einer ganz directen Trans- 
formation der Lagrange’schen Gleichungen (in ihrer ersten Form) 
nachgewiesen werden. Ich werde dabei ein Punktsystem voraussetzen, 
das sich in einer ebenen Mannigfaltigkeit von n Dimensionen befindet, 
welche auf ein System rechtwinkliger Coordinatenaxen X, X,...X» 
bezogen ist, da es fiir gewisse weiter gehende Anwendungen von 
Interesse ist, die allgemeine Form der Differentialgleichungen der 
Mechanik unabhiingig von der Anzahl der Dimensionen zu kennen. 

Die Coordinaten eines Systempunktes P seien x, ...2%,, die zu- 
gehérige Masse m, die an demselben angreifenden Kraftcomponenten, 
einschiiesslich der aus etwaigen Bedingungen herriihrenden, seien 
X,...X,**). Ferner sei 


(1) m= a+ )> Cxée, t= 1,2,...,0, 
k=1 


wo a ein beliebiger Punkt des Systemes, die ¢;, der Bequemlichkeit 
halber Coefficienten einer orthogonalen Substitution bedeuten mégen, 
so dass die & die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes P in Bezug 
auf ein irgendwie bewegliches Orthogonalsystem sind, dessen Anfang 
in a@ liegt, und dessen Axen =,,..., =,, mit den Axen X,... X, 
des urspriinglichen festen Coordinatensystemes die Richtungscosinus 
cx. bilden, zwischen denen die Bedingungen 


> cis ix = (sk), 


(2) ‘ 


> cas ens = (sk), 


bestehen, in denen das Symbol (sk) fiir verschiedene Indices s, k 
gleich Null, fiir sk aber gleich Eins zu setzen ist. 


*) Daselbst S. 57—62. 

**) Unter der Voraussetzung, dass die zwischen zwei Punkten wirkenden 
inneren Kriifte gleich aber entgegengesetzt nach der Verbindungslinie gerichtet 
sind, kann man, wie weiter unten erhellt, von diesen absehen. 
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Ks ist dann*) 


(3) X= ay +>) Cik Be + = Cee Ee 
k k 


(4) > Hite =v, + &, 


i 
> witis =u+tp+ &; 
é 
wenn zur Abkiirzung 
(5) Vs -> UiCis, Us -> QiCis, Ps -> Yar be, 
é i A 
gesetzt wird. Fir die ,, Rotationscomponenten“ r,, in Bezug auf die 


Axen = bestehen dabei die Gleichungen 
(6) Tsk = — ks => Cis Cik, 
‘ 


T..=0, 

Cis => ms Cim-s 
Die lebendige Kraft T des Systemes ist nach (4) ausgedriickt durch 
MBPS) Dimas? =D Di mut ety 


wo das erste Summenzeichen ohne Index sich auf die Anzahl der Punkte 
bezieht, aus denen das System besteht. Hieraus folgt 


(8) i — z= m(us-+ ps +s); 
Fre = > mlb PE) — Ente + BD]: 


Diejenigen Differentialgleichungen nun, welche den Massenmittelpunkts- 
und Flichensiitzen entsprechen, werden durch die Gleichung 


lay | 
| Uy » 12 y cory Vin H 144 gree, Vin 
Vo » V9 pee, Vln Vo peep Von 


(9) i” . . . . . . . . . . . -> 
dt Un—2,1 ’ Un—2,2 prey Un—2, n Un-2,1 pees) Un—2,n 
Ly Wy, Lo Wg, 2.2) Ln We Ly Wy y+ ++y Ln Wn 


Ly Ly + X, — = 














*) Differentialquotienten nach der Zeit ¢ sind durch einen Strich bezeichnet, 


. @2 , 
so dass allgemein ao~*: 


38* 
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ausgedriickt, falls die Gréssen »v,,, w; willkiirliche Constanten bedeuten. 
Multiplicirt man die linke Seite von (9) mit dem Quadrat der Sub- 
stitutionsdeterminante 


i 
a Cy, Cnt Cy Cin] 


=1, 














Cin Cnn Cnt Cnn 


und zwar in der durch die beiden Factoren angegebenen Folge, so 
bleiben die Gréssen v;,, w; zufolge der Gleichungen (2) ungeiindert, 
wihrend an Stelle der 2,, x; nach (4) die Ausdriicke 


Pe Ei Cin +3 ViCki, 
> (wtp bi) Ckiy 


treten. Unter Benutzung von (8) erhilt man nun unmittelbar aus (9) 
durch Vergleichung der Coefficienten der w; 


d oT ¢ 
(1) dt Ou, Ck = D Xe, r=1,2,...,m, 
k 


und hieraus durch Multiplication mit den c,,, und Summation iiber +, 
wenn fiir > X, zur Abkiirzung =, gesetzt wird, 


1 oT > oT _ ? 
(Ia) rr ( = )+ Ou, sk -> =—rCrsy SHS 1, 2. o « We 
's . - 


Vergleicht man dagegen die Coefficienten gleicher Verbindungen der 
v;x, 80 erhilt man ebenso unmittelbar 


d ar ar , aT \ ses 
jk 
r,s 1,2...m, 
in welchen Gleichungen die rechte Seite zur Abkiirzung gleich 
M,, — M,, 


gesetzt werden mag. Denkt man sich links in (II) die Differentiation 
nach ¢ ausgefiihrt, multiplicirt dann mit ¢,,¢,, und summirt nach r,s 
und beachtet, dass nach (6) 


(10) » Crt Ose ee (Crs Cat) = Fos (GK) + ran(5t), 


rs 


so erhilt man 
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(11) + (w ie. ~ Ye Ou, a Pd j Sin Yaj —te Gr) 
Solo tue — bu) "0 (5a, — " Guy) 
= = My; rt Cs = >M, (Creo — CatCre)3 


t,o—=1,2...m 





Diese Formel gestattet noch eine weitere Vereinfachung. Aus der 


Gleichung (5) 
Us =>) AiCis 


folgt niimlich mit Hiilfe von (6) 
dv, 
(12) dt = Us + > fus%m: 


Fiihrt man die Differentiation im ersten Terme links von (11) aus, 
und setzt statt der Differentialquotienten der partiellen Differential- 
quotienten von 7 ihre Werthe aus (la) ein, so entsteht: 


l oT or oT 
(Ila) 7 (te ; )+2 ("5 3, = ie Or,; ) + uy ou, Ua Ou, 
os yy 3 (Crt Cso wees Crt Cra) +> S-(Cre Vs — CrsVt)} 


6,¢=1,2...m, 


wo nun rechter Hand die ,, Momente“ der Kriifte in Bezug auf das 
bewegliche Axensystem stehen.*) 

Die Siitze (I), (Ia), (IL), (Ila) entsprechen vdllig den Gleichungen 
der Bewegung eines starren Kérpers, wie sie Herr Kirchhoff a, a. O. 
S. 61 entwickelt; die inneren Krifte treten in ihnen itiberhaupt nicht 
auf. Eine Ausdehnung derselben fiir die Rotation einer starren, keinen 
Kriiften unterworfenen, Mannigfaltigkeit um einen Punkt hat bereits 
Frahm gegeben. 

Der von letzterem im Anschluss an Herrn Kirchhoff’s oben ge- 
nannte Abhandlungen eingeschlagene Weg, welcher auf algebraischen 
Umformungen und dem Hamilton’schen Principe beruht, lisst sich 
aber, wie gezeigt, durch die einfache in (9) zum Ausdrucke gebrachte 
Methode so abkiirzen, dass fast jede Rechnung iberfliissig wird. Fir 


*) Nur fiir 3 Dimensionen, in welchem Falle die zweireihigen Unterdeter- 
minanten der ¢,, diesen selbst gleich werden, kénnen daher die Momente in Bezug 


auf verschiedene Axen durch Projection aus einander abgeleitet werden. 
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den gewéhulichen Fall von 3 Dimensionen kann man noch einfacher 
verfahren. Es geniigt dann, in (9) mit der Substitutionsdeterminante 
A selbst zu multipliciren; man erhilt dann wnmittelbar die trans- 
formirten Gleichungen. Dieser Weg, den anzudeuten hier geniigen 
wird, diirfte sich empfehlen, wenn es sich darum handelt, die Differen- 
tialgleichungen der Bewegung des starren Koérpers durch rein ana- 
lytische ‘Transformation aus dem d’Alembert’schen Principe ab- 
zuleiten. 


Miinchen, 16. Juni 1886. 




















Ueber die Bewegung tropfbarer Flissigkeiten in Gefissen. 


Nach Johann Rudolf Merian 
bearbeitet von 


Kart VonperMijuxt in Leipzig. 


Die kleinen Bewegungen tropfbarer Fliissigkeiten in Gefiissen von 
endlicher Tiefe sind meines Wissens zuerst von meinem Grossoheim 
Johann Rudolf Merian behandelt worden*), im Anschluss an die 
Arbeiten von Poisson und Cauchy, welche sich auf den Fall be- 
schrinkt hatten, wo die Fliissigkeit unendlich tief und seitlich un- 
begrenzt ist. Die Resultate haben in neuerer Zeit besondern Werth 
erhalten durch die Anwendung auf eigenthiimliche, Ebbe- und Fluth- 
artige Bewegungen, periodische Hebungen und Senkungen, welche der 
Wasserspiegel von Landseen erleidet; am Genfer See, namentlich in 
Genf, wo die Schwankungen besonders merklich sind und an einzelnen 
Tagen einen, ja zwei Meter iiberstiegen haben, sind diese Bewegungen 
unter dem Namen der ,,Seiches“ bekannt; sie wurden schon im 
vorigen Jahundert beobachtet und beschrieben, 

Herr I. A. Forel**), Professor in Lausanne, hat seit Anfang 
der siebziger Jahre an verschiedenen Stellen des Genfer Sees, ebenso an 
andern Schweizer Seen die Hebungen und Senkungen des Wasserspiegels 
genauer untersucht, namentlich die Schwingungszeiten gemessen; er 
hat dann gezeigt, dass diese Zeiten mit weit grésserer Anniherung als 
man vermuthen sollte, durch die Formel bestimmt werden, welche die 
Theorie fiir die Dauer der ersten einfachen Schwingung in einem 
Gefiiss von constanter Tiefe liefert. 

Bei diesem Anlass hat sich herausgestellt, dass die betreffenden 
Gleichungen, wenn auch den Mathematikern nicht unbekannt und an 


*) Ueber die Bewegung tropfbarer Fliissigkeiten in Gefiissen. Abhandlung 
von Dr. J. Rud. Merian. Basel, 1828. 53 pp. 

**) F, A. Forel. — Sur les Seiches du lac Léman. — Bull. de la Soc. 
vaudoise des Sciences naturelles. XII, No. 70, 1873; XIII, No. 74, 1875. — Archives 
de Genéve, Aotit 1876, Décembre 1876, Mai 1877, Septembre 1885. 
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verschiedenen Orten angegeben, seit dem Jahre 1828 wohl nirgends 
ausfiihrlich abgeleitet sind*). Die kleine Schrift von J. R. Merian 
hat wenig Verbreitung gefunden und ist lingst vergriffen; die Dar- 
stellung entspricht auch der heutigen Auffassung nicht mehr, nachdem 
in den verflossenen sechzig Jahren die analytische Behandlung von 
ihnlichen Problemen der mathematischen Physik eine so weit reichende 
Entwicklung und Umgestaltung erfahren hat. Ich glaube daher den 
Physikern einen Dienst zu leisten, wenn ich an dieser Stelle den 
wesentlichen Inhalt der genannten Abhandluug in véllig umgearbeiteter 
Form wieder zur Verdffentlichung bringe. 


§ 1. 
Die Differentialgleichungen des Problems. 


Kine tropfbare Fliissigkeit der Dichtigkeit @ sei enthalten in einem 
oben offenen Gefiiss mit festen Wiinden; von iussern Kriiften wirke 
allein die Schwere; dann ist die Gleichgewichtsoberfliiche der Fliissig- 
keit eine horizontale Ebene. Es sei dies die Ebene z = 0, indem wir 
die z-Axe mit der Richtung der Schwere zusammenfallen lassen. 

Eine Bewegung der Fliissigkeit kann nur auf einem der beiden 
folgenden Wege hervorgerufen werden: Entweder erhiilt die Oberfliche 
eine von der Gleichgewichtsoberfliiche abweichende Form, oder es werden 
auf die verschiedenen Stellen der Oberfliiche Stésse ausgetibt, so dass 
die Theilchen der Fliissigkeit bestimmte Anfangsgeschwindigkeiten 
erhalten, 

Wir versuchen eine Behandlung der Aufgabe auf Grund der An- 
nahme, dass die Anfangsgeschwindigkeiten ein Potential besitzen; 
dann muss, weil auch die wirkenden Kriifte ein Potential besitzen, 
immer ein Geschwindigkeitspotential m existiren, und es gelten die 
beiden Gleichungen: 


Ck Op Oy 
(1) ou? + oy? + “Oe = 0, 
- op 1 {jee oe¥ ep \\ y 
(2) soon —- FF a2) + (3) +( gti 
fiir jede Stelle (x, y, 2), wo sich zur Zeit ¢ Fliissigkeit befindet. Hierin 
bezeichnet g die beschleunigende Kraft der Schwere und p den Druck, 


bezogen auf die Einheit der Fliiche; 7’ ist eine unbekannte Function 
der Zeit. 








*) In den Vorlesungen iiber mathematische Physik von G. Kirchhoff 
sind nur die Hauptformeln ganz kurz entwickelt: 25. Vorlesung, § 3, p. 354—359. 
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Ferner muss an jeder Stelle der Gefiisswand die Bedingung erfiillt 
sein; 


a9 
(3) o 0, 


wo dn die Richtung der Normale an die Wand bedeutet; sie werde 
in das Innere des Gefiisses positiv gerechnet. 

Dagegen haben wir an der freien Oberfliiche der Fliissigkeit, auf 
welche ein mit der Zeit veriinderlicher tiusserer Druck P wirken soll, 
zwei Bedingungen: Erstens muss der Druck der Fliissigkeit dem diussern 
Druck gleich sein, 

(4) p=P, 

wo P eine gegebene Function von ¢ sein soll; dann aber muss ein Fliissig- 
keitstheilchen, welches einmal der Oberfliiche angehért, immer an der 
Oberfliiche bleiben; dies fiihrt auf die zweite Gleichung: 


P 
(5) oe 4 op fo 4 op do 5 op oo 


x2 Ou dy @éy ee 


welche beiden Gleichungen fiir jede Stelle der Oberfliiche zu jeder 
Zeit gelten. 
Endlich haben wir noch Bedingungen fiir den Anfang der Be- 


wegung , t = 0. Es muss die Gestalt der Oberfliche gegeben sein; 
sie werde bestimmt durch die Gleichung: 


(6) F(a, y, 2) =0. 


Zweitens miissen die Anfangsgeschwindigkeiten der siimmtlichen 
Fliissigkeitstheilchen gegeben sein, die Werthe von 


OQ 0 Po 7] OPo_ 


oa? oy”? “Os” 

wenn g, das Geschwindigkeitspotential zur Zeit ¢ = 0 bedeutet, oder 
es muss gy fiir alle Stellen der Fliissigkeit gegeben sein, abgesehen 
von einer Constante, die willkiirlich bleibt. Allein die Werthe von 
gy, sind durchaus nicht beliebig; denn wie jedes gm, so muss auch go, 
der Differentialgleichung (1) Geniige leisten, und an jeder Stelle der 
Gefiisswand der Bedingung (3). 

Nun ist leicht zu zeigen, dass g, vollig bestimmt ist, sobald noch 
sein Werth an der Oberfliiche vorgeschrieben wird, etwa 


(7) Py = O (x, y, 2), 
welche Gleichung nur fiir die Stellen (7, y, ¢) der Oberfliiche (6) gelten 
soll, soweit diese Oberfliiche die Grenze der Fliissigkeit bildet. 

Um diesen Beweis zu fiihren, nehmen wir an, es gebe zwei ver- 
schiedene Liésungen, g, und g,; dann muss ihre Differenz: 


y=, — 
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der Differentialgleichung (1) Geniige leisten, an der Gefiisswand die 
Bedingung (3) erfiillen und in der Oberfliche verschwinden. Nun ist 
aber nach einem bekannten Satze: 


SIG + oe + Gar) ¥adedy de 
‘ SS _ fiz) + (BS) + (8) te dy dz, 


wo die dreifachen Integrale iiber alle Elemente dx dydz der Fliissig- 
keit auszudehnen sind, das Doppelintegral iiber alle Elemente da der 
Grenze; dn bezeichnet die Normale an die Grenze, nach Innen positiv 
gerechnet. Fiir die Oberfliiche ist » = 0, fiir die Gefiisswand 


“ = 0; folglich verschwindet das Flichenintegral. Da wegen der 





allgemeinen Differentialgleichung (1) das erste Raumintegral gleich 
Null ist, muss auch das zweite verschwinden; so folgt fiir jede Stelle 


der Fliissigkeit: 
dw \? év\? oy \? 
Gs) + (BY +(2y=8 


y=Q0. 
Folglich giebt es nur eine einzige Lésung. 

Die Anfangsgeschwindigkeiten sind demnach vollstiindig bestimmt, 
wenn der Werth von gq, fiir die Oberfliiche gegeben ist, und dem 
entspricht, dass die Anfangsgeschwindigkeiten den siimmtlichen Fliissig- 
keitstheilchen durch Stésse auf die Oberfliiche miissen ertheilt werden. 
Und zwar werden die Stésse durch den gegebenen Werth ® sehr ein- 
fach bestimmt. 

An der Stelle (x, y, 2) der Oberfliiche finde ein Stoss statt von der 
Stiirke Q, bezogen auf die Einheit der Fliiche; das soll heissen: Auf 
das Element dw der Oberfliiche werde senkrecht von Aussen her ein 
Stoss ausgeiibt von der Stiirke Q@d@, so dass dieses Product einer 
Bewegungsgroésse iiquivalent ist. Mithin verhilt sich der stossende 
Druck @ zu einem stetigen Druck P, wie eine Stosskraft zu einer 
stetigen bewegenden Kraft. 

Nach unserer Auffassung wirken die auf die Oberfliiche gefiihrten 
Stésse instantan auf die ganze Fliissigkeit, und die den einzelnen 
Stellen mitgetheilten Geschwindigkeiten werden bedingt durch die In- 
compressibilitit der Fliissigkeit und die Festigkeit der Winde. Fir 
die Stelle (x,y, 2) im Innern der Fliissigkeit sei der Stoss gleich q; 
das soll folgende Bedeutung haben: Wir legen durch die Stelle irgend 
ein Flichenelement da, errichten auf demselben einen geraden Cylinder 
und ersetzen die Fliissigkeit im Innern des Cylinders durch einen festen 
Stempel; auf diesen Stempel soll in der Richtung der Cylinderaxe 


d. h. 








— 


rr Of! 
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ein Stoss ausgeiibt werden von der Stiirke gd@. Demnach wirkt der 
Stoss nach allen Seiten in gleicher Stiirke, ganz ihnlich einem stetigen 
Druck. Ist q fiir jede Stelle im Innern der Fliissigkeit gegeben, so 
ist die Geschwindigkeit eines jeden Flissigkeitstheilchens bestimmt. 

Wir denken uns an der Stelle ein unendlich kleines Parallel- 
epipedum ausgeschnitten, mit den Kanten dx, dy, dz; durch q sind 
die auf die sechs Seitenfliichen gefiihrten Stiésse gegeben, und die 
Geschwindigkeit an der Stelle (7, y, 8) ist gleich derjenigen, welche 
das Fliissigkeitselement durch die sechs Stésse erhiilt. Nun werden 
auf die beiden Seiten dydz in der Richtung der positiven z-Axe die 
Stésse ausgefiihrt 

q dy dz 

und 


a (q + “ dx) dy dz; 


ihre Summe ist gleich der z-Componente von dem Stoss, welcher das 
Element trifft, also gleich dem Product aus der Masse in die 2-Com- 
ponente der Geschwindigkeit. So folgt die Gleichung: 


a oa da dydz=odxadydz oe , 


wo @ das Potential der ertheilten Geschwindigkeiten bedeutet. Wir 
erhalten schliesslich : 
7] a e 7) 7 7] 
5 aa ay om ay” oe on 
oder einfach 
¢-— ¢?- 

Wir erkennen nun den Zusammenhang, der zwischen der Annahme, 
es existire ein Geschwindigkeitspotential, und den Voraussetzungen 
besteht, welche bei Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen 
gemacht werden. 

Wir kénnen das Resultat folgendermaassen allgemein aussprechen : 
Die Geschwindigkeiten an den verschiedenen Stellen zu einer beliebigen 
Zeit ¢ werden ertheilt durch einen Stoss auf die Oberfliiche von der 
Stiirke 

— OP, 
wo g der Werth des Geschwindigkeitspotentiales an der Oberfliche 
ist. Dementsprechend werden die Anfangsgeschwindigkeiten der Fliissig- 
keit ertheilt durch den Stoss auf die Oberfliiche 


— 99; 
mit dem Werthe von werden also die auf die verschiedenen Stellen 
der Oberfliiche ausgeiibten Stésse gegeben. 
Wir kénnen endlich die Gleichungen (1) bis (7) mit den beiden 





. 


580 ; Kart VonperMiatu. 


Unbekannten g und p so umformen, dass wir ein System von Glei- 
chungen mit  allein erhalten, durch dessen Lésung auch der Druck 
p bestimmt wird. 
Wir setzen 

g=o+T, 
wo 7” eine Function von ¢ sein soll; dann tritt in den simmtlichen 
Gleichungen einfach g’ an die Stelle von gm, mit Ausnahme von 
Gleichung (2), welche die Form annimmt: 


ye-T+ 9 08 — 2-H +G th} 


Setzen wir weiter 
aT’ 1 
—_—O T — e P, 
so folgt 


P—P gs — 28 _ ory ery yas, 


und wenn wir diesen Ausdruck mit 4 bezeichnen, so kénnen wir die 
beiden Bedingungen an der Oberfliiche schreiben: 


y= (0, 
on 4 On 09 , Ot d9 Oz 09 _. 
t + $2 oe * t oy + Os os = O- 


Nun ist aber g’ ebensowohl Geschwindigkeitspotential, wie m. Wir 
schreiben daher iiberall m, verstehen unter x die Function von 9: 


0 1 2 09? 
pmo — HE — 352) + (35) + GDI: 
und haben zur Bestimmung von @ die allgemeine Differentialgleichung 
(1), die Bedingung (3) an der Gefiisswand, die beiden oben stehenden 
Gleichungen mit z an der Oberfliche, endlich die Anfangsbedingungen 
(6) und (7). 
Ist m gefunden, so folgt p aus der Gleichung 


p= P+ ox. 

Wir sehen, dass der auf die Oberfliiche wirkende Druck P ohne 
Einfluss auf die Bewegung der Fliissigkeit ist, selbst wenn er sich mit 
der Zeit iindert. Das wiirde nicht mehr gelten, wenn zu derselben 
Zeit der Druck an verschiedenen Stellen der Oberfliiche verschiedenen 
Werth hiitte, P auch Function von g, y, 2 wire. 


- 


- so 4 mm 2 2.2 2 ee oe 








—- © gd 
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§ 2. 
Annahme sehr kleiner Geschwindigkeiten. 


Erhilt die Fliissigkeit in dem Gefiiss eine beliehige Bewegung, so 
wird die Oberfliiche und damit auch der Raum, den die Fliissigkeit 
einnimmt, endliche Aenderungen erleiden. Dann lisst sich das Problem _ 
im Allgemeinen auf Grund der oben abgeleiteten Gleichungen nicht 
behandeln, weil das Gebiet der Variabeln x, y, 2 veriinderlich ist. 
Nehmen wir aber an, es seien die Geschwindigkeiten der siimmtlichen 
Stellen immer sehr klein, so muss auch die Aenderung, welche die 
Oberfliche erleidet, sehr klein bleiben; folglich wird die Oberfliche 
vou der horizontalen Gleichgewichtsfliche nur sehr wenig abweichen, 
und wir begehen einen sehr geringen Fehler, wenn wir fiir die Ge- 
schwindigkeiten an der Oberfliiche diejenigen Werthe einsetzen , welche 
an der niichstgelegenen Stelle der Gleichgewichtsfliche ¢ — 0 gelten. 
Dann wird das Gebiet der Variabeln x, y, ¢ ein bestimmtes und un- 
veriinderliches, begrenzt von der Gefiisswand und der Gleichgewichts- 
-fliche g = 0, und es soll das Geschwindigkeitspotential m als Function 
der Zeit ¢ und der nun als unabhiingig zu betrachtenden Variabeln 
x,y, 2 bestimmt werden. 

Wir vernachlissigen die Quadrate und Producte der Geschwindig- 





keiten ee, Ae und oe Dann muss g der allgemeinen Differential- 
gleichung Geniige leisten: 

a? ap , a , 
(1) 5 + os Tt or = 0; 


ferner an der Gefiisswand, soweit diese von der Fliissigkeit im Gleich- 
gewichtszustand benetzt wird, die Bedingung erfiillen: 


(2) “ wath. 


An der Oberfliiche haben wir nun, da 
7] 
Z= gs — a2 
die beiden Gleichungen: 


0 
ge= 
dp _@q. 

I Ge ~ Ot 





Die erstere Gleichung bestimmt im Allgemeinen die Ordinate der 


Oberfliche; wir wollen sie zur Unterscheidung mit 2 bezeichnen; dann 


wird z bestimmt als Function von 2, y und ¢, indem in 7 e=0 zu 
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setzen ist. Zur Zeit {=O soll die Gestalt der Oberfliche gegeben 
sein, also auch der Werth von ¢; folglich ist der Werth von oe 
Zeit ¢ = 0 fiir 20 gegeben. 

Die letztere Gleichung liefert die Bedingung an der Grenze z—0: 

0 e 

@) 93s OF 

Nehmen wir endlich an, es seien die Ordinate der Oberfliiche und 
der Werth von @ an der Oberfliche zur Zeit ¢ = 0 bestimmt durch 
die Functionen F und © von x und y, so haben wir noch die beiden 
Anfangsbedingungen fiir ¢ = 0: 


(4) Po = V(x, y), 
(5) ($2) =9 Fy). 


Ist m als Lésung dieser simmtlichen fiinf Gleichungen bestimmt, 
so folgt die Ordinate z der Oberfliche aus der Gleichung: 


. = 1 d@ 
(6) = he 


zur 


wo rechts der Werth von oe fiir ¢ = 0 zu nehmen ist, und der Druck 


p an der Stelle 2, y, 2 zur Zeit ¢: 
(7) p=P+gs—%, 


wo der Kinfachheit wegen die oben mit @ bezeichnete Dichtigkeit 
gleich Kins gesetzt ist und P wieder den zur Zeit ¢ auf die Oberfliche 
ausgeiibten Druck bedeutet. — 


Es kiénnten Zweifel entstehen, ob der nach Gleichung (6) be- 


stimmte Werth von z der Bedingung geniige, dass das Volumen der 
Fliissigkeit ungeiindert bleibe. Danach soll sein 


J faaxay =o, 


wo das Integral iiber alle Elemente der Gleichgewichtsfliche aus- 
zadehnen ist. Nach Gleichung (6) ist diese Bedingung erfiillt, wenn 


"8 


wieder ¢ = 0 zu setzen ist. 


d9 
ot 
Nun haben wir mit Riicksicht auf die Gleichung (3): 


a PE ae "0 
Gf st atu ff oe azdymof f Ge dzdy, 


wo in 
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und das letzte Integral ist gleich Null. Denn nach einem bekannten 
Satze gilt die Formel: 


SIG oat + on + can *) de dyds = {fa bbe, 


wenn das dreifache Integral iiber den ganzen von der Fiiissigkeit 
erfillten Raum, das Flichenintegral iiber alle Elemente d@ der Grenze 
ausgedehnt wird und dn die Normale an die Grenze bezeichnet, nach 
Innen positiv gerechnet. Ferner verschwindet das dreifache Integral 
wegen der Gleichung (1); fiir jede Stelle der Gefiisswand aber gilt die 
Gleichung (2); folglich ist das Flichenintegral, ausgedehnt iiber die 
Gleichgewichtsfliche, gleich Null: 


SS @ dzdy=0. 


Wir finden demnach, dass das Integral 


Sf dx dy 


einen constanten, von der Zeit unabhiingigen Werth haben muss, und 
da dieser Werth fiir die Zeit £ = 0 Null ist, weil selbstverstiindlich der 


gegebene Werth von ¢ der Bedingung geniigen muss: 


JfFe yjdzdy=0, 


bleibt das Volumen der Filiissigkeit in der That ungeiindert. — 

Ganz ihnlich kénnen wir den Beweis fiihren, dass durch die 
Gleichungen (1) bis (5) das Geschwindigkeitspotential véllig bestimmt 
ist, dass also nur eine einzige Lésung des Problems existirt. 

Wir nehmen an, es gebe deren zwei, g, und g,, und betrachten 
die Differenz: 





P =P — Pr- 
gy muss dann den Gleichungen Q): (2) und (3) Geniige leisten; wegen 
(4) und (5) aber miissen g’ und 2? yerschwinden fiir # = 0 und ¢=0. 


Jetzt betrachten wir das ciate Integral, das wegen der Gilei- 
chung (1) verschwindet: 


=f [ffEE gat a a) ov dadydzdt. 


Das dreifache Integral ist tiber alle Elemente dx dy dz der Flissigkeit 
auszudehnen, das Zeitintegral von 0 bis ¢. 
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Durch partielle Integration folgt: 


ethos dg dy’ 
sian SSS ae Cade 
oe Ae A, A s 
SSE ox Geat T oy oy ot + de> sent )a dy dz dt. 


Hier ist wieder das Flichenintegral tiber alle Elemente dw der Grenze 
auszudehnen. Fiir die Gefiisswand ist aber 
ap 
on 0 
fiir die Oberfliiche nach Gleichung (3) 
Fa we ee 
on Oz g ot? 
folglich kénnen wir die Gleichung in der Form schreiben: 


fff ar ) )' da dy at 
+ SSF (r) + (35) +(45) } exauacar, 


und dann die Integration nach der Zeit ausfiihren. Hiebei ist zu be- 
ag’ 
ot 
fiir die Zeit ¢= 0 iiberhaupt verschwinden, da sie fiir z—0 Null 
sein sollen und die Gleichungen (1) und (2) gelten. So erhalten wir 
fiir jede Zeit ¢: 


o— oS L(G “Yarayt ff f\(52) + (5) + (GE) feeavae. 


Diese Gleichung ist nur erfiillt, wenn fiir vos Stelle im Innern der 
Fliissigkeit 


achten, dass, wie wir oben gezeigt haben, die Gréssen g’ und 


op __ dy” op __ 
a0 ss 3 
und fiir die Oberfliche ¢ — 0 auch 
ip 
"=? 


Nach den ersten drei Gleichungen ist g’ nur Function der Zeit, nach 
der letzten gleich einer Constante, und diese Constante ist wegen 
der Bedingungen fiir 40 gleich Null. Wir finden also: 


Y= %,— 9, = 9, 











| 
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d. h. es giebt keine zwei von einander verschiedenen Lésungen des 
Problems. — 

Zum Schlusse wollen wir noch bemerken, dass unter den gemachten 
Voraussetzungen die Bewegungen der einzelnen Fliissigkeitstheilchen 
kénnen angegeben werden, sobald das Geschwindigkeitspotential » 
bekannt ist. 

Es sei (a, b, c) der Ort eines Flissigkeitstheilchens zur Zeit ¢==0, 
ferner u, v, w die Componenten der Geschwindigkeit, welche dieses 
Theilchen zur Zeit ¢ besitzt, gegeben als Functionen von a, b, c 
und ¢, Dann wird der Ort des Theilchens zur Zeit ¢ bestimmt durch 
die Gleichungen: 


a=a+fudt, 
t 

y=b+fodt, 
t 

e=c+fwdt 


Nun sind einmal nach der Annahme die Geschwindigkeiten u,v, w 
immer sehr klein; ferner veriindern die Fliissigkeitstheilchen ihren Ort 
nur sehr wenig; dann sind aber die Werthe u, v, w nur sehr wenig 
verschieden von den Geschwindigkeiten, welche an der Stelle a, b, c 
zur Zeit ¢ statthaben, und der Unterschied ist von der zweiten Ord- 
nung, also zu vernachlissigen. Endlich erhalten wir die Geschwindig- 
keiten an der Stelle a, b, c zur Zeit ¢, indem wir in den Ausdriicken 


oe z S, oe die Variabeln «, y, ¢ durch a, b, ¢ ersetzen. Mithin 


haben wir: 
t 
r=a@ +f (iE) a, 
uv 
7D 
y= b + (3s) dt, 


8 =+f(%) dt, 


wo die Klammern um (32) u. s. w. bedeuten sollen, dass a, b, c statt 
x,y, 2 gesetzt werde. 


Mathematische Annalen. XXVII. 
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§ 3. 
Integration der Differentialgleichungen. 


Wir suchen zuniichst eine particulire Lésung der Differential- 
gleichung (1) und der Grenzgleichungen (2) und (3) von der Form: 
y= TU, 
wo JT nur Function der Zeit ¢ und U nur Function von 2, y, ¢ sein 
soll. Setzen wir den Werth ein in die zweite Grenzgleichung (3), 
so folgt 
1 aT 1 aU 
T dt ~IT os? 
wo rechts z = 0 zu setzen ist, d. h. es soll eine Function von ¢ einer 
Function von x und y gleich sein. Dieser Bedingung geniigt nur 
eine Constante; wir bezeichnen dieselbe mit — x’. 
Dann folgt fiir 7 die Differentialgleichung: 


eT ry 
“de +#T=0, 
deren vollstiindige Lésung ist: 
T=Acosxi+B $ sin xt, 


mit den beiden willkiirlichen Constanten A und B. Wir wiihlen diese 
Form, damit auch fiir den Fall x0 die vollstiindige Lésung A+ Bgt 
erhalten werde; der Factor g im zweiten Gliede ist wegen der An- 
fangsbedingungen bequem. 

Die Function U von z, y, ¢ muss dagegen den ree Glei- 
chungen geniigen: 

1) Der allgemeinen Differentialgleichung: 


eu #U @U 


(A) ao tot 9 
2) Der Grenzgleichung an der Gefisswand: 

aU : 

(B) On — 0; 


3) Der Bedingung an der Oberfliche ¢ = 0: 
' U ’ 
(C) 9g 2 4 eU =0 
Durch Umformung des Integrales 
“Crja@u , eu 
SS Ge + oe + ge) Uda dy de 
ergiebt sich die Gleichung: 


“ff v? drdy= f° [f\(Ge) + ' (3) +/( or) | dx dy de, 
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wo das Flichenintegral auf der linken Seite wieder tiber alle Elemente 
der Gleichgewichtsoberfliche zu nehmen ist. Folglich muss die Con- 
stante x? reell und positiv sein, so dass wir auch x positiv setzen 
kénnen. Das sagt aus: Die einfachen Schwingungen der Fiiissigkeit 
in dem Gefiiss, welche durch einen Ausdruck von der Form 7'U darge- 
stellt werden, sind periodisch um as. 


Schliesslich wird den Anfangsbedingungen (4) und (5) geniigt, 
wenn es gelingt, eine auf der Gleichgewichtsoberfliiche gegebene Func- 
tion von 2 und y darzustellen durch eine Reihe von Lisungen der 
Gleichungen (A), (B), (C) fiir verschiedene Werthe von x: 


>) On Us. 


Hierin bedeutet U, den Werth einer Lisung U fiir z= 0, und die 
Reihe ist nach steigenden Werthen von x zu ordnen. Setzen wir 
dementsprechend : 


T, = A, cos xt + B, g sin xt, 
so geben die Gleichungen (4) und (5): 
(x,y) =>) Ae Us, 
F(a, y) -> B, Ux. 
Was die Bestimmung der Coefficienten A und B betrifft, ist leicht 


zu zeigen, dass 
(ay f [u, U,dzdy = 0, 


wenn U, und U, die Werthe von U, fiir x, und x, bedeuten. Daraus 


folgt, dass 
Jf U,dady = 0, 


%,° 2 x,°. 


Die Berechnung der Coefficienten macht also keine Schwierigkeit, 
wenn die Darstellbarkeit der Function durch eine solche Reihe an- 
genommen wird. 

Die weitere Behandlung der Aufgabe hingt von der Form des 
Gefiisses ab.*) 


sobald 


*) Den Fall, wo der Boden des Gefiisses aus einer schiefen Ebene oder aus 
zwei schiefen Ebenen gebildet ist, hat G. Kirchhoff behandelt: Wied. Ann. 10, 
pag. 34—36. 
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§ 4. 
Betrachtung eines Gefiisses von constanter Tiefe. 

Das Gefiiss habe die Form eines geraden Prismas oder Cylinders 
mit horizontalem Boden und verticalen Seitenwiinden. Die Tiefe der 
Fliissigkeit betrage c. 

Dann suchen wir eine Lisung der Gleichungen (A), (B), (C) 
von der Form 


U=ZW, 


wo Z nur Function von z¢ und W nur Function von x und y sein 
soll. Durch Einsetzen in die eg ly (A) folgt: 


2(a> + oe) + ws Se 7 = 0, 


und diese Gleichung kann nur bestehen, wenn 





da = 4 
und 
ew 
Ox -+ ae W+yPW—0,. 


wo y? eine Constante bedeutet. 
Z wuss ferner den Bedingungen Geniige leisten : 


adZ : 
az = 9 fiir £=C, 


wegen der Gleichung (B) fiir den Boden des Gefisses; 


g 2 4 tZ—=0 fir 2=0, 


wegen der Bedingung (C) an der Oberfliche. 
Setzen wir die vollstindige Lisung der Differentialgleichung: 

Z= Act* + Be-™ 

in die erste Grenzbedingung ein, so folgt 
y(Aere — Be-v’) = 0. 
Dieser Gleichung wird geniigt durch 
Z=C {eve—9 4 e-re-9,, 

und die zweite Bedingung giebt: 


Da x reell sein soll, kénnen wir y reell und positiv annehmen; die 
Formeln gelten auch fiir y= 0. Wir betrachten nun «x als bestimmt 




















Bewegung tropfbarer Fliissigkeiten in Geftssen. 589 


durch y, und verfiigen iiber den Factor von Z so, dass Z = 1 fiir 
2=0. Demgemiiss wird: 


4, = 





ef (—a) 4 g—rlo— 4) 

ef? 4 e 7° } 

Entsprechend sei W, fiir einen bestimmten Werth von y die 
Lésung der Gleichungen: 


ow 2W ” 
(a) jar + oF “+r WwW =0, 
ow 
(b) OW 


Die Differentialgleichung (a) gilt fiir jede Stelle (7, y) der Gleich- 
gewichtsfliche oder des Bodens, die Gleichung (b) fiir die Grenzlinie, 
deren Normale nach Innen dm ist. Dann kommt es noch darauf an, 
eine gegebene Function von x und y darzustellen durch eine Reihe 
von der Form: 

»'G, W,. 

Diese Aufgabe ist von Heinrich Weber sehr ausfiihrlich be- 
handelt worden.*) Es ergiebt sich, dass der Differentialgleichung und 
der Grenzbedingung fiir einen beliebigen Werth von y nicht kann 
geniigt werden, dass dagegen unendlich viele, von einander verschie- 
dene Liésungen existiren, worin die Constante y zwar unendlich viele, 
aber nur ganz bestimmte, von der Natur der Begrenzung abhingige 
Werthe haben kann. 

Indem wir auf diese Untersuchung verweisen, wollen wir hier 
nur zeigen, wie die Coefficienten der Reihen bestimmt werden, die 
Entwickelbarkeit der Functionen vorausgesetzt. Dem Obigen ent- 
sprechend ergiebt sich leicht, dass 


(2 — 7) [W, W.deay =0, 


wenn W, und W, die Lésungen der Gleichungen (a) und (b) fiir die 
Werthe y, und y, bedeuten; folglich ist: 


Sf W,dazdy=0, 


v1" ZY. 


wenn 


Setzen wir also: 
o= > (4, cos xt + By, £ sin xt) Z, W,, 


*) H. Weber. — Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung. 
oF u au 
Gat + Oy + ku = 0. 


Math, Ann. 1, p. 1—36, 1869. 





‘ 
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so folgt auf bekanntem Wege: 


_ SS (a, y) W, dedy 
[w,azay 


Jf Pa, y W, dxdy . 


[fw da dy 


B, = 


§ 5. 
Bewegungen nach zwei Dimensionen. 


Wir betrachten den Fall, wo der Boden des Gefiisses ein Recht- 
eck ist mit den Seiten a@ und b. Lassen wir die Axen x und y mit 
zweien dieser Seiten zusammenfallen, so werden die Seitenwinde des 
Gefisses bestimmt durch die Gleichungen: 


Za Q, 2 = a; 
y=0, y=b. 


Wir betrachten zuerst den einfachen Fall, wo das Geschwindig- 
keitspotential » von y unabhingig ist, wo also die Flissigkeitstheilchen 
sich parallel der (x,2)-Ebene bewegen. Wir erhalten diesen Fall, 
wenn die Functionen F und ® von y unabhiingig sind. Der Bedingung 
1 @ 
iiberhaupt Null ist, und W wird als Function von x bestimmt durch 
die Gleichungen: 


an den Seitenwinden y—0 und y= b ist dann geniigt, wei 


oy +eW=0 fir 0<2<a, 
aw =0 fir «z=0O und fir z—a. 


Durch Integration finden wir: 
W=Acosyx+B = sin yx; 
weiter aus den Grenzbedingungen: 
B=0, Asnya=0. 
Folglich wird, wenn » eine ganze positive Zahl bezeichnet, 


ay na 
ioe 
und 
NEE 
W = cos —— 


Wir kénnen somit die Lésung in der Form schreiben: 
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o—Di(4. cos x,t + B, sin Xn t) Zn COS — =, 





wo 
nme __ nate 
‘ nag e* —e 
(1) t= a afc 8 ome 
e a + e a = 
nm (c — +) oa nat (c —:) 
(2) Z—< i s 
e*4te ¢ 
und wo die Constanten A und B durch die Gleichungen bestimmt 
werden: 


A,= if D(x) dz, 
0 





x 
dx; 


Maite 2 fo) cos” 
0 


= aJFO dz, 


= B=? fr (x) cos ard 


Wir kénnen aber das Glied mit » = 0 fortlassen; die Constante A, 
ist ohne Bedeutung, weil m iiberhaupt nur bis auf eine Constante be- 
stimmt ist, und B, wird Null, wenn wir die (x,y)-Ebene mit der Gleich- 
gewichtsoberfliche zusammenfallen lassen. Wir setzen daher, indem 
wir die Integrationsvariable mit § bezeichnen: 


=.»  cosnt.0(0)+ 2 sin wat. F(8){ Z cos "4% cos "=F dg. 
1 
0 


Die Oberfliche der Fliissigkeit wird bestimmt durch die Glei- 
| chung (6), § 2: 
=; cP fir 2—=0; 


wir erhalten somit fiir unsern Fall: 


123 hens F(é)— 7 sin Mnt. o(¢)} cos m= cos on dt. — 


mi 
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Um die Untersuchung der durch unsre Formeln dargestellten Be- 
wegung zu vereinfachen, wollen wir annehmen, es sei (x)= 0. Die 
Bewegung soll also dadurch hervorgebracht werden, dass der Oberfliche 
eine von der Gleichgewichtsfliche abweichende Form ertheilt wird. 
Durch Stésse auf die Oberfliiche entsteht eine ganz iihnliche Bewegung; 
der allgemeine Fall wird durch Addition der beiden Bewegungen 
erhalten, und es geniigt somit, den Fall zu betrachten, wo F(a”) von 
Null verschiedene Werthe hat. 

Die Reihen reduciren sich auf ein Glied, wenn die urspriingliche 


Ordinate der Oberfliche dem Cosinus eines Vielfachen von xe pro- 
portional ist; setzen wir: 


nex 
F(z) = K cos ——, 
a 
wo K nach der Annahme immer sehr klein sein soll, so wird: 


xz . Nax 
g= £~ sin a Z, cos —— 


- NUX 
= K cos x,t . cos — 


Dies ist eine einfache Schwingung. Jede Bewegung kann aufgefasst 
werden als eine Summe solcher einfacher Schwingungen. 

Betrachten wir zuniichst die Oberfliiche, so besteht diese aus 
n Theilen; von zwei an einander grenzenden Theilen ist der eine das 
Spiegelbild des andern in Bezug auf die Grenze. Dasselbe gilt von g. 
Denken wir uns also das Gefiiss durch (n—1) parallele Zwischenwiinde 
in » gleiche Theile getheilt, so ist die Bewegung in zwei an einander 
stossenden Theilen symmetrisch gegen die Grenze. Demnach kénnen 
die Fliissigkeitstheilchen, welche in einer solehen Grenze liegen, sich 
nur in der Grenze auf- und abbewegen, und in einem der Theile findet 
genau dieselbe Bewegung statt, wie in einem festen Gefiiss von der 
Lange 


wenn die Ordinate der Oberfliiche zur Zeit ¢ —0O bestimmt ist durch 
+ K cos "7 . 

Dies ist aber die erste einfache Schwingung in einem Gefiiss von 

der Linge I. 


Wir untersuchen daher diese erste einfache Schwingung in einem 


Gefiiss von der Linge 1, welche dargestellt wird durch die Glei- 
chungen: 


mux 


1 ’ 


z= K cos xt. cos - 














ie 








Bewegung tropfbarer Fliissigkeiten in Gefiissen. 


a a 
> (e— 2) — +(e—s) 
z e! ~ 








™ sinwt . 2% 
s—_—-; Kg — ee eee 
ray 
m7 Teme —Fe-9) 
nu sin % mx e€ e 
w= —- Kg — 08 = - 4 
e! +e t 
wo wu und w die Componenten der Geschwindigkeit bedeuten und 
ae _#e 
‘ t 
. Se Ss 
7 ae 
e'’te ! 


Simmtliche Werthe bleiben ungeiindert, wenn man die Zeit ¢ um 


‘ : 22 . : : © ys 
ein ganzes Vielfaches von —~ iindert; die Bewegung ist also periodisch 


um “= . Betrachten wir die Bewegung der Oberfliiche wihrend einer 


solechen Periode, von ¢ =O bis t= == , so haben die Ordinaten am 
Ende der Periode ihre urspriinglichen Werthe, in der Mitte aber, zur 
Zeit t—=— , dieselben Werthe mit entgegengesetztem Vorzeichen; diese 


Werthe sind die Maxima und Minima der Ordinaten. Jede Stelle der 
Oberfliche vollfiihrt also wihrend einer Periode zwei Schwingungen, 


und die Dauer einer solchen Schwingung ist = , 


- uy 
r=/® otto FI. 
9 & 


U 
Folglich ist die Schwingungsdauer von K, d. h. von der Amplitude 
der Schwingungen ganz unabhiingig; sie wird um so grésser, je linger 
das Gefiiss und je kleiner die Tiefe desselben ist, Wire das Gefiiss 
unendlich tief, so hiitten wir: 


t=/2. 


Demnach verhilt sich die Schwingungsdauer in einem Gefaiss von der 
Linge 7 und von unendlicher Tiefe zu der Schwingungsdauer eines 
einfachen Pendels von der Linge 1, wie 1:2. Durch den Einfluss 
des Bodens wird die Schwingungsdauer vergréssert , und zwar nimmt mit 
abnehmender Tiefe des Gefiisses die Schwingungsdauer fortwihrend zu. 


awe 
e' m@ 





Ist + eine kleine Grésse, so erhalten wir bei Vernachlissigung 


von (; y: 





‘ 
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U 1 sxc? 
P=>—N+e(7)fi 
diirfen wir schon die zweite Potenz vernachlissigen, so wird die 
Schwingungsdauer der Liinge 7 direct, der Quadratwurzel aus der 
Tiefe ¢ umgekehrt proportional: 
l 
T= ——:* 
Vge ) 
Der Unterschied zwischen der grésten Hebung und Senkung der 
Oberfliche an der Stelle x ist: 


2 K cos ar 


gleich der doppelten Liinge der urspriinglichen Ordinate; die Amplitude 
der Schwingungen ist also unabhiingig von der Tiefe. Wir erhalten 
ferner die Geschwindigkeit der Hebung oder Senkung, indem wir 


id bilden oder in w 2 =O setzen; dies giebt: 


1 
ai 2s 


= Kk //*! sae. aie sin xt , cos = 
ebe * 

Demnach nimmt die Geschwindigkeit der Hebung und Senkung mit 
der Tiefe des Gefiisses ab. Sie ist am Ende jeder Schwingung Null, 
indem die Ordinate ein Maximum oder Minimum wird, in der Mitte 
der Schwingung dagegen ein Maximum, wo die Ordinate Null ist, die 
Oberflache also mit der Gleichgewichtsebene zusammenfallt. Ferner 
ist die Geschwindigkeit der urspriinglichen Ordinate proportional; in 
der Mitte des Gefiisses bleibt die Oberfliiche in Ruhe; nach beiden 
Seiten wachsen die Ordinaten und die Geschwindigkeiten, aber in 
entgegengesetzter Richtung. Wird die Tiefe unendlich, so ist die 
Geschwindigkeit: 

— Ky *4 sin xt. cos = P 
und in ihrem Maximum, wenn die Oberfliche durch die Gleichgewichts- 
ebene hindurchgeht: 


+ KY “Pent 1/7, 


wo f den Weg bezeichnet, welchen die Stelle vom Anfang der Schwingung 
an durchlaufen hat. Ein Koérper, der von der Hohe f gefallen 


*) Forel hat diese Formel auf die ,,Setches‘‘ zur Anwendung gebracht 
und nachgewiesen, dass sie mit den Messungen sehr gut iibereinstimmt. 
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wiire, hiitte die Geschwindigkeit /2gf erlangt; die Geschwindigkeiten 
verhalten sich also, wie 

af Wf 

af sy. 

Wir untersuchen zweitens die Bewegung der einzelnen Fliissig- 
keitstheilchen wiihrend der einfachen Schwingung. Da wir die zweiten 
Potenzen und die Producte der Geschwindigkeiten vernachlissigen, 
kénnen wir annehmen, das Fliissigkeitstheilchen, welches sich zur 
Zeit ¢ = 0 an der Stelle x, 2 befindet, habe zur Zeit ¢ die Geschwin- 


digkeiten, die an derselben Stelle zur Zeit ¢ statthaben. Diese Ge- 
schwindigkeiten sind: 





2m (c—s) _ #(c—2) 
i i 
oa mg: + mx e +e 
wan — KT sin x¢. sin ~~ ns 
e! +e ‘ 
mt (c—2) 2 (c—2) 
i i 
oy ag .: N.S 
w= — K—* sin xt . cos ne 
e! +e t 


Folglich kann das Verhiiltniss < und damit die Richtung der Ge- 


schwindigkeit als von der Zeit unabhiingig betrachtet werden: Die 
Theilchen bewegen sich auf sehr kurzen Strecken von krummen Linien, 
die sich mit der Zeit nicht indern, hin und her. Wir erhalten die 
Gleichungen dieser Linien, indem wir setzen: 


dz u 


dt =—so ww 
und integriren. Demnach ist die Differentialgleichung der Curven: 


{ a (c—2) ae a (c—2) 


7m (c—2) m(c—2) 
Te . Bi a ux 
\. +e ' si y de—\e . a | cos *? dz = 0, 


und durch Integration folgt: 


a (c~a) m(c—2) 
t oe . C2 
{¢ =—e * j si > - = Const. 


Die Curven haben in der Mitte, 7 = _ 1, ihren tiefsten Punkt und 


steigen nach beiden Seiten symmetrisch; nennen wir die Ordinate ihres 
tiefsten Punktes h, so wird die Gleichung einer solchen Curve: 


— + wx t 
sin —— = € =—@ ° 


ae _ #(c-s) a (c—h) — 2A) 
ae 


Die Curven schneiden also die z-Axe, d. h. die Oberfliche in zwei 
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Punkten, deren. Abstinde x, von den Seitenwainden bestimmt werden 
durch die Gleichung: 
uk, eae _ e 


at heme Bea canes 


da 0 < h <e, ist immer 0 < x, < l. 
Fiir die oberste der krummen Linien ist h = 0; sie beriihrt nur 
die Fliissigkeit in der Mitte der Oberfliiche: 


1 
a= >, z=0Q. 


Mit wachsendem h nihert sich die Curve mehr und mehr der Gefiss- 
wand, bis sie fiir h =e mit derselben zusammenfallt: 


z=0, e=c, «s£=l. 
Wird die Tiefe des Gefiisses c gegen seine Linge / sehr gross, 
so kann fiir miissige Tiefen z die Gleichung geschrieben werden: 


2 (z—h) 


oder 


=h+ tog. sin * . 
Die Curven haben demnach alle dieselbe Form und unterscheiden sich 
nur dadurch, dass ihr tiefster Punkt in verschiedenem Abstand unter 


der Oberfliiche liegt; die beiden Senkrechten «=O und x =51 sind 
Asymptoten dieser Linien, 
Der Werth der Geschwindigkeit v an der Stelle (v, 2) im Innern 


der Fliissigkeit zur Zeit ¢ ist, abgesehen vom Vorzeichen: 


— 22(c—s) 42(c—2) 5 
» n —_— ——___ —— — 
-** 1— 2 cos —>—e b +e é 
_ 280 
i—e ! 








v— Ky" is etc 


Wir erhalten ferner die Linge s der Oscillation fiir das betreffende 
Fliissigkeitstheilchen, wenn wir diesen Ausdruck mit dé multipliciren 


und in Bezug auf ¢ von 0 bis T == integriren; somit folgt: 








__ 22(c—2) __ 42 (e—2) 4 
as {i — 208 * — * i aay * e ? 
s=2Ke_ 7 
t< ' 


Fiir ein sehr tiefes Gefiiss aber haben wir die Geschwindigkeit: 











ee 


Bewegung tropfbarer Fliissigkeiten in Gefissen. 597 


v= Ky! sin xt.e T 


und die Liinge der Oscillation: 
ae 


sem2QKe '. 


In diesem Falle sind also Geschwindigkeit und Linge der Oscilla- 
tion gleich fiir alle Stellen einer Horizontalen; beide nehmen mit 
wachsender Tiefe sehr rasch ab. 

Durch den Einfluss des Bodens werden die Werthe in der Mitte 


des Gefiisses vergrossert; wir erhalten fiir « =: 


22(c—2) 
_— _ 48 + oe 
ag: t i+e 
v= K//*4 sin xte meer a 
(1—e_ i) 
ron a — =e 
~T 1l+e 
s=2Ke aes 
i—e« ! 


beide Werthe wachsen mit abnehmender Tiefe c. 

Dagegen werden die Werthe am Rande des Gefiisses durch den 
Einfluss des Bodens verkleinert; fiir «0 oder « =/ ergeben sich 
die Werthe: 





22(c—2) 
— _ as i 
mg: 7 1—e 
v= K//*Ssin xt .c a7 
(i—e ‘) 
ps — 2a(e—) 
~T 1-—e 
s=2Ke ae 
ing * 


Die Geschwindigkeit ist hier immer kleiner, als wenn die Tiefe un- 
endlich gesetzt wird; an der Oberfliiche wird sie in dem Verhiiltniss: 


_2ae )4 
t—2 7 
j _ ine 


ite ! 

verkleinert, und dieses Verhiiltniss nimmt ab, je mehr wir uns dem 
Boden nihern, wo die Geschwindigkeit Null wird. Die Linge der 
Oscillation dagegen ist an der Oberfliiche dieselbe, welche Tiefe das 
Gefiiss auch haben mag; je mehr wir uns aber dem Boden nihern, 
um so mehr wird die Linge s durch den Einfluss des Bodens ver- 
mindert, und fiir ¢ = ¢ verschwindet auch s. 











598 Kart VonperMiaxt. 


So viel iiber die einfachen Schwingungen. Ist die urspriingliche 
Ordinate der Oberfliche durch mehrere Glieder ausgedriickt, von denén 


jedes dem Cosinus eines Vielfachen von =<. proportional ist, so finden 


ebenso viele einfache Schwingungen gleichzeitig statt. Die Bewegung 
hdrt dann auf periodisch zu sein ;.denn die Perioden der einzelnen ein- 
fachen Schwingungen stehen mit einander in keinen rationalen Ver- 
hiltnissen. Doch kann der Fall eintreten, dass die Verhiiltnisse sich 
rationalen Werthen nihern; in diesem Falle wird die Bewegung eine 
Zeit lang nahe periodisch sein. 

Zu ganz ihnlichen Resultaten waren wir gelangt, wenn wir, statt 
urspriinglich eine Abweichung der Oberfliche von der Gleichgewichts- 
ebene anzunehmen, den Fliissigkeitstheilchen durch auf die Oberfliche 
gefiihrte Stésse Anfangsgeschwindigkeiten ertheilt hitten. Die Be- 
wegung ist auch in diesem Falle aufzufassen als eine Summe einfacher 
Schwingungen. Der Unterschied besteht darin, dass die Bewegung 
in dem Moment beginnt, wo die Oberfliiche sich in der Gleichgewichts- 
lage befindet, die Fliissigkeitstheilchen dagegen ihre grésten Ge- 
schwindigkeiten besitzen. 


g 6. 


Bewegungen nach drei Dimensionen. 


‘ 


Wir behandeln noch kurz den Fall, wo in dem prismatischen 
Gefiiss mit horizontalem Boden und verticalen Seitenwiinden eine 
beliebige Bewegung stattfindet. Die Function W muss dann den 
folgenden Gleichungen geniigen: 

1) Der eee pe fir O<a2<aund 0O<y <b: 


7 , 
oe + +P W=0; 


2) Den oad” 


oW 0 fir z—0 und c= a, 
Ox 

a ert Ded 
oy =0 fir y=0O und y—=bd. 


Wir suchen zuniichst eine Lésung der Differentialgleichung von 
der Form: | 
W=XY. 
wo X nur vonz, Y nur von y abhangen soll. Durch Einsetzen folgt: 


1 @X 1 
XxX nae fon +P —9. 


Diese Gleichung verlangt, dass die Functionen von 2 und von y con- 
stant seien; folglich: 








ls 











— 
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o* + e’?X=0, 


ay 
dy® + BY=0 


wo « und 6 beliebig sind. Die Gleichung giebt dann: 
yp matt pr. 
Weiter folgt aus den Grenzgleichungen, gerade so wie oben, dass 


ma ma 
c= —, X = cos “72; 
a a 





ux 


nw n 
s=—-—-, Y = cos = 


m und m sind positive ganze Zahlen. 
Somit erhalten wir in diesem Falle: 


= > > {Ain COS.%m,nt + Bm,n —2— SiD . %m nt} Zn C08 ™ cog ™™Y 
—_ ’ a b? 
0 0 


wo 


Youn — x (™ + =)» 


x salen 8 Yin © 
enn = IV m2 Y e? 
e m,n "+e Yn, n 


7 (c—s) 


e m,n mc. 2 Ym, n 
Ro Se 
elm,n "+e %m,n° 


Endlich muss noch den Anfangsbedingungen Geniige geleistet 


werden: 
S34 n cos "= cog "FY — O(a, y), 


mmx 
> SI Bass cos 
0 0 


In bekannter Weise folgt: 





= F(a, y). 


ba 
Ayo = av,f fC y) da dy, 
Vv 





6 a 
2 © . 
An,o = a5 [Joe y) cos mre dz dy, 
v0 0 


a 6b 
— 
Aon = anf fo y) cos S 
00 





Y dx dy, 





x 


‘ 
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ab 
An,n = af {%@ y) cos mene. cos Fe dx dy; 
0 0 


ganz ihnlich werden die Coefficienten B,,,,, durch die Function F'(2, y) 
bestimmt, 

Wir kénnen das constante Glied Ap» fortlassen, und Bo» wird 
Null, wenn die (x, y)-Ebene mit der Gleichgewichtsfliche zusammenfiillt. 
Die Reihe fiir m beginnt dann mit den Gliedern m= 1, n=O und 
m=—=0(0, m= 1, welche einfache Schwingungen der friiher betrachteten 
Art darstellen. 

Jedes Glied der Reihe stellt auch hier eine einfache Bewegung 
dar, welche ahnlichen Gesetzen folgt, wie die oben betrachteten ein- 
fachen Schwingungen. Wir wollen deren Gesetze nicht weiter ableiten, 
sondern uns auf die Bemerkung beschriinken, dass hier mehrere ein- 
fache Bewegungen dieselbe Periode haben kénnen, Dies tritt ein, wenn 
der Ausdruck : ' : 

+ 
fiir mehrere Werthensysteme m, n denselben Werth annimmt; a und b 
werden jedenfalls commensurabel sein miissen. 

In dem Falle: 

a=b 
geben z. B. die folgenden drei Werthensysteme einfache Bewegungen 
gleicher Periode: 
m=1, n=18; 
ma 6 , n= 17; 
m = 10, n = 15; 


denn fiir alle ist 
m? + n? = 325. 


In einem letzten Abschnitt hat J. R. Merian noch den Fall be- 
handelt, wo der Boden des Gefiisses Kreisform hat. Hiebei handelt 
es sich um eine Entwicklung nach Cylinderfunctionen. Nachdem deren 
Theorie und Anwendung in den letzten Jahrzehnten so weit ist ent- 
wickelt worden, erscheint eine Wiedergabe von Formeln aus dem Jahre 
1828 nicht am Platze. Fiir einige andere Begrenzungen hat H. Weber 
in der oben genannten Abhandlung*) den Weg zur Lisung des 
Problemes angegeben. 


*) Math. Ann, I, p, 27ff. 








